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PRÉFACE. 


Ce  Tome  III  de  mon  Cours  complet  de  Mathématiques  spé- 
ciales devait  primitivement  comprendre  la  Mécanique,  la  Géo- 
métrie descriptive  et  la  Trigonométrie.  J'ai  pensé  depuis  qu'il 
valait  mieux  publier  à  part  la  Mécanique,  qui  pourra  intéresser 
une  certaine  catégorie  de  lecteurs,  auxquels  la  Géométrie  des- 
criptive eût  été  inutile.  Cette  dernière  partie  de  mon  programme 
fera,  avec  la  Trigonométrie,  Fobjet  d'un  quatrième  et  dernier 
Volume. 

Il  y  a  bien  des  manières  d'enseigner  la  Mécanique.  On  peut 
présenter  cette  science  comme  une  branche  des  Mathématiques 
ou  comme  une  partie  de  la  Physique  (').  On  peut  indifférem- 
ment commencer  ou  terminer  par  la  Statique.  Quant  aux  prin- 
cipes ou  axiomes  fondamentaux,  ils  peuvent  revêtir  bien  des 
formes  diverses,  qui  les  laissent  néanmoins  identiques  dans  le 
fond.  Chaque  auteur  adopte  le  mode  d'exposition  le  plus  con- 
forme à  sa  tournure  d'esprit  et  peut-être  aussi  à  son  éducation 
antérieure. 

Je  me  suis  inspiré,  dans  le  présent  Ouvrage,  des  excellentes 
leçons  développées  par  M.  Painlevé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris,  pendant  l'année  scolaire  1904-1905  (-). 

(')  Et  d'ailleurs,  elle  est  enseignée,  dans  nos  lycées,  à  la  fois  par  les 
Malliémaliciens  et  par  les  Physiciens. 

(-)  J'ai  exposé  en  détail  les  idées  fondamentales  qui  ont  toujours  servi 
de  base  à  nion  enseignement  de  la  Mécanique,  dans  un  article  intitulé  : 
Sur  les  principes  de  la  Mécanique,  publié  par  la  lievue  générale  des 
Sciences,  le  i5  février  191 5. 


PREFACE. 


Tout  d'abord,  je  me  suis  efforcé  de  faire  ressortir  l'origine 
expérimentale  de  la  Mécanique,  tout  en  prouvant  qu'on  en  peut 
donner  un  exposé  entièrement  abstrait,  comme  de  n'importe 
(juelle  théorie  mathématique. 

J'ai  placé  en  premier  lieu  l'étude  de  la  Cinématique,  parce 
que  c'est  elle  qui  nécessite  le  moins  de  notions  nouvelles  et  se 
rapproche  le  plus  de  la  Géométrie.  J'ai  ensuite  expose  la  Dyna- 
mique et  enfin  la  Statique,  que  j'ai  considérée  comme  un  cas 
particulier  de  la  Dynamique. 

J'ai  consacré  tout  un  Chapitre  aux  principes  fondamentaux  de 
la  Dynamique  et,  si  j'ai  cru  devoir  insister  sur  ce  sujet,  ce  n'est 
pas  seulement  en  raison  de  l'intérêt  pliiiosophique  de  la  ques- 
tion, mais  aussi  et  surtout  parce  que  j'ai  souventes  fois  constaté 
que  les  élèves,  faute  d'y  avoir  consacré  une  attention  suffisante, 
commettent  de  grossières  erreurs  de  principe,  qui  les  con- 
duisent à  des  résultats  totalement  erronés,  dans  des  problèmes 
parfois  très  simples.  Ils  se  fient  à  leur  sens  intuitif  de  la  Méca- 
nique, plutôt  que  de  raisonner  correctement  à  partir  des  axiomes 
et  des  définitions,  ce  qui  est  le  seul  moyen  de  ne  pas  se  tromper. 
Le  trièdre  de  référence  leur  importe  peu  et  s'ils  en  changent  au 
cours  d'une  question,  il  leur  arrive  d'oublier  la  répercussion  que 
cela  entraîne  sur  les  forces.  Ils  parlent  de  la  force  centrifuge, 
mais  ne  savent  pas  expliquer  en  quoi  elle  consiste. 

La  notion  àe  force  relative,  que  j'ai  empruntée  à  M.  Painlevé, 
me  paraît  éminemment  propre  à  préciser  leurs  idées  sur  ce  point 
de  vue.  J'^Ue  a,  en  outre,  l'avantage  de  présenter  la  force  sous 
son  aspect  le  plus  clair,  puisqu'elle  la  ramène  simplement 
au  vecteur  accélération,  au  lieu  d'en  faire  une  entité  plus  ou 
moins  mystérieuse,  que  l'on  s'efforce  ensuite  de  rattacher  à  la 
notion  de  mouvement. 

Certes,  cette  définition  est  purement  conventionnelle.  Mais, 
quelle  définition  ne  l'est  pas?  lu  d'ailleurs,  ce  caractère  conven- 
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lionnel  me  paraît  même  être  un  avantage  au  point  de  vue  péda- 
gogique, parce  qu'il  fait  mieuxressortir  la  relativité  de  la  notion 
de  force  et  évite  aux  élèves  les  erreurs  auxquelles  je  faisais 
allusion  tout  à  l'heure. 

A  côté  de  la  force  relative,  j'ai  introduit,  toujours  d'aprrs 
M.  Painlevé,  la  foixc  absolue,  qui  me  paraît  être  la  seule  à 
laquelle  on  puisse  reconnaître  un  caractère  objectif,  parce 
qu'elle  est  la  conséquence  dynamique  de  toute  modification 
physique  du  milieu. 

Cette  force  absolue,  qui  est  indépendante  du  trièdre  de  réfé- 
rence, ne  doit  pas  être  confondue  avec  la  force  absolue  de 
Galilée,  que  battent  en  brèche  les  théories  d'Einstein  et  qui 
n'est  autre  que  la  force  relative  à  un  trièdre  de  référence  parti- 
culier, que  l'on  convient  deregarder  comme  définissant  Fespace 
absolu.  Ces  axes  de  Galilée  n'interviennent  qu'en  Mécanique 
céleste  et  c'est  pourquoi  il  m'a  paru  inutile  d'en  faire  mention 
à  propos  des  principes  généraux  de  la  Dynamique;  j'en  ai  sim- 
plement dit  un  mot  à  propos  du  mouvement  des  planètes 
(n°93). 

Abstraction  faite  de  ce  dernier  paragraphe,  mes  lecteurs 
n'auront  donc  pas  à  se  demander  s'ils  sont  ou  ne  sont  pas  des 
disciples  d'Einstein.  L'existence  ou  la  non-existence  d'un  espace 
absolu,  par  rapport  auquel  on  peut  énoncer  la  loi  de  gravitation 
newtonienne,  ne  doit  pas  les  préoccuper  dans  cet  Ouvrage.  Et 
cela  tient,  au  fond,  à  ce  que  je  me  suis  placé  à  un  point  de  vue 
purement  expérimental,  je  dirai  même  empirique,  puisque  je 
laisse  aux  pliysiciens  le  soin  de  construire  expérimentalement 
la  loi  de  force  relative  à  un  trièdre  de  référence  déterminé,  dans 
un  milieu  déterminé  {cf.  n°  50). 

Il  est  évident  que  si  l'on  admet  l'existence  métaphysique  de 
la  force  (ce  que,  pour  ma  part,  je  ne  suis  jamais  arrivé  à  conce- 
voir clairement),  ou  si  l'on  veut  élaborer  une  vaste  synthèse  de 


la  Mécanique  et  de  la  Physique,  ce  point  de  vue  simpliste  doit 
être  abandonné;  il  faut  choisir  entre  Newton  et  Einstein.  Mais 
un  tel  objet  est  étranger  à  la  Mécanique  proprement  dite  et  ne 
pouvait  être  envisagé  dans  le  présent  Ouvrage. 

Tout  en  développant  comme  il  convenait  la  Mécanique  théo- 
rique, je  n'ai  pas  négligé  la  Mécanique  appliquée  et  j'ai  traité, 
soit  dans  le  Cours,  soit  dans  les  Exercices,  un  grand  nombre  de 
problèmes,  qui  se  présentent courammeni  en  Physique  ou  dans 
rindustrie.  J'ai  multiplié  les  exemples  numériques,  afin  de 
familiariser  le  lecteur  avec  l'emploi  des  unités,  auxquelles  j'ai 
d'ailleurs  consacré  tout  un  Chapitre. 

Comme  dans  les  Tomes  1  et  II,  je  me  suis  permis  de  déborder 
parfois  le  programme  de  Mathématiques  spéciales.  C'est  ainsi 
que  j'ai  écrit  un  Chapitre  élémenlairc  sur  la  Dynamique  des 
systèmes,  car  j'eusse  été  navré  que  mon  Livre  ne  permît  pas  au 
lecteur  d'établir,  par  exemple,  l'équation  des  oscillations  d'un 
pendule  composé  ou  d'un  galvanomètre. 


J.  Haag. 


Glermont-Ferrand.  1'='' juillet  1921, 


cou H s  COMPLET 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


INTRODUCTION. 


1.  La  Mécanique  est  la  science  qui  a  pour  bul  l'étude  des  phéno- 
mènes de  mouvement  (et,  comme  cas  particulier,  de  repos)  ou  })hé- 
nomènes  mécaniques.  A  ce  titre,  c'est  donc  une  science  purement 
expérimentale.      ' 

Effectivement,  ses  lois  actuelles  doivent  leur  existence  aux  obser- 
vations les  plus  vulgaires,  interprétées  par  les  esprits  géniaux  des 
Galilée,  des  Kepler,  des  Newton.  Mais,  k  cause  de  leur  simplicité  et 
de  leur  grande  généralité,  elles  ont  perdu  peu  à  peu  leur  caractère 
expérimental  et  ont  Uni  par  s'imposer  comme  des  axiomes  analogues 
à  ceux  de  la  Géométrie. 

Geci  explique  pourquoi  la  Mécanique  rentre  à  la  fois  dans  le 
domaine  des  Mathématiciens  (sous  le  nom  de  Mécanique  rationnelle) 
et  dans  celui  des  Physiciens  (sous  le  nom  de  Mécanique  appliquée. 
Mécanique  physique.  Mécanique  expérimentale). 

Dans  les  Chapitres  qui  vont  suivre,  nous  nous  placerons,  en  j)r('- 
mier  lieu,  au  point  de  vue  du  mathématicien.  Nous  donnerons  des 
délinitions  et  fei'ons  des  conventions  purement  abstraites,  dont  nous 
tirercms  ensuite  les  conséquences  logiques.  Puis,  nous  montrerons 
comment  ces  considérations  se  rattachent  à  certains  phénomènes 
expérimentaux,  qu'elles  permettent  d'étudier  j^ratiquement,  avec  une 
approximation  plus  ou  moins  grande. 

H.v.iG.  —  Cours,  m.  1 


2  INTRODUCTIOA\ 

On  divise  la  Mécanique  en  trois  parties  : 

La  Cinémalique.  qui  est  l'étude  purement  descriptive  des  mou- 
vements ; 

La  Dynamique,  qui  est  Tétude  des  conditions  dans  lesquelles  se 
produisent  les  mouvements; 

La  Statique,  qui  est  l'étude  des  conditions  dans  lesquelles  il  n'y  a 
pas  mouvement. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS    GÉNÉRALES    DE    CINÉMATIQUE. 


;2.  Mouvement  du  point.—  Soit  un  trièdre  de  coordonnées  Oxyz, 
que  nous  appellerons  le  trièdre  de  référence  ou  encore  le  trièdre 
fixe.  Soient  maintenant  un  point  géométrique  M(^,  j-,  ::)  et  une 
variable  indépendante  f,  que  nous  appellerons  le  temps.  Supposons 
que  ^,  j',  c  soient  des  fonctions  déterminées  de  t  : 

(I)  ^=/(0,        r  =  é'{f),        z  =  /ut). 

Nous  dirons  que  lorsque  t  croît  dune  manière  continue  (générale- 
ment à  partir  de  zéro),  le  point  M  est  en  mouvement  par  rapport  au 
TRii-:nRE  Oxyz.  Les  formules  (0  définissent  ce  mouvemenl  :  ce  sont 
les  équations  du  mouvement. 

La  courbe  décrite  par  M,  dont  les  équations  (i)  sont  les  équations 
paramétriques,  porte  le  nom  de  trajectoire. 

Telles  sont  les  définitions  mathématiques.  ^  oyons  maintenant 
quelles  sont  les  réalités  expérimentales.,  dont  elles  constituent 
l'abstraction. 

3.  D'abord,  le  point  géométrique  n'existe  pas  dans  la  NaUire,  mais 
seulement  dans  l'esprit  des  mathématiciens.  En  Mécanique  appliquée, 
on  le  remplace  par  le  point  matériel.,  que  l'on  délinil  habituellement 
comme  étant  constitué  par  une  petite  portion  de  matière.  Il  n'y  a 
pas  lieu  de  discuter  la  valeur  philosophique  de  cette  délinition.  à 
laquelle  on  doit  garder  un  caraclère  purement  empirique.  Le  [)oint 
matériel  varie  suivant  les  phénomènes  envisagés  :  c'est  un  o])us  pour 
le  Balisticien,  une  planète  pour  l'Asti'onome,  une  molécule  pour  le 
IMiysicien.  En  règle  générale,  ses  dimensions  sont  petites  par  i-apport 
aux  distances  qu'il  parcourt. 

Si  nous  essayons  maintenant  de  situer   un    point   matériel  dans 


4  CHAPITRE    I. 

I  esjïace.  nous  coiislatons  lotit  de  suite  que  cela  nous  est  impossible, 
si  ce  point  est  unique  dans  l'Univers  (').  Nous  sommes  obligés  de 
considérer,  en  même  temps,  d'autres  points,  formant  une  figure 
indéformable  et  dont  l'ensemble  constitue  le  lepcre^  par  rapport 
auquel  nous  pouvons  maintenant  situer  notre  premier  point.  Ce 
repère  sera,  par  exemple,  la  Teri'e  [)Our  l'e  Balisticien,  la  Terre  ou  le 
Soleil  pour  l'Astronome,  l'éther  pour  le  Physicien.  C'est  lui  que  nous 
schématisons  par  notre  trièdre  de  référence. 

A  quoi  correspond  maintenani  la  variable  /  ?  lOul  le  monde 
j)ossède,  sans  v  avoir  jamais  rélléclii,  la  notion  intuiLi^c  du  temps. 
Si  l'on  cherche  à  l'approfondir  et  à  justilier  les  conventions  sur 
lesc|uelles  repose  sa  mesure,  on  est  imiuédialemenl  entraîné  dans  de 
longues  et  délicates  considérations  pliilosophique>,  (jui  ont  fait 
couler  des  flots  d'encre,  mais  qui  ne  sauraient  trouver  leur  j)lace  dans 
cet  Ouvrage.  Nous  nous  contenterons  siuiplenient  de  dire  (pie,  dans 
la  pratique,  le  temps  se  tnesure  avec  des  horlo(>es. 

Lue  fois  en  possession  des  notions  de  point  matériel,  d'espace 
relatif  et  de  temps,  il  nous  est  facile  de  passer  à  la  notion  de  mouve- 
ment relatif.  I.e  point  matériel  M  est  dit  en  mouvement  par  rapport 
au  repère  li  si  sa  position  j)ar  rapport  à  ce  repère  vai'ic;  avec  le  temps. 

II  revient  évidemment  an  même  de  dire  que  ses  coordonnées,  j)ar 
rapport  au  trièdre  de  référence  que  nous  attachons  à  R,  eliangt^nt  avec 
le  temj)S,  sont  des  fonctions  du  leuq^s.  Nous  retombons  sur  notre 
définition  mathématique. 

Toutes  les  fois  que  l'on  paile  de  mouvement,  il  est  absolument 
indispensable  de  préciser  le  repère  auquel  ce  mouvement  est  rapporté. 
•Sinon,  on  parle  un  langage  incompréhensible  (^).  Dans  tout  problème 
de  Mi'canicpie,  qu'il  s'agisse  de  M(''eanique  rationnelle  ou  appliquée, 
la  prenil('r<'  chose  à  faire  est  de  choisir  le  trièdre  de  i  èj'èrence- 

\.  \  rrF.ssK  KT  aiicllÉkation.  —  Reprenons  le  mouvement  délini 
par  les  ('-(piations  (  i  ). 

(')  |i;iiis  (cili'  lii  lidii.  riuus  m:  (ii:\u:is  piis  mibliir  do  Ciiic  ab^^lraclion  de  noire 
propre  <  orps.  (/csl  ccl  oulili,  éiiiiriciiiinciit  difficile  à  réaliser,  ijiii  fait  que  beaucoup 
«le  gons  prélemJent'coni  cvoir  l'espace  el  le  mouvement  ai)Solus.  Ils  se  prennent  eux- 
mêmes  pour  Irif'drc  de  référence. 

f';  l.c  mou\fmenl  a6.vo/«  ne  se  «onçoiL  pas  davarUaf;(;  (|ue  l'eipaïc  absolu  {voir 
la  Noie  précédente),  'l'ous  les  mouvciiioiils  iiui  poili-til  <:i'  nom  ne  soiil  que  des 
rnouNetnenls  relatifs  parliculiers. 


NOTIONS  GÉNÉRALI-S   DE   CINÉMATIQUE.  5 

On  appelle  vecteur  vitesse  du  poini  M  au  temps  tXa  rléiive  i^eonié- 
t tique  {l.  II,  n"  lOo)  du^ vecteur  OM.  ou,  [)lus  oéncralenicnt,  du  vec- 
teur l*M,  P  désionant  un  point  quelconque  lixe  par  rapport  au  trièdre 
de  référence,  c'est-à-dire  de  coordonnées  constantes.  Cette  dérivée 
i;éoniétricpie  est  indépendante  du  clioix  du  point  P.  puisciue  les  deux 

vecteurs  P.\I  et  OM  diffèrent  par  le  vecteur  constant  OP  et,  par  con- 
>équent,  ont  la  même  dérivée. 

Au  point  de  vue  expérimental,  tout  le  monde  possède  la  notion 
vulgaire  de  vitesse.  On  parle  couramment  d'une  vitesse  de  tant  de 
kilomètres  à  l'heure  ou  de  tant  de  mètres  par  seconde.  Mais,  cette 
notion  n'offre  un  caractère  précis  que  dans  le  cas  particulier  d'un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Pour  l'étendre  au  cas  d'un  mou- 
vement curviligne  quelconque,  on  définit  d'abord  le  vecteur  vitesse 

mv  ,,  ...  ... 

moyenne  — - — ■,  au  moyen  d  un   mouvement   rectiligne  et  uniiorme; 

puis,  on  passe  à  la  limite,  en  faisant  tendre  A^  vers  zéro.  Cela  conduit 
précisément  à  la  dérivée  géométricjue  envisagée  ci-dessus.  Nous 
n'insistons  pas  davantage  sur  ces  considérations  classiques  élémen- 
taires. 

Les  trois  composantes  du  vecteur  vitesse  \  du  [xiint  M  suivant  les 
axes  Oxyz  sont  (t.  II,  n"  lOo) 

dx  ,  dy  ,  dz  , 

'  ""        dt  ^        dt       -    '  -        dt 

Si  l'on  observe  cpie  les  projections  de  M  sur  K) x  ou  Oxy  ont  pour 
abscisse  x  ou  pour  abscisse  et  ordonnée  x  et  j'  et  si  Ton  a|)plique  les 
formules  ('  2  )  à  ces  projections,  on  voit  c[u'on  peut  énoncer  le  I  liéorème 
sui\ant  : 

THKonicME.  —  La  projection  du  point  M  sur  un  axe  fixe  ou  sur 
un  plan  fixe  a  pour  vecteur  vitesse  la  projection  sur  cet  axe  ou 
sur  ce  plan  du  vecteur  vitesse  de  M. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  longueur  f  du  \ecleur  vitesse  est 
évidemment  donnée  par  la  formule 


b  CIIAPITHE    I. 

6.  On  appelle  vecteur  accélération  lu  dérivée  géométrique  du 
vecteur  vitesse. 

Ail  [Miiai  (le  vue  ex[)érinieuial,  eetle  notion  est  plus  complexe  que 
celle  de  la  \ilesse.  Dans  la  prali(pic.  on  dit  qu'un  mouvement  s'accé- 
lère (juand  sa  vitesse  auginenle  et  Ton  sent  \at;uenïent  que  c'est  le 
taux  <le  ctl  accroissement  de  vitesse  cpii  doit  servir  de  mesure  à 
laccéléralion.  Or,  ce  qui  permet  d'éxaluer  le  taux  d'un  accroissement, 
eesl  |)récisément  la  dérivée.  On  est  ainsi  conduit  à  la  définition 
ci-dessus.  On  prend  la  dériNée  géométrique,  parce  qu'il  faut  être 
renseigné  non  seulement  sur  la  variation  de  grandeur,  mais  aussi  sur 
la  variation  de  direction  du  \ecteur  vitesse. 

Les  composantes  du  vecteur  accélération  v  sont  les  dérivées  des 
eomposautes  du  vecteur  vitesse,  c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (2), 

Elles  donnent  lieu  à  un  théorème  analogue  à  celui  qui  a  été  énoncé 
])our  le  \ecteur  vitesse. 

Hodo^raplie.    —    ]Ment)us    |>ar    un    |)oint    fixe    quelcon(|ue,    par 

exemple  [)ar  Ic^  point  O,  un  Nceleur  O ni  équipollent  au  vecteur 
\itesM'  du  |)oint  M.  La  courbe  décrite  par  m  porte  le  nom  (ï/iodo- 
i;rap/i<'.  Si  Ton  considère  le  mouvement  de  m  sur  cet  hodograplie, 
son  \eet(  iir  vitesse  est  la  dérivée  géométrique  de  O/??,  donc  du  vec- 
teur \ite.ssc  de  M.  (^est,  par  e(tiisé(pient,  le  \ecteur  accélération 
de  M. 

Le>  vecteurs  \ilesse  el  accéléiatlon  d  iiu  point  nmlule  1\I  peuvent 
être  ((lu^idérc'b  eoniuie  des  vecteurs  libres  (t.  II.  n"  99).  Toutefois, 
on  b'iir  dduiie  indiiiaiiement  le  point  M  pour  origine. 

6.  l'jtoi'iui.i  Es  i:t  Fou\]iLi;s  nu  kiisks.  —  Thlokème.  —  Le  vecteur 
r Liesse  est  langent  à  la  Irojecloirc. 

Il  es|.  CM  cllii.  la  liimic  du  \  cciciir  — - — ,  qui  est  poiti'  |)ar  la 
sécante  MM',  laquelle  leiid  \er.s  la  tangente  en  M. 

\  liesse  algrhrKjUi'.  —  Supposons  «pie  la  tiai<'<loire  soit  orientée 
dans  un  sens  (pieleoiupie.   Nous  appellerons  vitesse  algébrique  la 
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niesuro  a]g('l)riqiie  c  tin  \ecteur  vitesse  sur  la  (lenii-lan!;enle  positive 
(t.  IF,  n°  1 1  ).  Si  .s  est  Tabscisse  cur\  ilii^ne  de  M  au  temps  t,  on  a 


(4) 


ds 
dl 


Cela  est  vrai  en  \aleur  al)solue,  parce  qu'on  peut  écrire 


MM' 


It 


MM' 

TÂ7T 


le  premier  facteur  du  second  membre  tend  \ers  i  (t.  I,  n°  172)  et  le 
second  tend  vers  |r[.  Cela  est  vrai  en  signe,  parce  que  le  vecteur 
vitesse  est  dirigé  dans  le  sens  des  s  croissants  ou  décroissants,  suivant 

^     ,  .  .    ,     ds  .  ■  ,       . 

que  la  dérivée  -j-  est  positive  ou  négative. 

On  peut  aussi  remarquer  que  les  formules  (2)  s'écrivent 


(5) 


,.         dx  ds 


\  y  =  i'h,  \  -  =  ce, 


a,  b^  c  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-tangente  positive 
(t.  Il,  n"  193).  Il  suffit  alors  d'appliquer  le  théorème  fondaniental 
des  projections  (t.  Il,  n°  19)  pour  obtenir  à  la  fois  le  théorème 
ci-dessus  et  la  formule  (  j). 

On  dit  qu'un  mouvement  cur\  iligne  est  ujiijorme  lorsque  sa  vitesse 
algébrique  est  constante.  En  intégrant  la  formule  (4)?  il  revient  au 
même  de  dire  que  5  est  une  fonction  linéaire  du  temps  ou,  d  une 
manière  plus  banale,  que  le  chemin  parcouru  est  proportionnel  au 
temps. 

— ^ 
7.    Vitesse  aréolaire.  —  Prenons  le  moment  du  \ecteur  \itesse  l\l\ 

par  rapport  à  O;  (t.  Il,  n"  109)  : 


(fi) 


iM\',  (J  ;  =  xy' — yx' . 


Le  second  nuniixe  peut  s  interpréter  simplement,  si  l'on  considère 
la  projection  I*  de  ]M  sur  xOy  et  l'aire  A  baiajée  par  le  ra\(>ii  vec- 
teur OP.  On  a.  en  elfet  (t.  I,  n"  l7o), 


dK  =  y  (x  dy  —  y  dx 
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donc 

d\  _  I  /     dy  dx 

^'^  'dF'^9.V'di~^''7n 

(]rlle  dérivée  porlo  le  nom  de  vitesse  aréolaiie  de  J' par  rappiutàO. 

D'après  (6),  le  moment  de  MN par  rapport  à  Oz  est  égal  au  double 
de  la  vitesse  aréolaire  de  la  projection  de  M  sur  xO y  par  rapport 
à  (). 

Si  0  el  6  sont  les  coordonnées  polaires  de  P,  la  vitesse  aréolaire  de 
(.('  j)oint  est  (t.  T,  n"  175) 

dK        I        rfO 
dt         i.  ^     dl 

Lorscpie  la  vitesse  aréolaire  est  constante,  l'aire  balayée  par  le  rajon 
vecteur  OP  est  proportionnelle  au  temps;  on  dit  que  le  mouvement 
obéit  à  la  loi  des  aires  sur  le  plan  des  xy  et  par  rapport  à  O. 

«S.  Composa \Ti:s  PKïRCii'ALES  ol  intriivskoles  de  L'AcciiLi'.nAïiojN'.  — 
Dérivons  les  formules  (5)  par  rapport  au  temps.  En  utilisant  la  pre- 
mière formule  de  Frenet  (t.  11,  n"  326),  on  peut  écrire 

da        da  ds        a' 
'dï  ^  ~ds  dl  "^  T\  ^' 

R  désignant  le  rajon  de  courbure  de  la  trajectoire  et  rt  ,  6  ,  c  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale.  Dès  lors,  on  a 

d\  X        dv  <■*     ,  dv  ,         V-  , ,  f/r  i'^     , 

^•"    '•'^=  1?7-  =^"-^  û"'        ^^'=  ^^^  K  ^'         -==  777'"  ïï^'- 

Ces  formules  nous  montrent,  en  vertu  du  tliédréme  des  piojccLions, 
que  b;  vei'leur  accélération  peut  être  considéré  comme  la  somme 
géométrique  de  deux  vecteurs,  l'un  porté  |)ar  la  langenle  à  la  IrajiM;- 
toire  et  ayant  pour  mesure  algébrique  sur  la  ilrnii-langcntc  |)<)sili\c 

dv 


dt 


l'auli 


Ire  porte  j»ar  la  noiinab;  |)r-incij)ale  v\   ayant   pnur  mesure  algé- 
1)1  Kiue 


Y>  =  17' 
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I.e  premier  de  ces  vecteurs  porlc  le  nom  d'accrlération  UiDiiCiUielle; 
le  second  s'appelle  accélération  normale. 

Leur  somme  «géométrique  se  trou\e  dans  le  plan  I.MN  ;  donc  : 

Tniioiii-ME.  —  Le  vccleur  accélération  se  i/o(ivc  dans  le  plan 
oscillateur  ci  la  trajectoire. 

La  formule  (  i  i)  montre  cpie  "n,  a  le  sii;ne  de  Pi;  donc  : 

TiiÉoukui:.  —  Le  vecteur  accélération  est  dirigé  du  même  côté 
que  la  trajectoire  par  rapport  à  tout  plan  tangent  autre  que  le 
plan  osculalcur.  Si  la  trajectoire  est  plane.,  on  peut  dire,  plus  briè* 
vement,  que  le  vecteur  accélération  est  dirigé  du  côté  de  la  conca- 
vité de  cette  ligne. 

L'accélération  normale  est  aussi  appelée  accélération  centripète^ 
pour  rappeler  qu'elle  est  dirigée  vers  le  centre  de  courbure. 

Les  deux  vecteurs  -'^  et  ">,•  sont  appelés  composantes  principales 
du  vecteur  accétération,  parce  que  ce  sont  ses  composantes  suivant 
les  axes  du  trièdre  principal  (t.  II,  n"  324),  la  composante  suivant  la 
binormale  étant  nulle.  On  les  appelle  aussi  composantes  intrinsèques., 
parce  quelles  sont  entièrement  d('terminées  par  le  mouvement;  elles 
ne  dépendent  pas,  comme  *'.r,  "'>.  "rr  d'un  choix  arbitraire  d'axes  de 
coordonnées  ('  ). 

D'après  la  formule  (  lo),  l'accélération  tangentielle  mesuré  laccrois- 
sement  de  la  vitesse  algébrique,  c'est-à-dire  de  la  grandeur  de  la 
vitesse.  D'après  la  formule  (ii),  l'accélération  normale  est  propor- 
tionnelle à  la  courbure  de  la  trajectoire;  elle  mesure  donc  la  vitesse 
de  rotation  de  la  tangente  à  celte  courbe  ou,  si  Ton  veut,  les  change- 
ments d'orientation  du  vecteur  vitesse. 

TnÉoiŒME.  —  Pour  qiC un  moinement  eur%iligne  soit  unijo/nie, 
il  faut  et  il  suffit  que  son  vecteur  accélération  soit  constamment 
normal  éi  la  trajectoire. 

Cela  résulte  manifestement  de  la  formule  (lo). 


(')  Cela  no  veut  pas  dire  ([u'elles  sont  iiiclcpcmlantes  du  choix  du  Iricdic  de  réfé- 
rcme.  Si  l'on  prend  un  deuxième  trièdre  de  référence  moliilc  par  rapport  au  premier, 
le  mouvement  est  cliangc,  donc  aussi  les  composantes  intrinsèques.  Celles-ci  ne  de- 
meurent invariantes  (|ue  si  le  deuxiènu'  trièdre  est  fixe,  comme  le  premier. 
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Dans  ce  cas,  il  n"v  a  pas  accélération,  au  sens  vulgaire  du  mol, 
|)uis(jue  la  vitesse  reste  constante,  mais  seulement  au  sens  géomé- 
Iriquc:  le  vecteur  accélération  a  pour  unique  efl'et  de  changer  la 
direction  de  la  vitesse  et  non  sa  grandeur. 

9.  l)i  \GUA\r\ii:s.  —  Supposons  connue  la  trajectoire  et  occupons- 
nous  seulement  de  la  manière  dont  elle  est  parcourue  par  le  mobile 
ou,  comme  on  dit,  de  la  loi  du  mouvement.  Cette  loi  est  déterminée 
par  la  fonction 

(12)  S=f{t), 

qui  délinil  ce  qu'on  appelle  quelc|uefois  la  loi  des  espaces. 

Pour  obtenir  une  vue  d'ensemble  du  mouvement,  il  est  souvent 
commode  de  construire  la  courbe  (12).  en  portant  les  temps  en 
abscisses  et  les  espaces  en  ordonnées.  On  obllenl  ainsi  le  diagramme 
des  espaces. 

Cette  représentation  graphique  esta  peu  près  indispensable,  toutes 
les  fois  qu'on  a  affaire  à  un  mouvement  étudié  expérimenlalemeni 
et  pour  k'tpiel  la  fonction /(  l)  n"a,  par  conséquent,  aucune  existence 
analvlujuc. 

Joules  Icb  fois  que  cela  est  |)0ssible,  on  essaie  d'oi)tenir  directe- 
ment ce  diagramme,  en  enregisiralil  le  mouvement,  par  un  dispo- 
sitif ])lus  ou  moins  analogue  à  celui  de  l'appareil  bien  connu  du 
général  Morin.  Sinon,  on  mesure,  à  des  intervalles  réguliers,  l'espace 
parcouru  et  l'on  en  déduit  autant  de  jjoints  du  diagramme.  On  trace 
ensuite  une  ligne  régulière  (  '  )  j)iissanl  aussi  [uèsque  |)()ssibl<'  de  tous 
ces  j)0inls. 

Dans  les  graj)hiques  des  clieinins  de  fer,  on  joint  les  points  cpii 
reprc'senienl  les  stations  j)ar  des  segments  de  droites,  ce  qui  revient 
à   adrueiire   qu'entre   deux    stations   conséculives,    le    mouvement    du 


(';  NiMis  ciiU-ri(J<)iis  |)iir  la  iiuil  ne  liiiiL  pas  s'asUeiniiie  à  i)usser  riyouirijsoinciil 
par  tous  les  points,  ce  qui  donnerait  lieu,  pour  peu  que  les  points  soient  rapprochés^ 
a  <ies  sinuosités  invraisenit)lal)les,  pai'  suite  des  erreurs  expcrinienlales  inévitables. 
On  s'arranf;e  pour  laisser  à  [)eii  près  autant  de  points  d'un  côté  de  la  rourbe  que  <le 
l'autre.  Si  un  point  est  très  éloigné,  on  admet  qu'il  est  faux  et  l'on  n'en  lient  pas 
compte;  il  _v  aurait  lieu  de  recommencer  la  mesure  correspondante,  qui  a  drt  être 
enlacliée  d'une  erreur  grossière.  Mais,  bien  <'iitendii,  il  faut  être  très  prudent  dans 
de  semblables  interprétations. 
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train  «\sl  uniforme.  Cela  est  évidenuncnl  taux;  mais  on  ne  se  préoc- 
cupe pas  travoir  une  représentation  exacte  du  mouvement,  ce  cpii 
serait  d'ailleurs  impossible,  car  ce  mouvement  peut  dépendre  d»- 
toutes  sortes  de  circonstances  accidentelles  variaJ)lcs  d'un  jour  à 
Tautre. 

(^uand  on  possède  le  diagramme  des  espaces,  on  peut  mesurer  la 
vitesse  en  chaque  point,  car,  d'après  la  formule  (4),  c'est  tout  simple- 
ment la  pente  du  diagramme.  Quand  on  évalue  cette  pente,  il  faut 
bien  prendre  garde  aux  échelles  adoptées  sur  l'axe  des  temps  et  sur 
l'axe  des  espaces.  Si  l'on  veut  par  exemple  la  vitesse  en  mètres  par 
seconde,  on  se  déplace  sur  la  tangente,  jusqu'à  ce  que  l'abscisse  se 
soit  augmentée  d'un  nombre  rond  n  de  *?econdcs,  mesurées  sur 
l'échelle  des  temps.  On  compte  le  nombre  N  de  mètres  parcourus, 
sur  l'échelle  des  espaces.  La  vitesse  cherchée  est —• 

A  la  simple  inspection  du  diagramme  des  espaces,  on  reconnaît 
immédiatement  les  phases  où  le  mouvement  est  accéléré  et  celles  où 
le  mouvement  est  retardé.  Les  j)remières  correspondent,  en  elFcl,  aux 
régions  du  diai;ramme  où  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut  (l'axe 
des  espaces  étant  supposé  orienté  vers  le  haut),  puisque  la  pente 
est  croissante,  tandis  que  les  secondes  correspondent  aux  régions 
concaves  vers  le  bas.  En  un  point  d'inllexion,  la  vitesse  passe  par  un 
maximum  ou  par  un  minimum. 

Si  l'on  veut  être  renseigné  avec  plus  de  précision  sur  les  variation^ 
de  la  vitesse,  on  construit  sa  courbe  représentative  ou  diagramme 
des  vitesses. 

On  V  est  d'ailleurs  conduit  directement  dans  toute  étude  cxpéii- 
menlale  où  l'on  détermine  un  mouvement  par  des  mesures  de  la  vitesse. 
On  procède,  pour  la  construction  du  diagramme,  comme  il  a  été 
explitpié  plus  haut,  soit  par  enregistrement  direct,  soit  par  des 
mesures  échelonnées. 

Le  diagramme  des  vitesses  peut  évidemment  être  déduit  du  dia- 
gramme des  espaces,  par  des  mesures  de  pentes. 

Inversement,  connaissant  le  diagramme  des  vitesses,  on  peut 
remonter  au  diagramme  des  espaces.  On  a,  en  efïet, 

(i3)  s-^  j     V  (//. 

On    aura    donc    autant    de   points  ([u'on   voudra  du   diagramme   des 
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espaces,  en  mesuranl  (J^ar  la  inélliode  des  trapèzes,  par  exemple) 
l'aire  eomprise  entre  le  diagramme  des  vitesses,  les  axes  0/  et  Or  et. 
une  ordonnée  quelconque. 

Dans  celle  mesure,  il  faut  encore  faire  très  attention  aux  unités. 
Si  la  vitesse  est  r\  aluée  en  mètres  par  seconde,  par  exemple,  le  n()mbr(; 
(pii  mesure  Taire  d'un  trapèze  est  obtenu  en  multipliant  sa  hauteur, 
(•valuée  en  secondes,  par  la  demi-somme  de  ses  bases,  évaluées  en 
mètres  par  seconde.  Ce  nombre  représente  un  espace  parcouru  (■value 
en  mètres. 

La  j^enle  du  diagramme  des  vitesses  donne  raecélérati»»n  langen- 
tielle.  en  \ertu  de  la  formule  (lo). 

On  peut  enfin  considérer  un  (liagrainme  des  accélérations  lan- 
gentielles.  (jui  permettrait  de  remonter,  par  une  quadrature,  au 
diagramme  des  vitesses,  à  condition  de  connaître  la  vitesse  initiale. 
Mais,  ce  diagramme  est  beaucoup  moins   usité  que  les  précédents. 

10.  Etude  d'un  moi  viîmiînt  en  cooudonm':ks  curvu-ignes.  —  Jl  csi  quelquc- 
fuis  commode,  pour  rètiide  d'un  inouveinenl,  d'employer  des  coordonnée^  antres 
que  les  coordonnées  cartésiennes,  par  exemple  des  coordonnées  polaires  ou 
semi-polaires.  Soit,  d'une  manière  généiale,  un  système  quelconque  de  coor- 
données p,  (/,  /■  lié  au  Irièdre  de  réfi-rence  par  les  formules 

(i4)  X  =f{p,  y,  /•),        y  =  g{p,  q.  /•),         -  =  /'(/>■  q,  '•)• 

F.es  composantes  du  vecteur  vitesse  suivant  (ixyz  sont  données  par 

"""  ^'.c-=f',.p'-^f'.,q' +/','■' 

et  par  les  deux  formules  analogues.  On  peut  en  conclure  que  ce  vecteur  est  la 
sonune  géométrique  de  trois  vecteuis  ayant  pour  eomposanles  respectives  les 
premiers  termes,  les  seeonds  termes  et  les  lioisièmes  termes  des  trois  ioimules 
telles  que  fi5).  Le  premier  de  ces  trois  vecteurs  est  proportionnel  a  p  \  il  est, 
en  outre,  porté  par  la  tangente  à  la  courbe  le  long  de  laquelle/)  varie  seul. 
En  dérivant  une  seconde  fois,  on  pourrait  cliercher  les  composantes  suivant 
le-  mêmes  directions  du  vecteur  accélération.  Mais,  cela  donne  généialenient 
(l<--  calculs  beaucoup  plus  eonipli(jués. 

\p|di(pioiis  ces  c()nsid<''ralions  au  cas  des  coordonnées  senu- 
pfda/rcs.  La  composaiilc  sui\aiit  O  :;  n'est  pas  eliangée.  Occu- 
pons-nous donc  seidemenl  des  composantes  du  plan  (b's  ,7'i'.  Les 
loiiMulcs  (  I  ^  )  sont,  dans  ce  cas, 

(iGj  .r  =  pco-0,        j/^^csinO. 
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Dérivons-les  par  rapport  à  t  : 

(17)  57'=  p'cosG  —  pO'siu6,        v' =  p'>iiiO -H  pO'cosO. 

On  en  déduil,  comme  il  a  élé  expliqué  plus  liaul,  ([ue  le  recteur 
vitesse  a  pour  composcinte  p'  sdcvaut  l'axe  0\,  d'angle  polaire  0 
et  oh'  snis-anl  l'axe  0\  ^ cVangle  polaire  ^ -\-  -  (  '  )• 

Ces  deux  composantes  étant  rectangulaires,  on  en  déduit 

(18)  p2=:    p'2-4-p2  0'2, 

formule  qui  peut  aussi  se  déduire,  en  divisant  par  (-'It)-,  de  la  for- 
mule (())  du  n°  173  du  Tome  1. 

Dérivons  une  nouvelle  fois  les  formules  (17)  : 

x"=  (p"—  p6'2)  cosO  —  (p6"-H  -îp'!)')  sinO, 
y  =  (p"—  pO'2)  sinO  -+-  (pO"-f-  ap'O')  cosO. 

On  en  conclut  que  les  composantes  du  vecteur  accélération  suivant  OX  et  OY 
sont 

(19)  p"— pO'2         et         pO"H-2p'6'. 

La  seconde  s'écrit  aussi 

^      ^  p  dt    '  p    dt' 

On  en  conclut  que  lorsque  le  vecteur  accélération  passe  constamment  par 
le  point  fixe  O  (^),  le  mouvement  obéit  à  la  loi  des  aires  par  rapport  à 
ce  point. 

f^renons  maintenant  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace  (t.  ff,  n"  40). 
Les  formules  de  passage  sont 

X  =  ;•  sin  0  coso,         j'  = /•  siiiO  sln  ç,         -C  =  /'cosO. 

Dérivons-les  : 

.r'=  /'sinO  COS9  —  /•  siii  0  sinç  9'-!-  /•  co^O  coscpO', 
>''=  /-'sinO  siii  ç  -f-  /•  sinO  cos'^s'—  /•  cosO  sincpf»', 
;;'=r'oosO  ■  —  /-in  0  0'. 

Si  Ion  introduit  les  a\e-  0\,  OY,  (")Z,  qui  ont  |)our  ;Hi,i;le-  pidaiie-   ie>|>ec- 

(')  Un  arriverait  au  inéine  rosullal,  eu  projolaiU  direclemcal  le  \ odeur  vitesse  et 
se  servant  des  formules  (1)  du  n"  25'2  du  Tome  II. 
(-)  Ou,  plus  généralement,  rencontre  Oc. 
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lifs  (0,  ç),  (  o.   y  -H  -  1 7  /  6  H-  -)  r  )  j  les  composantes  du  vecteur  vitesse  suivant 
ces  axes  sont 
^>i)  /•■,     rcp'sinO,     /-O'. 

Nous   ne  oalcnlerons  pas  les  composantes  du  vecteur  accélération,  qui  sont 
trop  compliquées. 

11.  iMorvKMEiNï  i)'i  \  COUPS  SOLIDE.  —  Repreiioiis  noire  iricdre  de 
réfc'rence  Oxyz.  On  peut  imaginer  siniultanémenL  plusieurs  points 
mobiles  par  rapport  à  ce  trièdre.  On  peut  même  en  imaginer  une 
infinité,  formant  un  milieu  continu  à  une,  deux  ou  trois  dimensions. 
Nous  ne  considérerons  que  le  cas  particulier  où  tous  ces  points  restent 
à  des  dislances  invariables  les  uns  des  autres  ou,  comme  on  dit,  cons- 
tituent un  système  indéformable  ou  corps  solide. 

A  ce  système,  nous  altaeherons  un  trièdre  O'jc'y';',  qui  lui  sera 
in\ariablement  lié  et  dont  il  suffira  de  connaître  la  position  pour 
connaître  celle  du  corps  solide.  Cette  position  peut  être  définie  par 
les  coordonnées  (^o?  J^o?  ^o  )  du  point  O'  et  par  les  neuf  cosinus  direc- 
teurs de  O' x\  O  JK  5  O -s'^  lesquels  peuvent  être  remplacés  par  les 
trois  angles  d'Euler  (t.  Il,  n°  36).  Si  ces  quantités  sont  des  fonctions 
connues  du  temps,  elles  définissent  le  mouvement  du  trièdre  0'.-»'^''^' 
ou,  ce  (pii  rcNicnl  au  même,  du  cor]>s  solide  qui  lui  est  allaidit',  pai" 
raj)])orl  au  trièdre  de  référence  Oxyz. 

Comme  le  nombre  des  |)aramèlres  indépendants  dont  dépend  le 
trièdre  mobile  est  égal  à  six  (b^s  trois  coordonnées  de  O'  et  les  trois 
angles  d'Euler),  on  voit  quele  jnouvcment  le  plus  général  d'un  corps 
solide  dépend  de  six  fonctions  du  temps. 

Quand  ce  mouvement  est  donné,  on  peut  connaître  le  mouvement 
i\v  ii"iinp(»rle  quel  j)oinl  M  entraîné  par  le  corps  solide.  Pour  ])réciser 
de  quel  point  il  s'agit,  on  se  donnera,  ])ar  exeuq)l(',  ses  trois  coordon- 
nées {x\  r',  z)  par  rapport  à  O'  x'  y'  z' .  Les  formules  du  changement 
de  coordonnées  feront  ensuite  connaître  ses  coor<b)nnées  {x^y^  z) 
par  rap|)oi'l  à  Oxyz^  en  fonction  du  lcinj)s.  Aulremcut  dit.  elles 
(bmnei-onl  les  équations  du  mouvement. 

\u  point  de  vue  expérimental,  le  corps  solide  n'existe  pas,  car  tous 
les  corps  se  défonncnl  plus  ou  moins  sous  Faction  des  dillV'rents 
agents  physiques  (pii  peuvent  s'exercer  sur  eux.  IMais  on  peut  en 
av<Hi'  d(;s  aj)|»roximations,  telles  qu'un  organe  di;  machine,  un  proj<'c- 
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tile  crarlillerie,  la  Terre,  etc.  En  les  assimilant  à  des  solides  matliéma- 
tiques,  on  peut  étudier  leurs  mouvements  avec  une  approximation 
qui  reste  suffisante,  tant  que  les  erreurs  que  l'on  peut  se  |)ermettre 
sont  très  supérieures  aux  déformations  réelles  subies  par  le  corps  ('). 

l!2.  Composition  des  mouvements.  — ■  Dans  toute  question  de  Méca- 
nique, on  peut  ciioisir  comme  on  veut  le  trièdre  de  référence.  I^orsque 
celui-ci  est  imposé  à  l'avance,  on  a  toujours  le  droit,  si  l'on  espère  en 
recueillir  des  simplifications,  de  prendre  un  trièdre  de  référence 
auxiliaire,  de  même  qu'en  Géométrie  analytique  il  est  souvent  avan- 
tageux de  faire  des  cliangements  de  cooi'données.  Etudions  donc  ce 
qui  se  passe  quand  on  rapporte  successivement  le  moii\emcnl  d'un 
mèuie  point  M  à  deux  triédres  de  référence  dilTérents  T  el  T'. 

Débarrassons-nous  d'abord  du  cas  où  les  triédres  sont  fixes  Vun 
par  rapport  à  Vautre.  La  seule  différence  entre  les  deux  mouve- 
ments consiste  dans  la  position  de  la  trajectoire  par  rapport  au  trièdre 
de  référence.  A  chaque  instant  f,  les  deux  trajectoires  se  superposent 
dans  toute  la  partie  parcourue  antérieurement  par  le  mobile.  Mais, 
la  configuration  qu'elles  forment  chacune  avec  leur  trièdre  de  réfé- 
rence respectif  n'est  pas  la  même.  Si,  par  la  pensée,  on  amène  T'  à 
coïncider  avec  T,  en  entraînant  sa  trajectoire,  on  obtient  une  courbe  G' 
qui  ne  coïncide  plus  avec  la  trajectoire  G  relative  à  T,  mais  qui 
est  une  courbe  égale,  puisqu'on  peut  l'amener  de  nouveau  à 
coïncider  avec  G  par  le  déplacement  qui  ramènerait  T'  dans  sa  posi- 
tion primitive. 

La  loi  du  mouvement  sur  la  trajectoire  est  la  même  pour  les  deux 
triédres,  puisque,  entre  deux  instants  quelconques,  le  même  arc  est 
parcouru  par  le  mobile,  quel  que  soit  le  trièdre  de  référence  consi- 
déré. Par  suite,  à  chaque  instant,  les  deux  vecteurs  vitesse  coïncident; 
mais  ils  n'ont  pas  la  môme  position  par  rapport  aux  deux  tiièdr(\s. 
On  peut  en  dire  autant  des  deux  vecteurs  accélération. 

En  résumé,  on  peut  dire  qu'au  point  de  vue  cinématique  des  deux 
mouvements  sont  identiques.  Le  cdiangement  d(!  trièdre  de  référence 
est,  au  fond,  un  \ulgaire  changenu'ut  de  coordonnées,  comme  on  en 
fait  en  Géométrie;  anal^tupie. 

(')  Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  doit  tenir  compte  des  déplacements  qui  sont  du 
même  ordre  de  grandeur  que  les  déformations,  comme  dans  la  théorie  de  l'élasticité 
ou  des  mouvements  vibratoires. 
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[',].  Arrivons  iiiaiiilcnani  au  véiilahle  (•liaai;eiuenl  do  repère,  c'est- 
à-dire  au  cas  où  les  deux  tiièdres  sont  mobiles  l' un  par  rapport  à 
l'autre. 

"Nous  couvicnrlrons  dappclcr  luouvenmiit  absolu  le  inouvemeiil 
de  M  par  rapport  à  T,  inomcnienl  relatif  le  mouvement  de  xM  par 
rapport  à  T  (>l  mouvement  d^ entraînement  le  mouvement  de  T'  par 
rapport  à  T.  (iClte  lerminolo!;;ie  est  purement  conventionnelle  vX  l'on 
pourrait  1res  bien,  en  particulier,  intervertir  les  rôles  des  deux 
Irièdrcs. 

Xous  dirons  encore  cpie  le  niou\ement  absolu  est  la  résultante  ou 
la  composition  du  mouvement  relatif  et  du  mouvement  d'entraîne- 
menl.  ^ou^  écrirons  svmbolifpiement 

(•22)  (M,  T)  =  (i"\I,  T',)  +  (T'.  T). 

IMu>  iiénrralenienl,  on  peu!  inuii^iner  une  chaîne  de  trièdres  T, 
T,.  To,  .  .  .,  T,(^(,  r„,  dont  chacun  est  animé  d'un  mouvement  connu 
par  rap{)orl  au  précédent.  Si  Ion  connaît  le  mouvement  de  M  par 
rapport  à  T,,.  on  peut  évidcmnicnt  connaître  le  mouvement  de  M 
|)ar  rappoi'l  à  chacun  des  Iriédres  précédents  et,  en  parlicuher, 
par  rapport  au  j)reniier  T.  \ous  dirons  encore  que  le  mou\emenl 
par  ra])[)oi'l  à  T  est  la  lésullante  ou  la  composition  du  mouve- 
ment par  rapport  à  T„  et  de  ehiicun  des  mouvements  d'entraîne- 
ment intermédiaires;  ce  que  nous  éiriions  svnd)oli(picmenl 

(  -Vi  I         (  -M ,  T  )  =  /  M.  T„  I  -r-  (  T„ .  T„_,  )  -4-  . . .  ^  (  T.,,  T ,  )  +  (  T , ,  T  I. 

Inversement,  étant  donu('  h'  moiixemcnl  de  M  j)ar  i"a])port  à  1,  on 
peut  le  décomposer  en  plusieurs  autres,  par  l'introduction  d'un  ou 
plusieurs  trièdres  intermédiaires,  eonsliliiant  avec  T  uik-  chaîne  ana- 
lo<iue  à  la  précédmile.  On  lait,  en  i;énéral,  uiir  Iclh'  décomposition 
dans  le  but  de  remplacer  un  mouvement  complicpK-  par  une  somme 
(  symbolique)  de  mou\emenls  simples.  C'est  ainsi  que  les  mouvements 
des  planètes  par  rappoi't  à  la  Terre,  qui  sont  des  mouvements  très 
complifpi(''>,  pciiNciil  éti'c  (•oiisid(''r<''s  coihiik'  nv^dt^int  de  leurs  mou- 
V(;meiils  par  iapj)i)il  au  Soleil  et  du  m()U\(!meiit  du  Soled  par  rapport 
à  la  Terre,  lescpu^is  sont  l()us  très  simples. 

I  i.  i\v>  (h'Iinilions  élaiil  posées,  re\enonsau  cas  de  deux  trièdres  T 
(M   'J"  . 
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Lv  |)()inl  M  décrit  une  trajectoire  absolue  (1  |)ar  nippoil  à  T  cl 
une  trajectoire  relati^^c  C  par  rapport  à  T'.  Ces  trajectoires  ne 
coïncident  plus,  comme  au  n"  1*2  et  en  voici  la  raison.  Considérons 
les  points  l'  et  Q,  l'especlivement  solidaires  de  T'  et  de  T,  qui  coïn- 
cident au  temps  t  avec  IM.  (Nous  les  appellerons  les  points  coïnci- 
dants de  T'  et  de  T  au  temps  t.)  Dans  le  cas  du  n"  12,  ils  continuaient, 
par  la  suite,  à  être  confondus,  ce  qui  entraînait  la  coïncidence  des 
trajectoires.  Dans  le  cas  actuel,  au  contraire,  ils  se  séparent  immé- 
diatement après  le  temps  f,  de  sorte  qu'à  chaque  instant  les  deux 
trajectoires  n'ont  en  commun  que  la  position  aelueUe  du  mobile.  Ce 
sont  deux  courbes  qui,  non  seulement  ne  coïncident  pas,  mais  qui 
ont  généralement  des  formes  différentes  et  ne  sont  pas  superposables. 

io.  Composition  ues  Vitesses.  —  Nous  appellerons  vitesse  absolue 
la  vitesse  de  M  par  rapport  à  T,  vitesse  relative  la  vitesse  de  M  par 
rapport  à  T'  et  vitesse  d^efitratnement  la  vitesse  du  point  coïncidant  P 
de  T'  par  rapport  à  S.  Nous  allons  chercher  quelle  relation  existe 
entre  ces  trois  vecteurs,  et  c'est  en  cela  que  consiste  le  problème  de 
la  composition  des  vitesses.  En  Mathématiques  élémentaires,  on 
enseigne  une  solution  géométrique  intuitive,  que  nous  supposerons 
connue  du  lecteur.  Nous  nous  contenterons  de  donner  la  solution 
analytique  suivante. 

Soient  (.r,  y,  z)  les  coordonnées  absolues  (c'est-à-dire  par  rapport 
à  T)  de  M  au  temps  t  et  (a?',  y' y  z')  ses  coordonnées  relatives  (c'est- 
à-dire  par  rapport  à  T')  au  même  instant.  Les  premières  définissent 
le  mou\  ement  absolu  et  les  secondes  le  mouvement  relatif.  On  passe 
des  unes  aux  autres  par  les  formules  bien  connues  du  changement 
de  coordonnées,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  du  temps 
entièrement  déterminées  par  la  connaissance  du  mouvement  d'entraî- 
nement. Dans  le  cas  particulier  où  ce  mouvement  n'existe  pas,  c'est- 
à-dire  lorsque  T'  est  fixe  par  rapport  à  T,  ces  coefficients  sont  cons- 
tants. 

Il  nous  est  inutile  d'écrire  explicitement  ces  fornuiles,  qui 
donnent  x.,  y,  z  en  fonction  de  x\  y' ^  z' ;  écrivons  simplement 
sous  la  forme  symbolique 

(■24)  ^  =f'^\  y,  -s',  t),        y  —  g{x',  y,  z,  t),         z  =  /i{x',y,  z\  t  ). 

Considérons  maintenant  x\  y\  z'  comme  des  fonctions  du  temps 
IIaag.  —  Cours,  III.  -' 


dx 

~di 

!  of  dx' 
~  \  dx'    dl 

à.f  dy' 
""  dy'    dl 

df  dz'  X        df 
'    dz'    dl   '        dl 
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cl  dérivous  tolalemenl  j)ar  rapport  à  /;  nous  avons  (l.  J,  11°  130) 

et  les  deux  formules  analogues. 

Les  premiers  membres  sont  les  com|)Osanles  de  la  vitesse  absolue 
suivant  les  axes  Oxyz.  Essayons  maintenant  de  retrouver,  dans  les 
seconds  membres,  les  composantes  des  vitesses  relative  et  d'entraîne- 
ment. Pour  retrouver  la  vitesse  relative,  il  nous  suffit  de  supposer 
que  T'  est  fixe  par  rapport  à  T,  puisque  la  vitesse  absolue  se  réduit 
alors  à  la  \itesse  relative,  de  sorte  que  les  composantes  de  cette  der- 
nière sont  ce  que  deviennent    les    seconds    membres  de  (25)  dans 

l'hypothèse   envisagée.  Or,   les  coefficients  des  formules   (24)   sont 

1  1        1 .   •    ,  •  ii      àf    dg    dh 

maintenant  constants,  de  sorte  que  les  dérivées  partielles  -— >  — -  >  — - 

1  '^  dt      Ot      dt 

sont  nulles.  Les  autres  dérivées  restent,  d'autre  part,  les  mêmes,  que 
les  coefficients  dépendent  ou  non  du  temps.  Il  suit  de  là  que  les 
composantes  de  la  vitesse  relative  (suivant  les  axes  Oxyz^  bien 
entendu)  sont  les  parenthèses  des  formules  (25)  et  analogues. 

Pour  mettre  en  évidence  la  vitesse  d'entraînement,  nous  supposons 
maintenant  que  M  est  immobile  |>ar  rapport  à  T';  autrement  dit,  nous 
lui  substituons  son  point  coïncidant  P.  La  vitesse  absolue  se  réduit 
à  la  vitesse  d'entraînement,  de  sorte  que  les  comj)osantes  de  cette 
dernière  sont  ce  que  deviennetil  les  seconds  membres  de  (25).  Or, 
les  (-oordonnées  relatives  x\  j\  z  sont  actuellement  constantes;  leurs 
dérivées  sont  nulles  et  le  second  membre  de  (25)  se  réduit  à  son 
dernier  terme. 

En  définitive,  les  seconds  membres  des  formules  (aS)  et  analogues 
se  décomposent  en  deux  groupes,  constitués  respectivement  par  les 
composantes  de  la  vitesse  relative  et  de  la  \itesse  denlraînemcnt. 
D'après  le  théorème  des  projections,  nous  ;i\ons  donc  le  théorème 
suivant  : 

Ini'oiuvvii;.  —  La  vitesse  absolue  est  la  somme  itéomrtriqiie  de 
la  vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d^ entraînement . 

(^ette  proposition  j)eut  s'étendi-e  sans  diflicnlté  au  cas  d'uni.'  chaîne 
(pielconqne  de  trièdrcs  (n"  13).  l'^n  rap[)li(piant  au  ])oint  coïncidant 
de  (  h;if|iic  liièdrc  par  rapj)orl  aux  deux  trièfbcs  précédents  et  addi- 
lioiiii;int   tontes  les  égalités  géomèliifpics  .linsi  (tbteniies.  on  al)0utit 
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à  cette  eonclusiou  que  la  vitesse  résiilfante  est  la  somme  géo)né- 
tvique  des  vitesses  composantes. 

16.  Composition  hes  accélérations.  —  Les  accéléi'alions  al)Solue, 
relative  et  d'entrainement  se  définissent  comme  les  vitesses  corres- 
pondantes. 

Proposons-nous  encoi-ede  voir  s'il  existe  une  relation  entre  ces  trois  vecteurs. 
A  cet  efTet,  dérivons  (io);  nous  obtenons  une  formule  que  nous  mettons  sous 
la  forme 

(.6)  ^=  V+V'+A", 

en  posant 

(.8)  -  A-.S.-%^, 

Ox  &r  dt 

Si  l'on  raisonne  comme  au  numéro  piécédent,  on  constate  que  A,  B,  G  sont 
les  composantes  de  l'accélération  relative  (')  et  que  A",  B",  G"  sont  les  com- 
posantes de  l'accélération  d'entraînemeot.  Mais,  il  reste  les  termes  A'.  B',  C, 
qui  s'évanouissent  dans  chacune  des  deux,  hypothèses  envisagées  successive- 
ment. On  conclut  de  là  que  l'accélération  absolue  n'est  pas  égale  à  la  somme 
géométrique  des  accélérations  relative  et  d'entraînement;  il  faut  compléter 
cette  somme  par  un  troisième  vecteur,  qui  porte  le  nom  d'accélération  com- 
plémentaire o>Vi  de  Coriolis  et  dont  nous  ne  pouvons  donner  ici  linterpréta- 
tiou  cinématique. 

11  y  a  touU^tois  un  cas  {-)  où  les  accélérations  se  composent  comme 
les  \it€sses  ;  c'est  celui  où  le  mouvement  d'entraînement  est  une  trans- 
lation (n"  3i).  On  peut  aloi^  prendre  les  deux  trièdres  ])arallèles  et, 
si  Xo,  yo,  ^0  sont  les  coordonnées  absolues  de  l'origine  de  T',  les 
formules  (24)  se  réduisent  à 

(3o)  .r  =  TQ-hx',         y  =  j-Q-i-y,         j:  =  z,)-{-  z'. 

En  les  dérivant  une  ou  deux  fois,  on  obtient  la  composition  des  vitesses 
ou  la  composition  des  accélérations. 


(')  Les  expressions  de  A,  B,  C  seraient  phis  compliquées  que  ne  l'indique  (27)  si 
les  fonctions/,  g,  h  étaient  des  fonctions  quelconques  de  x\  y',  z' .  Mais,  il  ne  faut 
pas  oublier  que  ce  sont  des  fonctions  linéaires.  Cette  simplification  est  d'ailleurs  sans 
importance  au  point  de  vue  de  notre  raisonnement. 

(•)  On  démontre  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre. 
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Nous  allons  étudier,  dans  ce  Chapitre,  quelques  mousemcnls  par- 
ticuliers (lu  point,  qui  se  rencontrent  fréquemment  en  Mécanique 
appliqué<\ 

17.     MoUVEMKM'    UliCTILlGIVE   KT    UJS'IFOKME.    —  CliercllonS  le   UIOUXC- 

ment  le  j)lus  général,  dont  le  vecteur  vitesse  soit  constant,  en  gran- 
deur et  en  direction.  Soient  (a,  b,  c)  ses  composantes.  Ce  sont  (n"  A) 
les  déri\ées  de  x,  _)^,  c  par  rapport  au  temps.  En  intégrant,  nous  en 
déduisons 

(n  x=at-{-a',        y  =  /)f-^b',         3  =  c^ -h  c', 

a'i  6',  c'  désignant  trois  constantes.  Telles  sont  les  équations  du  mou- 
vement demandé. 

La  trajectoire  est  une  droite  (t.  il.  n°  i)o),  de  paramétres  direc- 
teurs a.  0,  c  et  passant  ])ar  le  point  («',  b',  c'),  qui  est  la  position 
initiale  du  mobile,  c'est-à-dire  sa  position  au  temps  zéro. 

Le  chemin  j)arcouru  entre  le  temps  o  et  le  temps  t  est 


(  21  s  =  /a-  -+-  0-  -\-  c-  f  —  (7  ; 

il  est  juoportionnel  au  temps. 

Le  vecteur  accélération  a  ses  trois  composantes  nulles  et  réci- 
proquement, si  ce  vecteur  est  nul,  les  trois  conij)Osantes  du  vecteur 
vitesse  sont  constantes,  le  mou\cuicnt  c.si  rectiligne  et  uniforme. 

IH.  Moi  \  i: mknt  i;MJOK\ir,Mi;>T  vauik.  —  Clieichons  maintenant  le 
mouNeiiieni  le  plus  général,  doul  le  vecteur  accélération  soit  cons- 
tant en  l'ra/idri/r  d  (ui   direction.    Soient    {-.^a,   ib,  ic)  ses  eom- 
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posantes.  Par  intégration,  on  en  (lédiiil  les  composantes  du  vecteur 
vitesse  : 

(3)  x' =  lat -\- a' ,         y  =^  xbt -h  h' ,  z' =  ■?ct  ^  c' , 

«',  b\  c  désignant  trois  constantes,  qui  sont  les  composantes  du  vec- 
teur vitesse  initiale.  Sur  ces  équations,  on  reconnaît  que  V hodo- 
araphe  est  luie  droite^  parcourue  cV un  mouvement  uniforme;  ce 
(juon  aurait  pu  prévoir,  en  vertu  du  numéro  précédent  et  en  se  sou- 
venant que  le  vecteur  accélération  est  le  vecteur  vitesse  de  Ihodo- 
graphe. 

Intégrons  maintenant  les  équations  (3)  : 

(4)  X  =  af^ -^  a  t -i- a' ,         y  =  bt-^^  b' t  +  b",         :■  —  ct--T- c' f -i- c", 

a\  b\  c"  désignant  trois  nouvelles  constantes,  qui  sont  les  coor- 
données de  la  position  initiale  du  mobile. 

Sur  ces  équations,  on  reconnaît  que  la  trajecloire  est  une 
parabole,  dont  l'axe  a  pour  paramétres  directeurs  {a,  b,  c)  et,  par 
conséquent,  est  parallèle  au  vecteur  accélération. 

L'équation  de  son  plan  s'uhlient  en  éliminant  t-  et  t  entre  les  trois  équa- 
tions (/,) 

(5)  Il  ^  —  a"     a     a'  Il  =  o. 

ht  passage  au  sommet  a  lieu  lorsque  la  vitesse  est  perpendiculaire  à  l'axe, 
donc  au  vecteur  accélération,  ce  qui  donne  la  condition 

(6)  ai^iat  -\-  a  )  -^  b{ibt  -^  b'  )  -^  c[  ict  -\-  c  \  =  o . 

De  celte  équation  du  premier  degré,  on  tire  t\  en  portant  dans  (4)  on 
aurait  les  coordonnées  du  sonuiiet. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  de  (6;  est  le  quart  de  la  dérivée 
de  x'--k-y--^  z'-,  c'est-à-dire  de  v-  par  rapport  à  t.  Donc,  le  sommet  de  la 
parabole  est  le  point  où  la  vitesse  est  minimum. 

19.  EQuAT^o^'s  canoniques  nu  mouvement.  —  On  peut  sinqjlilier 
considérablement  les  équations  (4)?  pat'  "n  choix  convenable  des 
axes  de  coordonnées  et  de  l'origine  des  temps.  Nous  [)rcnons  d'abord 
le  |)Ian  de  la  trajectoire  comme  plan  des  xy,  ce  qui^annule  les  cons- 
tantes c,  c'.  c" .  Prenons  ensuite  i)y  [)arallèle  au  \eeteur  accélération  : 
cela  nous  donne 

a  =  0,  0  =  —  V. 
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JVeuons  enfin  pour  origine  des  coordonnées  le  sonunel  el  pour 
origine  des  temps  Tinslanl  où  le  mobile  passe  en  ce  poinl,  les  axes 
étant,  bien  entendu,  rectangulaires.  Nous  avons  les  conditions 

b'  =  a"  =  b  =^  (). 
Finalement,  les  équations  (  \)  se  réduisent,  en  posant  a' =  f/,  à 

(7)  x  =  af.  jK  =  ^T''- 

Telles  sont  les  équations  canoniques  du  mouvement  unitormément 
varié. 

La  première  montre  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  la  tangente 
au  sommet  de  la  parabole  est  constante  et  égale  à  w,  cela  résulte 
d'ailleurs  de  ce  que  celte  tO'ngente  est  perpendiculaire  au  vecteur 
accélération. 

En  éliminant  t  entre  les  équations  (n),  on  obtient  Téquation  de  la 
trajectoire 

(8)  A'-  =  ■>  —   )-. 

T  - 

Elle  nous  montre  que  le  paramètre  de  la  parabole  est  —  • 

Y 

20.  Cas  DL  MOU  VEMKAT  iŒci:in<;jNE.  —  I Nui i' quc  la  parabolc  (  N )  soi I 
une  droite,  il  faut  et  il  suffit  (jue  u  =0,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  ;» 
un  instant  quelconque  soit  parallèle  à  l'accélération.  Si  Ion  levient 
aux  é(piati(uis  générales  (/\)i  ceci  se  traduit  par  les  conditions 

a'        h'       c 
ch         b  e 

qui  seraient,  du  leslc,  faciLes  à  établir  dircelenieul. 
D'après  la  seconde  équation  (7),  la  vitesse 

<'n|  pidporlioiincllc  iiu  tcirqjs.  si  fou  «hoisil  pour  oiiginc  linslaul  où 
la  \  liesse  est  nulle,  (^uanl  à  l'espace  parcoucu  depuis  le  même  ins- 
tant, il  est  projKtrtîonnel  au  earié  du  lem|ts. 

Le  mouxemeiit  esl  dit  accclérr  jorsfjue  la  \ilesse  croîl  eu  valeur' 
absolue  el   rrlai  (h''  dans  le  cas  conlraire.    Il  est  l'acile  de  Nérilier  que 
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l'on  se  trouve  dans  la  première  ou  dans  la  seconde  clrGonstance,  su'l- 
vanl  que  t'  et  y  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
Si  l'on  élimine  t  entre  (7)  et  (10),  on  obtient  la  relation 

qui  caractérise,   parmi  tous  les   mouvements  rectilignes,  le  mouve- 
ment uniformément  varié  {cf.  Exercice  proposé  n"  8). 

21.  Mouvement  vibratoire  simple.  —  On  appelle  mouvement 
vibratoire  simple^  ou  harmonique,  ou  sinusoïdal^  ou  pendulaire 
un  mouvement  rectiligne  représenté  par  l'équation 

(I-.'.  )  ,r  =  R  sin  w  ^, 

où  R  et  (.0  désignent  deux  conslanles. 

L'origine  O  s'appelle  le  centre  du  mouvement;  l'ahscisse  x  s'appelle 
Yélongation;  la  constante  R  s'appelle  V amplitude  des  élongations  ou 
simplement  Y  amplitude;  l'angle  tôt  s'appelle  \di  phase. 

Le  mouvement  est  périodique.  Si  T  désigne  sa  période,  on  doit 
avoir 

si n  [/.)  ( / -1- T  I  ]  ES  si n  (.0 /, 

quel  que  soit  /.  Ceci  exige  que  wT  soit  un  multiple  de  it..  La  plus 
petite  valeur  satisfaisant  à  cette  condition  est. 

Telle  est  la  valeur  de  la  période. 

On  appelle  vibration  le  mouvement  du  moljile  pendant  une  période. 
Le  mouvement  indéfini  se  compose  évidemment  d'une  succession  de 
vibrations  identiques. 

On  appelle  fréquence  le  nombre  de  vibrations  qui  se  produisent 
pendant  l'unité  de  temps  (laquelle  est  ordinairemenl  la  seconde). 
Comme  la  durée  d'une  vibration  est  T,  la  fréquence 

c'est  V inverse  de  la  période. 

Si  l'on  calcule  w  en  fonction  de  T  ou  de  y,  l'équalion  (12)  [uend 
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lune  des  deux  formes 

(i5)  jr  =  Rsin  ^2-  —  j. 

(16)  .r=  Rsin(i-/n. 

La  vitesse  el  raccélération  sont  données  par  les  formules 

(17)  p  =      R  f,)  cos  w  /■, 

(18)  y= — RM-sinw<. 

Signalons  les  deux  relations  évidentes 

(20)  Y  =  —  M-X. 

2^2.  Etude  n'u.\E  viiiiivrioN.  ■ —  Celle  élude  résulte  immédiatement 
des  variations  bien  connues  des  fonctions  circulaires.  Si  nous  étudions, 
par  exemple,  le  mouvement  pendant  la  période  (o,  T),  nous  avons 
le  tal)leau  suivant  : 


0 

T 

T 

2 

3T 

1 

T 

0 

-f 

R 

\ 

0 

\ 

—  lî 

/ 

0 

Ro) 

'  A 

0 

'~i 

-  R 

w 

/^ 

0 

/Y 

R 

On  \(»il  (juc  le  mobile  oscille  entre  deux  positions  extrêmes,  d(jnl  la 
dislance  commune  au  centre  de  vibration  est  égale  à  l'amplitude  R. 
La  vitesse  oscille  également  entre  deux  valeurs  o])poisées  R(o  et  —  R(o, 
qui  sont  atteintes  lorsque  le  mobile  passe  au  centre.  La  valeur  ab- 
s(due  R(o  de  cette  vitesse  maximum  est  appelée  amplitude  de  vitesse. 

!23.  Décalage  d'un  mouvement  vibuatoike  simi-le.  —  Décaler  un 
mouvement  vibratoire  simple,  c'est  augmenter  sa  phase  d'un  angle 
constant  0.  appelé  angle  de  décalage.  Si  Ton  décale  de  0  le  uiouve- 
mcnl  (1?-),  son  érpiation  devient 

(  ■>.\  I  .r  =  R  siri(o)/  4-  0  ). 

On  voil  (pie  cela  icvicnl  à  \n\  changement  d'origine  des  temps.,  la 
nou\<llc  ori;;ine  étant  l'instant  où  la  |)liase  est  égale  à  0.  Le  dc-calage 
IIP  change  (\<n\e  pas  la  nature  du  /noui'mient ;  il  ne  fait  cpic  l'avaii- 
cer  ou  \('  retarder,  lavaucc  ajgébiicpie  étant  égale  à  -  • 
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On  peut  assiijeltir  l'angle  de  décalage  à  être  compris  entre  o  et  arc 
ou  bien  entre  —  t:  et  +  ir,  car  si  l'on  augmente  9  de  2  7r,  la  formule  (21) 
montre  que  l'on  retombe  sur  le  même  mouvement.  Autrement  dit, 
l'avance  peut  toujours  être  évaluée  en  fraction  de  période,  cette  frac- 
tion pouvant  être  rendue  inférieure  à  -  en  valeur  absolue,  si  Ion 
admet  les  avances  négatives,  cest-à-dire  les  retards. 

Représentation  de  FresiieJ.  —  Les  mou\ements  ajant  une  pé- 
riode donnée  différent  les  uns  des  autres  par  leur  amplitude  R  et  par 
leur  phase  initiale  ou  angle  de  décalage  0.  Dans  les  applications,  on 
représente  chacun  cV eux  par  un  vecteur  de  longueur  V^etdUingle 
polaire  9,  par  rapport  à  un  axe  polaire  quelconque  OX.  Si,  à  cet  axe 
polaire,  on  adjoint  l'axe  perpendiculaire  0\  (t.  il,  n'^  40),  les  com- 
posantes de  ce  vecteur  représentatif  suivant  OX  et  0\  sont 

(  '■'.  )  a  =  R  00s  6,         6  =  R  sin  0. 

Si  l'on  développe  le  sinus  de  l'équation  (21),  elle  s'écrit 

(  23  1  .r  =  rt  sin  M  t  -+-  h  cos  m  t. 

Ceci  nous  montre  que  toute  équation  de  la  forme  (28)  représente 
un  mouvement  vibratoire  simple,  dont  le  vecteur  représentatif  a  pour 
composantes  a  et  b.  Son  amplitude  et  sa  phase  initiale  sont  données 
par  les  formules  (22),  qu'il  faudrait  résoudre  comme  il  a  été  indiqué 
au  n°  40  du  Tome  II. 

!2i.  CoMPOS[TION  DE  PLUSIEURS  MOU  VEAEEJNTS  VIBK.VTOrUES  SIMPLES  DE 
AIÈmE    CENTRE,  DE  MIIME   DIRECTION  ET   DE  MEME  PÉRIODE.    CoUsidérOnS 

les  n  mouvements  définis  par  les  équations 

'  ■.>4  ;  Xi  =  cii  sin  oj  t  H-  bi  co«  oj  t         i  t  ^  i ,  ■?,  3,  .  . . ,  «  ). 

Par  définition,  on  appelle  niouvenioit  résultant  (  '  )  le  mou\ement 
i)l)tenu  en  faisant  la  soni/ne  algéb/i(/ue  des  élongalions  : 

(  2j  )  :r  =  X Xi  =  I  Z  a,-  )  sin  '-»  /  ^-  (  S  />/ 1  cos  (o  /. 


(')  (_)m  peut  l'inlerpréler  au  sens  ordinaire  de  la  eoniposiliou  des  mouveinenls,  en 
imaginant  que  le  centre  de  i  liacjuc  vibration  soil  animé,  par  rapport  au  eenlre  de 
la  vibration  précédente,  du  mouvement  qui  est  précisément  défini  par  celle 
dernière. 
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D'après  ce  qui  a  été  vu  au  numéro  précédent,  ce  mouvement  résul- 
tant est  aussi  un  mouvement  vibratoire  simple,  de  même  centre,  de 
même  direction  et  de  même  période  que  les  proposés.  En  vertu  du 
théorème  des  projections  et  de  la  formule  (25).  on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant,  ordinairement  connu  sous  le  nom  de  règle  de 
Fresnel  : 

TiiiioiiÈAiE.  —  Le  vecteur  représenlaLiJ  du  mouvement  résultant 
est  la  somme  géométrique  des  vecteurs  représentatifs  des  mouve- 
ments composants. 

Dans  le  cas  particulier  où  cette  somme  géométrique  est  nulle,  le 
mouvement  résultant  est  le  repos;  les  mouvements  proposés  se 
détruisent;,  on  dit  qu'ils  interfèrent  ou  qu'il  y  a  interférence.  Ceci 
arrive,  par  exemple,  quand  on  compose  deux  mouvements  de  même 
amplitude  et  décalés  de  t:,  c'est-à-dire  en  avance,  l'un  par  rap[)ort  à 
l'autre,  d'une  demi-période. 

î2o.  Composition  de  deux  mouvements  de  périodes  très  voisines; 
BATTEMENTS.  —  Imaginons  que  l'on  compose  le  mouvement  (12)  avec 
le  mouvement 

(  26  I  x'  =  K'  siii  w'^, 

o>'  étant  1res  voisin  de  (o,  c'esl-à-dire  cpie,  si  Ton  pose 

(27  )  '"'=  '»  -f-  î, 

le  rapport  —  est  supposé  très  petit. 

Le  mouvement  résultant  n'est  évidemment  pas  un  mouvement 
vil)ratoire  simple.  Mais,  occupons-nous  seulement  de  ce  qui  se  passe 
pendant  une  p(';riod(;  T  du  j)i(niicr  iiioii\  cnifiil,  (riiiu-  laçon  plus  pré- 
cise, entre  les  époques  /  el  /-f-T.  J^a  din'érence  de  phase  entre  les 
deux  mouvements  varie  de  zlixid-^-T).  Son  accroissement  sT  =  2-- 
est  très  petit  <'t  peut  être  négligé.  Dès  loi's,  pendant  la  durée  dUine 
vibration.,  on  p(Mi(  considérer  les  deux  mouvements  comme  ayant 
même  période,  mais  ayant  une  difTérence  de  phase  égale  à  ti.  On  est 
alors  ramené  au  prohième  étudié  au  numéro  précédent,  l^e  inouve- 
luenl  r(''siiltriiil  esl  ;q)proximati\  emeni  un  nioiivement  de  même 
j)éii(Mle   que   les   |iid|)os('"s   cl    (|<iiil    le   \eeleiir   re|uésenlal il   est  donné 
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par  la  règle  de  Fresnel.  Si  l'on  porte  le  vecteur  OA  =  R   sur  OX, 
puis,  à  partir  de  A,  le  vecteur  AB,  de  longueur  R'  et  d'angle  polaire  £  /, 


FiK. 


le  mouvement  vibratoire  résultant  est.  à  l'instant  t.  représenté  par  le 

vecteur  OB. 

Le  lieu  du  point  B  est  un  cercle  de  centre  A  et  de  ravon  R  .  Il  per- 
met de  sui\re  aisément  la  variation  des  éléments  delà  vibration  résul- 
tante et,  en  particulier,  de  son  amplitude,  qui  est  représentée  par  la 
distance  OB.  Cette  amplitude  est  maximum,  lorsque  B  est  en  B|, 
c'Iest-à-dire  lorsque  tt  est  un  multiple  de  27c.  Ce  maximum  est  R  -j-  R', 
c'est-à-dire  la  somme  des  jimplitudes  des  nu)uvements  proposés. 
L'amplitude  minimum  est  atteinte  lorsque  B>  est  en  Bo,  c'est-à-dire 
lorsque  zt  est  un  multiple  impair  de  -;  elle  est  égale  à  la  différence 
des  amplitudes  des  vibrations  données.  Eu  particulier,  si  ces  dernières 
sont  égales,  les  minima  sont  nuls  :  il  y  a  interférence  à  chaque  pas- 
sage de  B  en  B2. 

La  \ariation  de  tamplitude  OB  est  périodique  (  '  ),  la  période  étant 
la  durée  d'une  révolution  complète  de  B.  soit  '^-^'  La  fréquence  F  de 
cette  variation  est 

I  28  I  F   =    =    =^  f  —  f^ 

■>  T.  ■>.  - 

en  appelant  y  et  y'  les  fréquences  des  mouvements  proposés. 

(';  On  le  voit  aussi  sur  la  foriiiul»;  ([ui  doane  r»inplitudo  résultante 
U-=  R-H-  R'--t-  U-5P  co-izt. 
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Ce  phénomène  de  variation  périodique  de  ramplitude  porle  le 
nom  de  phénomène  des  battements.  D'après  la  formule  (28),  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Thkorj^me.  —  La  fréquence  des  battements  est  égale  et  la  diffé- 
rence des  fréquences  des  vibrations  composantes. 

Les  battements  sont  d'aulanl  plus  espacés  (pie  ces  dernières  sont 
plus  voisines.  11  peut  arriver,  par  exemple,  qu'on  puisse  les  compter 
facilement  et,  par  conséquent,  mesurer  F.  Si  Ton  connaît  Tune  des 
fréquences/ et/',  on  pourra  en  déduire  Tautre. 

26.  Composition  de  mouveaients  vibuatoiues  de  fuéoue.xcks  mul- 
tiples. —  Soit  un  nombre  quelconque,  (ini  ou  infini,  de  mouvements 
\il)raloires  de  la  forme 

(  yg  )  Tu  =  a„  siii  /J  co  /  -h  b a  cos/2 10  /, 

n  étant  un  eiillcr  p()>itif,  que  nous  appellerons  le  rang  du  uiouve- 
menl  correspondant,  lequel  sera  appelé  le  /i'^"""  harmonique.  Le  pre- 
mier harmonique,  qui  est  aussi  appelé  le  mouvement  fondamental, 
a  la  ])lus  longue  période  et  la  plus  petite  fréquence  '■  f^=  -z'  ^^^  fi'*^~ 

quencc  du  n'''""'  liaruioni(pie  est/,;=  -^  =1  nf.  Les  fréquences  des 
harmoniques  sont  donc  les  multiples  successifs  de  la  frétjuence  du 
fondamental. 

Composons  maintenant  tous  ces  mouvements  vibratoires,   suivant 
la  formule 
I  3o  I  a"  =  X.r„  =  Zi  <7„sin  /mo/  -;-  b,,  cos/<(o/  1. 

Le  mouveuienl  lésultaiit  n"e,st  pas  un  inou\emenl  vibratoire  sinq)le. 
^L'^is,  c'est  tout  de  UK'me  un  mouvement  périodique.,  ayant  pour 
période  la  période  du  fondamental.  On  dit  encore  que  c'est  un  mou- 
vement vibratoire,  mais  \\n  n>ouvement  vibratoire  composé.  La  fré- 
quence est  encor<'  le  iioMd)re  de  vibiations  par  seconde;  c'est  évidem- 
ment bi  fr(''(pienee  (bi  loiidaineiilid . 

lléeiproquement,  tout  mouvement  vibratoire.,  de  périod(!  —  j 
peut  être  considéré  comme  la  résultante  cV un  nombre  fini  ou 
infini  de  mouvements  vibratoires  simples,  dont  les  fréquences 
sont  les  multiples  de  la  fréijuance  du  mniivrinenl  proposé. 
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Soit,  en  eflV'l.  x  ^ /(  t)  la   loi   du   mouvement  donné. /( /,)  désignant,  par 

2  TT 

conséquent,  une  fonction  périodique,  de  période  —  •  Il  faut  démontrer  qu'un 

peut  la  développer  en  série  de  la  forme  (  jO  i,  à  une   constante  additive  pré-, 
provenant   du    choix    de   l'origine    des   élongations.    Posons,    pour   sini]>liliei 

l'écriture,  lof  =  u  et  appelons  Fin)  !a  fouction  y  |  —  |>  qui  a  pour  période  an. 

[1  nous  faut  déterminer  les  coefficients  constants  «„  et  b„.  de  telle  nianièro 
que  l'on  ait  identiquement 

(3)1  F  i  II  )  =  -  bo-h  I.  {a„  s\nnu  -h  b/i  cos?iii  ». 

A  cet  effet,  on  emploie  l'artifice  suivant.  Pour  calculer  «„,  on  multiplie  les 
deux  membres  de  l'identité  par  s'\n  nu  et  I'du  intègre  par  rapport  à  u  entre  o 
et  7.-.  Pour  bn,  on  procède  de  même,  en  multipliant  par  cos/iu.  En  s'appuyant 
sur  les  identités  faciles  à  vérifier  : 


ï 


r 


sin  nu  sin pu  du  =  o,     si     n  ^ />.       01=::,     si     n=^p: 

(Sa)      '      /       s\n7iu  co^pu  du  =o; 

I 

cosnu  coi'pu  du  =  o.     si     ji^p,        et  = -,     si     n=p. 

on  obtient 

(  3'3  I       f/„  =  -     /        F(u)s\nnudu,  bii=  -    i        F  ^  u)  cos^nu  du . 

Nous  admettrons  ([ue  les  coefficients  ainsi  calculés  conduisent  à  une  série 
convergente  et  que  la  somme  de  cette  série  représente  bien  la  fonction  F{u). 

Finalement,  notre  proposition  est  démontrée  et  nous  connaissons  le  moyen 
de  calculer  les  harmoniques  successifs,  dont  la  superposition  doit  reproduire 
le  mouAcment  donné. 

Le  développement  (3  i)  porte  le  nom  de  série  de  FoiiJ'ier. 

27.  -MouvEME.\T  VIBRATOIRE  AMORTI.  —  C'est  lin  mouvement  défini 
|)ar  une  équation  de  la  forme 

(  34)  -^  =  e~^'  sinw  /, 

k  désignant  une  constante  positive.  Ce  n'est  jnis  un  mouvement  pério- 
dique. Toutefois,  si  T  désiono  la   période  tlu   sinus,   le  i  liani^euient 
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(le  /  (Il  /  -|-  T  donne  à  I  éloni;aUon  la  valeur 

(  ;;  (  I  ri  =  e-A(n  T)  si ji  co  <  =  e-'^'^x  =  D:r, 

en  p(».sanl 

(3<n  D  =  e/'T, 

Viilicmenl  dit,  la  n(3nvelle  él()ni;ali()n  se  (k'diiil  de  la  première,  eu 
la  imdllpliant  ]iar  le  lacleiir  conslanl  D,  (juOn  appelle  le  décrênienC 
el  d(tnl  le  logarithme  népt'i'ien  —  /  T  est  appel(!' (^ec/Y'/»c/?^  logaritli- 
niique.  >*ous  dirons  cpie  le  niomenient  défini  j)ar  rélongalion  Xx  est 
liornot liélique,  dans  le  rapp(»n  D.  du  mouvement  (U'fini  |)ar  r('d(:»ng"a- 
liiin  ,r. 

D'après  cela,  il  suffit,  pour  connaître  le  mouvemenl  en  entier,  de 
l'étudier  p(nidaiit  un  intervalle  ([uelconque  de  longneur  T,  par 
exemple  entre  les  ieuij)s  o  el  T.  Le  mouvement  pendant  la  (  n  +  l'y^^^ 
période  se  déduira  du  mouvement  pendant  la  première  |)ériode  par 
\M\v  liomolliétie  dans  le  rapport  13".  Puisque  D  <^  i,  ce  rapport  décroît 
constauiuient  et  tend  vers  zéro,  |)our  n  infini.  Le  mouvemenl  devient 
donc  de  plus  en  |)lus  restreint  et  tend  asjmptoticpiement  vers  le  repos. 
C'est  ponr  cela  (ju'on  dit  qu'il  est  amorti.  L'amortissement  est  d'au- 
tant plus  orand,  au  Ixiul  dun  n(unhre  donné  n  de  périodes,  que  le 
d(''erenienl  D  est  plus  petit,  c'est-à-dire  (pie  l'exposant  /  T  ot  plus 
grand. 

L'amortissement  au  hou!  d  un  teui])s  t  donné  est  uiesuré  par  le 
lacteur  e'^^.  Ce  fact(;ur  est  d'autant  plus  petit  que  /.  est  |)lus  grand. 
C.'est  donc  ce  coeKicienl  /.  ijui  mesure,  en  quelque  sorte,  la /v//)/V//7g' 
de  l  amortissement. 

2S.  Etade  du  mouvement  pendant  la  première  période.  — Cal- 
culons la  vitesse 

(3-1  \>  ■=    -—=:e-'''{ — /  siiuo/ -I- (0  costo/)- 

cit  ' 

i'-^lle  s'annide  ponr 

(0 

(hiaiid  t  croît  de  o  à   ï.  o)t  croît  de  o  à  a  —  ;  donc  tango)/  s'annule 
deux  fois.   .Si  nous  supposons  d)  positif,  la  vitesse   s'annule   pour  la 
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preml(^rr  fois  au  temps  t,  compris  cnlre  o  et  -;-  et,  pour  la  seconde 

T 

fois,  au  temps  ^0=  ^i+  ~'  ^^^  élongalions  correspondantes  sont 


(39) 


(.40) 


Xi  =  e—'''t  sin  o)  ti  =  e' 


^7^. 


-  k- 


On  a  le  tableau  de  variation  suivant  : 

T 

'  2 

X...0      /■       Xi      \      O      \ 


T 

/,+  - 


T. 


^1 


V/D 


On  en  déduit  le  diagramme  ci-dessous,   que  l'on  peut  compléter 
au  delà  du  temps  T,  en  réduisant  les  ordonnées  dans  le  rapport  D, 


risr.    2 


D-,  etc.  Ce  diagramme  est  ce  qu'on  appelle  une  sinusoïde  amortie. 
Ses  niaxima  sont  sur  la  courbe  exponentielle 


<  II) 


X  =  e~'''  sin  toti 


('[  ses  minima  sont  sur  la  courbe  symétrique  par  rapport  à  O/.  Les 
uns  et  les  autres  sont  en  progression  géométrique  décroissante. 

"29.    Mouvement  circllaike.  —  Pour  définir  le  mouvement  d'un 
point  M  qui  décrit  un  cercle  de  cenlre  O  et  de  rayon  R,  il  suffit  de 


X>  CUAI'ITRK    11. 

se  donner  son  angle  polaiie  ci  en  fonelion  de  /.  (Jii  en  dcdiiil  ral)>- 
eisse  curviligne  5  =  Rcp.  La  vitesse  algébrique  r  =  —  =  R~  =  Roj, 

en  posant  to  i=  -j^-  Celle  quantilé  lo.  qui  mesure  la  vilesse  de  varia- 
lion  de  l'angle  polaire,  porle  le  nom  de  vilrsse  aniiulûirr. 

Pour  (h'ierminer  le  vecteur  accéléraliou.  le  |)lus  simple  esl  de 
prendre  ses  eomposanles  inlrinsèques  : 

[>a  dérixée  -y-  porle  quelquefois  le  nom  daccé/é/atio/i  an iiiilaire. 

Cas  du  inoinenienl  uniforme .  —  Le  nu)uvement  esl  uniforme 
lorsque  la  vitesse  angulaire  co  est  conslante.  En  choisissant  eonvena- 
hlemenl  l'origine  des  temps  (ou  des  angles  j)olaires),  on  a  'z,  ^=  h) t . 
Le  vecteur  accélération  se  réduit  à  l'accéléralian  normale,  soil 

(44)  Y  =  w2.M0. 

11  passe  |)ar  O  el  c'est  le  seul  cas  où  il  en  esl  ainsi,  car  celle  condilion 

entraîne  la  nullité  de  l'accélérai  ion  tan^cutielie.  donc  de  — ^• 

Si  1  on  projelle  le  point  M  sur  uu  diamèlre  <)\.  d'angle  polaire  0. 
l'abscisse  de  cette  pi-ojeeiion  f*  csi 

ri"))  \  ^  w  voiiMi  —  0). 

Le  iiHMixcmenI  du  |)ninl  I*  esl  (bme  uu  nnuiNeiueiil  vibratoire 
simple.  ;i\aiil  pour  p<'riitd<,' — ^  )  c'est -à-<lii'e  la  diin'e  d  une  r(''voluliou 

de  M  sur  le  cercle.  Si  l'on  lait  varier  0,  (H1  lu-  lail  (pie  clianger  l'angle 
de  décalage.  Les  projections  sur  deux  diainéires  didV'rents  ont  des 
mouvement  décalés,  l'un  par  lajipoil  à  l'aiitiM'.  d  im  angle  égal  à 
l'angle  de  ces  diamélres.  En  particulier,  les  vibialious  sur  deux  dia- 
mètres reclangulaii«,'s  sont  décalées  dc^  -. 


oO.    Moi  \  KMKN'J'    \  lui! A'KUKI.   ICI, 1,1  l'T  1(^)1  K .     —    Repreiious    le    moiive- 
meiil  (  ireiijaire  iiuiioriiK"  pi('"(  (''(b-iil .   l'iiis  imaginons  (pi'ijn  fa^se  tiuir- 
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ner  le  cercle  d'un  angle  constant  a  autour  de  0.r  et  projetons  le 
point  M  en  m  sur  .rOj'.  Le  point  m  va  décrire  l'ellipse  E  projection 
du  cercle,  de  telle  manière  que  son  anomalie  excentrique  a  (t.  H, 
n"  o39)  soit  proportionnelle  au  temps.  Un  tel  mouvement  s'appelle 
uioavenient  vibratoire  elliptique.  Dans  le  cas  particulier  où  a=  o, 
on  l'appelle  par  extension,  mouvement  vibratoire  circulaire^  bien 
que  ce  soit,  en  réalité,  un  simple  mouvement  circulaire  uniforme. 

Si  l'on  projette  l'égalité  géométrique  (44)  sur  le  plan  a:Or,  on 
obtient  la  même  égalité  pour  le  point  m.  Le  vecteur  accélération 
passe  clone  par  le  centre  de  l'ellipse.  Réciproquement .,  si  l'on  sup- 
pose celte  propriété,  elle  a  également  lieu  pour  le  cercle;  le  mouve- 
ment de  M  est  uniforme  et  celui  de  m  est  une  vibration  elliptique. 

Le  mouvement  obéit  à  la  loi  des  aires,  car  il  en  est  évidemment 
ainsi  pour  le  mouvement  circulaire  de  M. 

Si  l'on  décompose  le  vecteur  OxM  en  OP  et  OQ,  suivant  deux  dia- 
mètres rectangulaires,  on  sait  que  les  points  P  et  Q  sont  animés  de 
mouvements  vibratoires  décalés  d'un  angle  droit.  D'autre  part,  la  pro- 
jection d'un  mouvement  vibratoire  simple  sur  un  plan  est  évidem- 
ment un  mouvement  analogue,  de  même  période  et  de  même  phase. 
Il  s'ensuit  que  les  points  p  et  ^,  projections  de  P  et  de  Q,  sont 
animés  de  mouvements  vibratoires  décalés  de  —  l'un  par  rapport  à 
l'autre.  Remarquons  d'ailleurs  que  les  trajectoires  de  ces  mouvements 
sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  puisque  ce  sont  les  pro- 
jections de  deux  diauiètres  rectangulaires,  donc  conjugués  du  cercle. 
On  peut,  dès  lors,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  Ion  décompose  le  vecteur  Om  suivant  deux 

— >•  — > 

diamètres  conjugués  de  lellipsCj   en  O  p  et  Oq,  les  points  p  et  q 

sont  animés  de  mouvements  vibratoires  simples  décalés  cV un  angle 

droit. 

31.  Co.MPOSlTIOJV  DE  DEUX  MOUVEMEXTS  VIBRATOIRES  SIMPLES  DE  MEME 
PÉRIODE   ET    DE   DIRECTIONS    DIFFÉRENTES.    SuppOSOUS   qu'un  point  M 

exécute,  sur  Pj7,  la  vibration 

(  46)  j-  =  a  cos  Mt 

et  qu'en  même  temps,  l'axe  l^x  se  déplace  parallèlement  à  Ox,   de 
Haag.  —  Cours,  III.  3 
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telle  manière  aiie  P  exéeiile,  sur  O  )',  la  viljralion 

(47)  y  ^=  a' cof^wt -i- b  slnuj  t. 

Clierchons  quel  esl  le  niouveuieut  rc'snllanl  du  point  M  par  l'apporl 
aux  axes  Oxy. 

Ce  mouvement  est  défini  par  les  éfjuations  {i6)  el  (  ij),  car  x  el  y 
sont  évidemment  les  coordonnées  du  point  M.  Nous  aurons  l'équa- 
tion de  la  trajectoire  en  éliminant  t  entre  ces  deux  équations.  A  cet 
elFet,  nous  tirons  cosoj^  de  la  première,  puis  sinto^  de  la  seconde  et 
nous  j^ortons  dans  la  relation  fondamentale  qui  relie  le  cosinus  et  le 
sinus  d  un  même  angle;  nous  obtenons  ainsi  l'équation 


On  reconnaît  Téquation  d'une  ellipse  de  centre  O. 

Pour  caractériser  le  mouvement  de  M  sur  cette  ellipse,  remarquons 
qu'en  dérivant  deux  fois  les  équations  (46)  et  (47)7  on  obtient  les 
identités 

C49)  37"  =  —  (ij^a^,         j^"  =  — ^^^y- 

Elles  expriment  l'égidité  géométrique 

->  — ^ 

(5o_)  Y  =  w^MO. 

Le  vecteur  accélération  passant  par  le  centre  de  l'ellipse,  on  en 
conclut,  d'après  le  numéro  précédent,  que  le  mouvement  du  point  M 
est  une  vibration  elUotique. 

Pour  (pie  les  axes  O^  et  Oy  soient  deux  diamètres  conjugués  de 
relii[)se,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  l'équation  (4'^)'  que  «'  soit  nul; 
ceci  revient  à  dire  (jue  les  mouvements  proposés  doi\ent  être  décalés 

de  -•  On  retrouve  le  ihéoréme  de  la  fin  (Ui  numéro  préitédent  et,  en 
'>.  ^  ' 

même  tem[)s,  sa  réeiprocpie. 

Pour  que  V ellipse  se  réduise  à  V un  de  ses  diamètres^  il  faut  et 

il  suffit  que  l'un  des  coefficients  a  et  6  soit  nul.   Le  cas  où  a  serait 

nul  <;st  sans  intérêt,   car  il  revient  à  su|)primer  l'une  des  vibrations 

composantes,  l^a  condition  h  =  o  exprime,  au  contraire,  que  les  deux 

vibrations  pro[)Osées  sont  décalées  de  o  ou  -.   I*ai-  un  clioix  convc- 
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nable  du  sens  de  Ox,  par  exemple,  on  peul,  en  somme,  toujours  dire 
c[ne/les  doivent  cn^oir  même  phase. 

32.  Généralisation.  —  On  peut,  plus  jitinéralenient,  composer  un  nombre 
quelconque  de  vibrations  rectiiignes  ou  elliptiques  de  même  période.  \in  les 
rapportant  toutes  à  trois  axes  Oxyz  quelconques  et  ajoutant  les  coordonnées 
de  même  nom,  on  obtient  les  équations  du  mouvement  résultant  -ous  la 
forme  (  ') 

ix  ^=  a  cosw  t  -f-  a'  sinoj/. 
y  =  b  cos  oj  t  -T-  b'  sin  (o  t. 
z  =  c  cosoj  <  -i- c' sin  oj/. 

La  trajectoire  est  encore  une  ellipse. 

De  plus,  on  a  encore  les  identités  (49)  et  l'identité  analogue  en  .:.  On  en 
conclut,  comme  précédemment,  que  le  niomenient  est  toujours  une  vibra- 
tion elliptique. 

33.  MoLVEMEXT  HÉLICOÏDAL.  —  Imaginons  un  point  M,  dont  la 
projection  P  sur  xOy  décrive  un  cercle,  de  centre  O  el  de  rayon  li 
et  dont  la  projection  Q  sur  Oz  ait  constamment  une  vitesse  propor- 
tionnelle à  la  vitesse  angulaire  de  P,  soit 

(52)  .=/-co  =  /^. 

En  intégrant  par  rapport  au  temps  et  choisissant  convenablement 
l'orifrine  des  z  ou  des  'j,  on  a 

(53;  z=k-.. 

On  en  conclut  que  la  trajectoire  est  une  hélice  circulaire,  de  pas  /■ 
(t.  II,  n°6l7). 

Le  vecteur  vitesse  MV  est  la  somme  géométrique  des  vecteurs 
vitesse  de  P  et  de  Q.  (Cela  résulte  du  théorème  du  n"  4  ou  bien,  si 
l'on  veut,  du  théorème  de  la  composition  des  vitesses,  en  regardant 
le  mouvement  de  jNI  comme  résultant  de  la  composition  du  mouve- 
ment de  P  avec  la  translation  d'eulraînemcnt  que  prendrait  le  trièdre 
Oxyz  si  on  lui  donnait,  à  cliaque  instant,  le  point  O   pour  origine.) 


(')  Nous  avons  négligé  les  constantes  additives  qui  s'inlroduisciU  si  les  vibrations 
n'ont  pas  même  centre  et  dont  on  peut  toujours  se  débarrasser  par  un  changement 
dorigine  des  coordonnées. 
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Ces  deux  vecleurs  sonl  rectangulaires  el  oui  pour  l()n<;ueurs  respec- 
tives Ro)  et /ico.  Si  on  les  mène  par  le  [)oinl  TNl,  ils  fornienl  un  rec- 
tangle   qui    dejiieure    conslaunnent   semblable    à   lui-même.    On    en 

conclut  (jue  le  vecteur  MV  fait  un  angle  constant  0  avec  Oz  el  l'on 
retrouve  une  propriété  classique  de  riiélice  (t.  Il,  n°  616).  En  outre, 
si  (•  désigne  la  longueur  de  ce  vecteur,  on  a 

(  5 1  )  fcos0  =  /iw,         t'sinO  =  Rto; 

d'où 

t  n  11  or  Tj    — •    , 


(55)  langO  = 


On  retrouve  également  une  formule  rencontrée  en  Géométrie  (t.  If, 
11°  618). 

Le  vecteur  accélération  se  déterminerait  de  la  même  manière  que 
le  vecteur  vitesse.  (On  peut  appliquer  le  théorème  signalé  au  n°  o 
ou  bien  le  théorème  de  la  composition  (h's  accélérations,  puisque  le 
mouvement  d'entraînement  est  une  translation.)  Bornons-novis  à  con- 
sidérer le  cas  où  le  inoLwenient  est  unijortne.  Nous  devons  alors 
supposer  w  constant.    L'accélération  du  point  Q  est  nulle.   Quant 

à  celle  de  !',  c'est  le  vecteur  w^PO  (n"  29).  L'accélération  de  M  c.sl 
donc  équipollente  à  ce  vecteur. 

On  j)eut  déduire  de  là  deux  propriétés  classiques  de  riiélice. 
IJ'abord,  la  normale  principale  de  cette  courbe  est  la  normale  au 
cylindre  rectifiant  puisque,  dans  le  cas  du  mouvement  uniforme,  elle 
doit  porter  le  vecteur  accélération. 

Ensuite,  si  z  désigne  le  rayon  de  courbure  de  Ihélicc,  l'accélé- 
ration doit  être  éuale  à  —  Mais,  d'autre  part,  nous  savons  qu'elle  est 
égale  à  oj'-ll.  On  a  donc,  en  tenant  compte  de  (54), 

ce  =  —-      ''^      =      »^ 
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Dans  ce  Chapitre,  nous  [allons  étudier  d'aI)ord  quelques  mouve- 
ments particuliers  remarquables  du  corps  solide.  Nous  dirons  ensuite 
quelques  mots  du  mouvement  le  plus  général. 

3i.  Trainslatioïn'.  —  Lu  corps  solide  S  est  animé  diui  mouve- 
ment de  translation  par  j  apport  à  un  trièdre  de  référence  T,  si 
chaque  droite  invariablement  liée  à  S  garde  une  direction  inva- 
riable par  rapport  à  T.  Autrement  dit,  chaque  droite  du  corps 
solide  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

On  peut  schématiser  S  par  un  trièdre  O' xyz  parallèle  au  trièdre  de 
référence  Oxyz^  puisque,  d'après  la  définition  même,  chacun  des 
axes  O' x\  O'j'',  O' z'  reste  constamment  parallèle  à  sa  direction  pri- 
mitive, laquelle  a  évidemment  pu  être  prise  parallèle  à  l'axe  de  même 
nom  du  trièdre  de  référence.  Si  a,  b.  c  sont  les  coordonnées  absolues 
de  O'  et  x\  y\  z'  les  coordonnées  relatives  constantes  d'un  point 
quelconque  M  du  corps  solide,  ses  coordonnées  absolues  sont 

(i  )  X  =  a  -^  x' .         y  =  l>  -^ y ■  ;:  =;  c-  -H  z  . 

Ces  formules  constituent  les  équations  du  mouAcmcnt  de  M. 

Thkorè:aie  I.  —  Les  trajectoires  des  différents  points  de  S  sont 
des  courbes  égales^  pouvant  se  déduiie  par  translation  de  V une 
cpielconcjue  cV entre  elles. 

En  effet,  soient  M  et  P  deux  points  quelconques  de  S  dans  leur 
position  au  temps  ï,  et  soient  M'  et  P'  leurs  positions  au  temps  t' . 

Comme  le  vecteur  MP  se  déplace  parallélemeni  à  lui-même  et  garde 

une  longueur  invariable,  il  est  équipollent  à   M'P',   (picl   que  soit    /'. 
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11  on  rcMilto  que  la  translation  géométrique  qui  est  représentée  par 
ce  vecteur  amène  la  trajectoire  de  M  en  coïncidence  avec  la  Irajec- 
loire  de  P. 

Ceci  se  voit  d'ailleurs  tout  aussi  hien  sur  les  écpialions  (i),  qui 
montrent  que  la  trajectoire  de  M  se  déduit  de  celle  de  O'  par  la  trans- 
lation (jui  a  pour  composantes  oc'.y',  z\  c'est-à-dire  qui  est  repré- 
sentée par  le  vecteur  O'M. 

Théorème  II.  —  Tous  les  points  de  S  ont ^  à  cIkkjuc  inslani ^  des 
vecteurs  vitesse  éqaipollenls. 

Car,  si  1  on  dérive  les  équations  (i)  par  rapport  au  temps,  il  ne 
reste,  aux  seconds  membres,  que  les  dérivées  de  a^  6,  r,  puisque 
x' ^  y\  z  sont  des  constantes.  Ceci  prouve  que  le  vecteur  vitesse  de  M 
est  é(|uipollenl  au  vecteur  vitesse  de  O'. 

Tmioiii:;.ME  111.  —  Tons  les  points  de  S  onl^  à  chaque  instant^ 
des  vecteurs  accélération  équipollents. 

Cela  résulte  du  théorème  II  et  de  la  définition  du  vecteur  accéléra- 
tion. On  peut  aussi  le  vérifier  en  prenant  les  dérivées  se(;ondes  des 
formules  (i). 

35.  La  translation  est  dite  recliligne  quand  toutes  les  trajectoires 
sont  des  droites.  D'après  le  théorème  I,  il  suffit  que  la  trajectoire 
d'un  point  particulier  soit  une  droite  pour  que  les  trajectoires  de  tous 
les  autres  points  soient  des  droites  parallèles.  Toute  droite  D  du 
coi"[>s  solide  jjarallèle  à  la  direction  commune  de  toutes  ces  trajec- 
toires coïncide  constamment  avec  la  trajectoire  de  chacun  de  ses 
points;  autrement  dit,  elle  glisse  sur  elle-même  pendant  la  trans- 
lation. Réciproquement,  si  deux  droites  D  et  D'  d'un  corps  solide 
glissent  sur  elles-mêmes  pendant  le  mouvement  de  ce  corps,  ce  mou- 
vement est  une  translation  rectiligne.  Il  est  en  effet  facile  de  démon- 
trer (pie  toute  droite  invariablement  liée  à  ces  deux  droites  garde  une 
direction  invariable.  Cette  j)ropriété  est  utilisée,  dans  l'Industrie, 
pour  réaliser,  |)ar  des  glissières^  les  translations  reetilignes. 

Si  le  mou\(;ment  d'un  point  est  rectiligne  et  uni  forme,  il  en  est  de 
même,  en  vertu  du  tliéorème  II,  des  mouvements  de  tous  les  points. 
On  dit  alors  qu'on  a  une  translation  rectiligne  et  unijnrnte.  l'Ile 
est  entièrement  détermiuée  par  son  vecteur  rnlesse. 
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La  translation  est  dite  cù'cuhiire  lorsque  les  trajectoires  sont  des 
cercles. 

36.  RoTATiOiV.  —  Un  corps  solide  S  est  aninié  d'un  mouvement 
de  rotation  lorsqu^  il  possède  une  infinité  de  points  fixes,  qui  sont 
tous  les  points  d'une  droite  A,  appelée  axe  de  rotation.  Il  suffit 
évidemment,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  deux  points  seulement  de  A 
soient  fixes.  On  ne  saurait  ensuite  fixer  aucun  point  extérieur  à  A, 
sans  immobiliser  complètement  tout  le  corps  solide. 

Il  faut  bien  préciser,  dans  la  définition  du  mouvement  de  rotation, 
cjue  les  points  de  l'axe  doivent  être  fixes  et  ne  pas  se  contenter  de  dire 
que  le  corps  solide  doit  avoir  une  droite  fixe,  car  si  on  lui  impose 
seulement  cette  condition,  il  peut  à  la  fois  tourner  autour  et  glisser  le 
long  de  cette  droite.  C'est  pourcjuoi,  dans  l'Industrie,  il  ne  suffit  pas 
de  faire  reposer  Yarhre  d'une  machine  sur  des  coussinets;  il  faut 
encore  le  préserver  de  tout  glissement  longitudinal  au  moyen  de  deux 
épaulements. 

Pour  définir  analvtiquement  un  mouvement  de  rotation,  d  est 
commode  de  prendre  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z  commun  au 
trièdre  de  réféi'ence  Oxyz  et  au  trièdre  mobile  0X\  ^  qui  sché- 
matise le  corps  solide.  On  donne,  en  outre,  la  même  origine  aux  deux 
trièdres.  Le  mouvement  est  alors  entièrement  déterminé  par  la  con- 
naissance de  l'angle  \Oa;.OX/=cp,  en  fonction  du  temps.  Cet 
angle  porte  quelquefois  le  nom  à' azimut  du  corps  solide. 

Si  (X,  Y,  Z)  sont  les  coordonnées  relatives  constantes  d'un  point 
quelconque  M  du  corps  solide,  ses  coordonnées  absolues  sont  (t.  II, 
n'^Si) 

(2)  a7=:Xcosç  —  Ysin'^.         jK  =  X  sin'j -f- Y  cosç,         z  =  Z. 

Ces  formules  constituent  les  équations  du  mouvement  de  -M. 

37.  Tout  point  AI  du  corps  solide  décrit  un  cercle,  dont  le  centre 
est  la  projection  I*  de  M  sur  l'axe  A,  dont  le  rayon  est  la  dis- 
tance ;■  =  MP  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  A.  [On  peut 
résumer  tout  ceci,  en  disant  que  A  est  l'axe  du  cercle  (t.  II,  n"  189).] 

On  appelle  vitesse  angulaiie  du   corps  solide  la  (h'-rivée  de  son 
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aziimit  ])ar  ra|)|»oii  an  Irnips,  soit 


(i) 


'dt 


On  appelle  vecteur  instantané  de  rotation  au  leiiips  t  un  vecteur  i>,  porté 
))ar  l'axe  A  et  ayant  pour  mesure  algébrique  w.  Ceci  suppose,  bien  entendu, 
que  A  est  orienté,  le  sens  de  cette  orientation  servant  à  la  fois  pour  la  mesure 

algébrique  de  Q.  et  pour  celle   de   l'a/iniut   ':,  (t.  II,  n°  27),  comme  cela   a   lieu 
pKur  l'axe  0-  du  numéio  précédent.  Grâce  à  cette  convention,  le  sens  positif 

de  rotation  défini   par   Q   coïncide,  à  elia(jne  instant,  avec  le  sens  de  rotation 
du  corps  solide. 

La  définition  précédente  suppose  aussi  que  l'on  a  cboisi  les  unités  de  lon- 
gueur et  de  temps,  car  elle  détruit  l'homogénéité,  puisqu'une  vitesse  angulaiie 
n'a  pas  les  dimensions  d'une  longueur  (n"  lloi. 

Enfin,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  quelle  est.  sur  A,  l'origine  de  û; 
autrement  dit,  ce  vecteur  doit  être  considéré  comme  un  vecteur  glissant 
(t.  II,  n^^  1C6). 

Théorème.  —  Le  vecteur  vitesse  d'un  point  quelconque  M  du  corps 
solide  est  le  montent  du  vecteur  instantané  de  rotation  par  rapport  à  ce 
pioint  : 

(0  isrv  =  o,  M. 

En  ell'et,  il    est    facile    de   v<''rifier  que   les  trois  conditions  qui    lirliuissenl   ce 

m  iment  (l.  Il,  n"  lOG)  sont  bien  remplies  par  le  vecteur   MV.    h'abord,  il  est 
bien  perpendiculaire  au  plan  (M,  iî  )  ou  (  AI,  A  i.  linsuite,  sa  longueur  est  (n"20) 

(' = /-to  =  MP  X  fi     ('). 

l'iufin.  son  sens  est  celui  du  mouvement,  le(|uel  est  j)iécisément  le  sens  positif 

de  rotati(m  défini  par  le  \ecteur  Q;   cela   coïncide  bien   avec  le  sens  que  doit 
avoir  le  vecteur  moment  {cf.  t.  II,  note  de  la  page  117). 

Au  rc-le.  on  arrive  au  même  résultat  en  dérivant  les  formules  ())  par  rap- 
port au  temps  : 

(î)  X  ——yKo,        y=xoj. 

fVesl  bien  ce  que  donnent  les   formules  (17)  du  n"  108  du  Tome  II,   si  on   les 
applique  au  moment   il,  M. 


f ')  C<ll<-  formule  réliddil  riinmogénc'ih-,  (|ui  es!  déiruile  en  sens  conliaiff  dans  la 
dédnilion  du  vecteur  instantané  de  loliilinn  <!  dans  relie  du  vicleur  monienl 
(rf.  l.  II,  note  de  la  page  ii6j. 
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Ce  tliéoièiiie  est  d'une  application  très  commode  pour  calculer  les  compo- 
santes du  vecteur  vitesse  dans  un  mouvement  de  rotation  quelconque,  dont 
on  connaît  seulement  le  vecteur  instantané  de  rotation.  Par  exemple,  s'il 
s'agit  d'une  rotation  autour  d'un  axe  ])assant  par  O  et  si  p.  q.  r  sont  les  com- 
posantes au  temps  <  du  vecteur  instantané  de  rotation  suivant  un  trièdre  quel- 
conque (fixe  ou  mobile)  ayant  pour  origine  O.  les  composantes  suivant  ces 
axes  du  vecteur  vitesse  d'un  point  .M  quelconque  du  corps  solide,  qui,  au 
temps  /.  a  pour  coordonnées  {x.y,  z)  par  ra|iport  à  ce  trièdre.  sont 

(6)  \^  =  qz—  ry.  \y=  rx—pz,  \.=py~  qr. 

ainsi  qu'il  résulte  de  l'application  des  formules  (17)  ci-dessus  rapiielée?. 

38.  Le  vecteur  accélération  du  point  M  se  détermine,  comme  on 
la  \  u  au  n°  29,  par  ses  composantes  intrinsèques.  L'accélération  lan- 
genlielle  se  construit,  au  moyen  de  l'accélération  angulaire,  comme  le 
vecteur  vitesse  se  construit  au  moyen  de  la  vitesse  angtdairc. 

Si  l'un  introduit  le  vecteur  accélération  angulaire,  qui  n'est  autre  que  la 
dérivée  du  vecteur  iristantané  de  rotation,  on  voit  que  l'accélération  tangen- 
tielle  de  M  est  le  moment  de  ce  vecteur  accélération  angulaire  par  rap- 
port à  .M. 

Quant  aui  vecteur  accélération  normale,  il  est  égal  à  to-MP. 

39.  Mou  vEAiEXT  HÉLICOÏDAL.  —  Uti  covps  sollcle  cst  animé  cV un 
mouvement  hélicoïdal  autour  d' un  axe  X.  lorsqu'il  tourne  autour 
et  glisse  le  long  de  cet  axe  de  telle  manière  que  le  glissement  soit 
constamment  proportionnel  à  la  rotation. 

Dans  ce  mouxement.  l'axe  A  est  fî\e  en  tant  (pie  droite  géomé- 
liicpie.  mais  non  en  tant  que  droite  matérielle,  comme  cela  avait  Heu 
dans  le  mouvement  de  rotation.  Elle  glisse  sur  elle-même,  mais  aucun 
de  ses  points  n'est  fixe. 

Pour  définir  analytiquement  un  mouvement  lu-licoïdal.  il  est  com- 
mode de  prendre,  comme  aun"  36,  l'axe  A  pour  axe  des  z  commun 
au  trièdre  de  référence  et  au  trièdre  mobile  attaché  au  corps  solide. 
Mais,  cette  fois,  l'origine  O'  de  ce  deuxième  trièdre  n'est  ])lus  fixe; 
«lie    glisse    sur   O:;    et  sa   cote   h  est   une  fond  ion   du  tcm|)>  liée  à 
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laziniiil  '^  ji;ir  une  rclalioii  de  la  forme 

où  A  désigne  une  constanle  (  '  ). 

On  appelle  pas  du  mouvenienl  la  louf^ueur  dont  glisse  le  eorps 
solide  pour  une  rotation  d'un  tour  complet.  Si,  comme  nous  le  sup- 
posons toujours,  l'angle  »  est  évalué  en  radians,  ce  pas  est 

(S)  r  =  '2~A-. 

La  constante  /.  est  aussi  quelquefois  appelée  \e  pas  (pas  théorique  ou 
pas  réduit),  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  au  n°  617  du  Tome  11. 
Mais,  en  Mécanique  appliquée,  quand  on  parle  du  pas,  il  s'agit  tou- 
jours du  pas  vulgaire  P. 

Si  (X,  \,  Z)  sont  les  coordonnées  constantes  du  point  M  par  rap- 
port au  trièdre  mobile  0'X\Z,  ses  coordonnées  absolues  sont  données 
par  les  formules  (2),  la  troisième  de  ces  formvdes  étant  seulement 
remj^lacée  par 

(9)  .^  =  Z-+-/rç. 

Les  trajeeloires  des  difiérenls  points  du  corps  solide  sont  toutes 
des  hélices,  d'axe  A  et  de  pas  P  (ou  A). 

Pour  avoir  le  vecteur  vitesse  d'un  point  quelconque  M,  on  peut  se 
reporter  au  n"  33.  On  peut  aussi  introduire  le  trièdre  intermé- 
diaire O' jcyz  parallèle  au  trièdre  de  référence  et  considérer  le  mou- 
vement hélicoïdal  comme  résultant  d'une  rotation,  de  vitesse  angu- 
laire co  ==  -T^»  autour  de  O'Z  et  d'une  translalion.  de  vitesse  —r  =/«'{o, 
df  dt 

suivant  O:-. 

Avec  celle  dernière  inteiprélalion,  on   est   conduit  à   inlroduiic  le  vecteur 

inslantané  de  rolalion  12.  porté  par  Oz  cl  de  mesure  algél)rique  (o.  Si  11 
désigne  le  vecteur  libre  qui  a  pour  mesure  algébrique  A  a>  suivanl  0-3,  on  a 

(Mi)  mT=  H -f-Q,  M; 

ce  que  l'on  peut  inlerprëtcr  en  disant  que  le  vcclciii  vitesse  du  point  M  est  le 

(';  D;ins  la  formule  (7),  on  pourniit  ajouter  une  constanle  au  second  membri-; 
mais  on  peut  toujours  s'en  di-barrasser  en  clioisissanl  convenablement  l'origine  des 
cotes  ou  l'origine  des  azimuts. 
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moment  résultant,  jjai-  ra|)|)oil   à   ce   point,  du    (orseur  constitué  par  le   vec- 
teur Q  et  par  le   couple  d'axe  \l. 

(  hianl  au  vecteur  accélération,  il  se  compose,  comme  dans  le  cas 
du  mouvement  de  rotation  (n°  38),  de  l'accélération  tangentielle,  qui 
peut  être  définie  par  une  égalité  analogue  à  (lo),  en  remplaçant  sim- 
plement la  vitesse  angulaire  par  l'accélération  angulaire,  et  de  l'accé- 
lération normale,  qui  est  toujours  w-^ll*,  en  désignant  par  P  la  pro- 
jection de  M  sur  l'axe. 

40.  En  Mécanique  appliquée,  le  mouvement  iu-licoïdal  se  réalise 
au  moyen  d'une  vis  et  d'un  écrou. 

Pour  définir  la  vis,  considérons  un  cylindre  de  révolution  appelé 
noyau  et  une  aire  plane  appelée  pro/il,  située  dans  un  plan  méridien 
du  cylindre  et  limitée  vers  l'intérieur  de  celui-ci  par  un  segment  AB 
l.iisant  partie  delà  génératrice  G  {/ig'-  3).  Imprimons  à  ce  profil  un 

Fiî.  3. 


(a) 


(ft) 


mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  O:;  du  cylindre.  11  engendre 
un  solide,  que  nous  supposons  solidaire  du  noyau,  el  qui  porte  le 
nom  de  Jîlet.  Si  l'on  s'arrange  pour  recouvrir  toute  la  surface  latérale 
du  noyau  par  des  filets  semldables,  on  obtient  une  ?7.ç.  Le  pas  de  la 
vis  est  le  pas  du  mouvemenl  hélicoïdal  généialeur  du  filet  ou,  si  l'on 
veut,  la  distance  qui  sépare,  sur  une  meute  génératrice,  deux  posi- 
tions consécutives  AB  et  A'B' du  segment  qui  limite  le  profil.  Pour 
que  le  noyau  puisse  être  recouvert  entièrement  par  des  filets  iden- 


44  CHAPITRE    m. 

tiques,  il  faut  que  AB  st)it  contenu  un  nombre  enlier  de  fois  n  dans 
le  pas.  Entre  deux  spires  conséculi\  os,  il  y  a  alors  n  (ilels  et  Ton  dit 
que  la  \  is  est  une  i:is  à  n  filets.  Les  vis  à  faii)le  pas,  qui  sont  les  phis 
eoninuines  dans  l'Industrie,  sont  toujours  des  vis  à  un  filet.  Mais  cer- 
taines vis  à  grand  pas  doivent  être  construites  à  plusieurs  filets,  si 
Ton  \eut  éviter  de  donner  des  dimensions  exagérées  au  profil. 

Le  j)ro(il  le  plus  employé  est  le  triangle  équilatéral;  les  vis  corres- 
pondantes portent  le  nom  de  ihs  à  filet  triangulaire.  Mais  on 
emploie  aussi  des  vis  à  filet  carré,  dont  le  profil  est  un  carré.  La  vis 
est  dite  à  droite  ou  à  gaucJie.  suivant  que  les  hélices  qui  limitent  ses 
filets  sont  des  hélices  à  droite  ou  à  gauche  (t.  11,  n°  617). 

Imaginons  maintenant  un  corps  solide  dans  lequel  on  a  creusé  une 
cavité  ayant  exactement  la  forme  d'une  vis  donnée  V;  nous  obtenons 
un  écrou  E,  complémentaire  de  la  vis  \ , 

Si  Ton  fixe  Fécrou  et  qu'on  y  engage  la  vis  en  la  faisant  tourner 
autour  de  son  axe,  elle  va  nécessairement  prendre  un  mouvement 
liélicoïdal,  de  même  axe  et  de  même  pas  que  la  vis,  réalisant  ainsi  le 
glissement  dun  hélicoïde  sur  lui-même  (t.  11,  n"  366).  Inversement, 
si  l'on  fixe  la  vis,  c'est  l'écrou  qui  prend  un  mouvement  hélicoïdal. 

On  peut  aussi  faire  tourner  la  vis  autour  de  son  axe  et  assujettir 
Técrou,  au  moyen  de  glissières,  à  garder  une  orientation  invariable.  11 
prend  alors  un  mouvement  de  translation  parallèle  à  l'axe  de  la  \is. 
Par  rapport  à  ^  ,  le   mouvement  doit  toujours  être  le   même  mou\(- 

ment  In-licoïdal.  Il  en  résulte  (pu;  la  vitesse  de  translation  de  Fécrou 

P 
doit  constamment  être  dans  le  ra])port  — ^  avec  la  vitesse  angulaire  de 

la  \  is.  On  peut  encore  dire  que  Fécrou  avance  |)roporlionnellement 
à  l'angle  dont  tourne  la  vis,  au  taux  de  P  pour  un  tour  complet.  Ce 
princi|)e  est  utilise-  frécjucmment  en  Mécanique  applicjuée  ;  par 
exemple,  c'est  sur  lui  que  repose  l'emploi  de  la  vis  mère  (W\n  tour 
quand  on  se  sert  de  ce  dernier  poni-  exécuter  un  lilclage. 

41.    MorMÎMENT  IM,AN  ;   CRNIRK  INSTANTANÉ   DE  nOTATION.  —  Oïl   (lit  qu'uil  COipS 

solide  S  est  animé  d'un  mouvement  plnn  lorsqu'un  plan  1*  invaiialileinenl  lié 
à  S  glisse  constamment  sur  lui-même  pendant  le  niouveniciU.  Tous  les  |)lans 
parallèles  à  P  jouissent  évidemment  de  la  même  jiioprit-lc. 

Il  est  clair  qu'on  peut  se  borner  à  étudier  le  inouvemenl  du  disque  découpé 
par  Ir  plan  P  dans  le  corps  solide,  car  le  mouvement  de  tout  point  de  S  exlé- 
licur  à  I'  est  identique  au  mouvement  de  sa  projection  sur  P.  Autrement  dit, 
le    mouvement   |)arlieulier   ;iriueiie'menl    envisagé  se    ramène    au   mouvement 
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d'une  figure  plane  dans  son  plan,  c'est-à-dire  à  la  Cinématique  générale  du 
corps  solide  en  Géométrie  plane. 

Nous  avons  déjà  étudié  ce  problème,  à  un  point  de  vue  purement  géomé- 
trique, dans  le  Tome  II  (Chap.  XXXIX,  Exercice  résolu  a"  1).  Nous  allons  le 
reprendre  du  point  de  vue  cinématique,  en  nous  bornant  d'ailleurs  à  l'étude 
de  la  distribution  des  vitesses. 

Soient  Oxj-  les  axes  de  référence  et  O' x' y  les  axes  mobiles,  qui  schéma- 
tisent notre  corps  solide.  Introduisons  les  axes  intermédiaires  O'xjr  parallèles 
à  O xy  et  d'origine  O'.  Le  mouvement  de  O'x'y'  par  rapport  à  Oxy  résulte 
de  la  composition  du  inouvemeut  de  O' x' y'  par  rapporta  O'xy  et  du  mouve- 
ment de  O'ay^  par  rapport  à  Oo:^'.  Or,  ces  deux  mouvements  nous  sont  connus  ; 
le  premier  est   une    rotation   autour  de  O'  et  le  second   est  une   translation. 

> 

Soit  O'O  le  vecteur  instantané   de   rotation    du    premier   mouvement  (n"  37), 

c'est-à-dire  le  vecteur  perpendiculaire  au  plan  Oxy,  de  longueur  égale  à  la 
vitesse  angulaire  w  de  O'x'y'  par  rapport  à  O' xy  et  dont  le  sens  est  tel  que 
le  sens  positif  de  rotation  qu'il  définit  dans  le  plan  O'arK  coïncide  avec  le  sens 

du  mouvement.  Soit,  d'autre  part,  W  le  vecteur  vitesse  de  la  translation  (n°34) 
La  vitesse  absolue  d'un  point  M  quelconque  de  la  figure  mobile  est 

(il)  I\1V  =  W  +  0'i>,  M  =  S,  I\l, 

en  appelant  S  le  système   de  vecteurs  constitué   par  le  vecteur  0'i2  et  par  le 

—V 

couple  d'axe  W  (t.  II,  n"  120).  Or,  ce  vecteur  et  cet  axe  de  couple  sont  rec- 
tangulaires ;  donc,  le  système  S  est  réductible  à  un  vecteur  unique  (t.  II,  n°  121)« 

Ce  vecteur  unique  est  équipollent  à  O'iî  et  son  origine  I  est  un  certain  point, 

que  nous  saurions  construire  à  partir  des  éléments  O'il  et  W.  L'égalité  (i  i_) 
peut  maintenant  s'écrire 

(i'2)  1MV=H2,  M; 

en  la  rapprochant  de  (4),  nous  pouvons  en  conclure  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  un  mouvement  plan  quelconque,  la  distribution  des 
vitesses  est,  à  chaque  instant,  la  ntème  que  dans  un  certain  mouvement 
de  rotation,  quon  appelle  la  rotation  tangente  et  dont  le  vecteur  ins- 
tantané lii  est  appelé  le  vecteur  instantané  de  rotation  du  mouvement 
plan. 

Si  l'on  s'en  tient  à  ce  qui  passe  dans  le  plan  Oxy,  on  peut  dire  que  la  dis- 
tribution des  \itesses  est  la  même,  à  l'instant  t,  que  si  la  figure  plane  mobile 
était  animée  d'une  rotation,  de  vitesse  angulaire  w,  autour  d'un  certain 
point  I,  que  l'on  appelle  le  centre  instantané  de  rotation. 

i'i.  Propriétés  du  centre  i.nstaxtané  de  rotation. —  Si  le  mouxemeni  pro- 
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posé  ne  se  réduit  pas  à  un  mouvement  de  rotation,  le  point  I  vario  avec  le 
temps  t.  11  décrit  donc  une  certaine  courbe  C  par  rapport  aux  axes  fixes  Oscy 
et  une  autre  courbe  C  par  rapport  aux  axes  mobiles  O'x' y'.  Le  mouvement 
de  I  sur  G  est  lo  mouvement  absolu  et  son  mouvement  sur  C  est  le  mouve- 
ment relatif.  Le  mouvement  d'entraînement  ou  mouvement  de  G'  par  rapport 
à  G  n'est  autre  que  le  mouvement  proposé.  D'après  le  théorème  du  numéro 
précédent,  la  vitesse  d'entraînement  de  I  est  nulle  puisque,  dans  une  rotation, 
les  points  de  l'axe  ne  bougent  pas.  Dès  lors,  si  l'on  applique  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  (n°  IS),  on  voit  que  la  vitesse  absolue  de  I  coïncide 
avec  sa  vitesse  relative.  Gomme  ces  deux  vecteurs  sont  tangents  respective- 
ment à  G  et  à  G',  ces  deux  courbes  sont,  à  chaque  instant,  tangentes  en  J. 
Orientons-les  maintenant  de  telle  manière  qu'elles  aient  même  demi-tangente 
positive;  les  vitesses  algébriques  (n°6)  absolue  et  relative  doivent  être  égales  ; 
donc,  si  5  et  s  sont  les  abscisses  curvilignes  de  I  sur  G  et  sur  G',  on  a 

ds        ds  ,,    , 

_  =  _,  dou  .  =  ., 

en  choisissant  convenablement  l'origine  des  arcs  sur  chaque  courbe.  On  dit 
que  la  courbe  G'  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  G.  La  première  courbe 
porte  le  nom  de  courbe  roulette  et  la  seconde  s"a|)pelle  courbe  base. 

Réciproquement,  si  l'on  fait  rouler,  sans  glissement,  une  courbe  G'  sur  une 
courbe  G,  le  point  de  contact  I  est,  à  chaque  instant,  le  centre  instantané  de 
rotation  du  mouvement  de  G' par  rapport  à  C.  Gela  se  démontre  en  remontant 
le  raisonnement  précédent.  On  prouve  que  le  point  I  a  une  vitesse  d'entraîne- 
ment nulle  et,  par  conséquent,  se  trouve  nécessairement  au  centre  instantané 
de  rotation. 

Thkohèmk  I.  —  Les  normales  aux  trajectoires  des  différents  points  du 
plan  mobile  passent,  à  chaque  instant,  par  le  centre  instantané  de 
rotation. 

Gar  ces  trajectoires  sont  tangentes  aux  vecteurs  vitesses,  lesquels  sont  tan- 
gents à  des  cercles  de  centre  L 

Théorème  IL  —  Toute  courbe  A  entraînée  par  le  />lan  mobile  admet, 
par  rapport  au  plan  fixe,  une  enveloppe  E,  dont  les  points  de  contact 
sont,  à  chaque  instant,  les  pieds  des  normales  abaissées  du  centre  instan- 
tané sur  \. 

En  effet,  soit  I\I  un  de  ces  points  de  contiicl.  II  décrit  A  par  rapport  au  plan 
mobile  et  E  par  rapport  au  plan  fixe.  Sa  vitesse  sur  A  est  la  vitesse  relative 
tt  sa  vitesse  sur  \i  est  la  vitesse  absolue.  Ges  vecteurs  sont  portés  tous  deux 
|)ar  la  tangente  commune  MT  aux  deux  courbes.  Il  en  est  donc  de  même  de 
leur  diiïérence  géométri(|ue,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  d'entraînement.  Mais 
nous  savons  que  cette  vitesse  est  perpendiculaire  à  MI;  celle  dernière  droite 
est  donc  Ijien  iHMin.ile  en  M  à  A. 
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Réciproquement,  si  M  est  un  pied  de  normale.  la  vitesse  d'entraînement  et 
la  vitesse  relative  sont  toutes  deux  portées  par  la  tangente  MT  à  A.  Il  en  est 
donc  de  même  de  leur  somme  géométrique,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  absolue. 
Comme  cette  dernière  vitesse  est  tangente  à  la  trajectoire  absolue  de  IM,  cette 
trajectoire  est  tangente  en  M  à  A;  c'est  donc  l'enveloppe. 

43.  Engren.vges.  —  Grâce  à  la  théorie  précédente,  on  peut  réaliser  maté- 
riellement n'importe  quel  mouvement  plan,  en  construisant  un  engrenage. 

Le  problème  se  ramène  à  faire  rouler  sans  glissement  une  courbe  C  sur  une 
courbe  G.  xV  cet  efl'et,  on  garnit  chaque  courbe  d'une  série  de  dents  taillées  de 


telle  manière  que,  pendant  le  roulement,  les  dents  qui  sont  au  voisinage  du 
point  de  contact  I  soient  constamment  tangentes.  Si  A'  désigne  la  courbe  ou 
profil  qui  limite  une  dent  de  G',  le  profil  A  de  la  dent  de  G  qui  lui  reste  tan- 
gente est  l'enveloppe  de  A'  dans  le  roulement  de  G'  sur  G.  On  peut  le  cons- 
truire par  points,  en  utilisant  le  théorème  II  du  numéro  précédent;  on  abaisse 
la  normale  IM  sur  A' et  le  lieu  de  M  par  rapport  au  plan  de  G  est  la  courbe  A. 
Les  profils  A  et  A'  sont  appelés  profils  conjugués.  Les  courbes  G  et  G'  sont 
appelées  courbes  primitives. 

Dans  les  engrenages  dont  on  se  sert  dans  l'Industrie,  les  courbes  primitives 
sont  presque  toujours  des  circonférences,  dites  circonférences  primitives  ; 
on  obtient  alors  des  roues  dentées  ou  pigno/ts. 

On  peut  les  utiliser  de  dilTérentes  manières.  On  peut  fixer  C  et  faire  rouler  G', 
qui  porte  alors  le  nom  de  satellite.  Ghaque  point  de  G'  décrit  une  épicycloïde 
(ou  une  hypocycloïde,  si  G'  roule  à  l'intérieur  de  G);  c'est  pourquoi  ce  dispo- 
sitif porte  quelquefois  le  nom  de  train  épicycloïdal. 

Le  |)lus  souvent,  on  fixe  les  axes  0  et  O'  des  deu\  roues,  autour  desquels 
elles  peuvent  alors  tourner  librement,  réalisant  ainsi  la  transmission  de  deux 
rotations  autour  de  deux  axes  parallèles,  qui  est  un  des  problèmes  les  plus 
fréquents  de  la  Cinématique  appliquée. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  des  deux  roues  et  w  et  to' leurs  vitesses  angulaires. 
Le  point  de  contact  M  doit  avoir  même  vitesse,  qu'on  le  considère  comme 
appartenant  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  roues,  puisque  sa  vitesse  d'entraînement 
dans  le  mouvement  de  G'  par  rapport  à  C  doit  être  nulle.  De  là  résulte  la  rela- 
tion 

(i3)  Rio  =  R'w', 

les  vitesses  angulaires  devant,  d'autre  part,  (;tre  de  même  signe  ou  de  signes 
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contraires,  snivanl  que  les  loues  engrènenl  inlérieurcinent  ou  exlérieurement. 
Un  dispositif  plus  général  et  dont  les  deux  précédents  sont  les  cas  extrêmes 
consiste  à  fixer  seulement  lun  des  axes,  par  exemple  0,  et  à  faire  tourner  à  la 
fois  G  et  la  ligne  des  centres  00'  autour  de  cet  axe.  Soient  (o,  w'  et  a  le> 
vitesses  an-ulaircs  de  G,  de  G'  et  de  00'.  l'ar  rapport  à  îles  axes  invariablement 


liés  à  00  ,  ces  vitesses  sont  toutes  diminuées  de  «  i  •  )  et  deviennent  m  — a, 
,,/ — (i^  o.  Mais,  on  se  trouve  alors  dans  le  cas  particulier  examiné  plus  haut 
et  qui  donnait  lieu  à  la  formule  (i3).  Pour  avoir  une  formule  algébrique  géné- 
rale, convenons  de  donner  le  même  signe  aux  deux  rayons  H  et  R'.ou  des 
signes  contraires,  suivant  que  les  roues  engrènenl  exlérieurement  ou  intérieu- 
rement; nous  avons  alors 


(i4) 


lUtD  —  a)  -î-  R'(oj'—  a)  =  o; 


d'où  l'on  tire,  par  exemple, 
(.5, 


R  -I-  K' 


Dans  la  pratique,  on  remplace  ordinairement,  dans  l'application  des  for- 
mules (ri),  (i4),  (i5j,  les  rayons  R  et  R'  par  les  nombres  de  dents,  n  et  /t', 
qui  leur  sont  évidemment  proportionnels. 

Lorsque  l'un  des  rayons  est  infini,  on  obtient  une  r/t'/??ai7/<'/(î,  qui  sert  ordi- 
nairement à  transformer  un  mouvement  de  rotation  en  un  mouvement  de 
tran-Iation  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  rotation. 


(')  Si  un  angle  OXY  tourne  autour  de  son  sommel  O,  avec  la  vilcsse  angulaire  m 
par  rapport  aux  axes  (ixes  Oxy,  et  avec  la  vitesse  angulaire  o/  par  rajiporl  aux 
axes   Ox'v'i  lesquels  tournent  eux-mêmes  avec  la  vitesse  angulaire  a  par  rapport 

a  O./-}-,  on  a  :  oj'  —  w  —  a.  Cela  résulte,  en  edel  de  ce  que  les  angles  9  =  \Ox^  0.\  y, 

9'=  \0x',  Ox)  et  a  =  \(}x,  Ox')  sont  lii's  pai-  la  relation  9=3  —  a.  Cela  peut  aussi 
se  déduire  de  la  composition  des  rotations  (  n"  'lO)- 
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a.  Pivotement  d'un  corps  solide  aitoir  d'lx  point  fixe.  —  Soit  le 
Irièdre  Ox'y'z'  qui  pivote  autour  de  son  soniniet  0,  par  rapport  au  Irièdre  de 
léférence  Oxyz,  auquel  nous  donnons  le  même  sommet.  Pour  obtenir  la  dis- 
liibution  des  vitesses  dans  ce  mouvement,  introduisons  les  trièdres  intermé- 
diaires Ti.  T2,  que  nous  avons  considérés  au  n°  36  du  Tome  II,  à  propos  des 
angles  d'Euler.  On  peut  écrire  l'égalité  symbolique  (n"  13) 

(i6)  (T',  Ti  =  (T,,  T)-i-(T.,  T,)-f-(T',  To). 

Or,  chacun  des  trois  mouvements  du   second  membre  est  une  rotation  autour 

de  l'axe  commun  aux  deux  trièdres  qu'il  fait  intervenir.  Soient  Qj,  Q,,  H^  les 
vecteurs  instantanés  de  rotation  correspondants.  (Avec  les  notations  du  n"  36 
du  Tome  II,  ils  ont  pour  mesures  algébriques  respectives  <Y  sur  O^,  6'  sur  Oxi, 
ç'  sur  O^'.  )  D'après  le  théorème  de  la  composition  des  vitesses  et,  d'après  le 
théorème  du  n"  37,  la  vitesse  d'un  point  M  quelconque  de  T'  par  rapport  à  T 
est 


(ly)  MV  =  L>,,M  H-Q,,  M-1-Q3,  I\I. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  vecteur  0  =  Qi -h  îio-l- -3?  nous  avons, 
d'après  le  théorème  de  ^  arignon  (t.  II,  n°  116  1, 

(iS)  MV  =  o,ivr 

Finalement,  le  rnoiueinent  considéré  est,  à  chaque  instant,  tangent  à 
une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  0,  qui  s'appelle  l'axe  instan- 
tané de  rotation. 

Par  analogie  avec  le  n°  A"!,  on  peut  considérer  les  deux  cônes  G  et  C  engen- 
drés par  cet  axe  par  rapport  à  T  et  par  rapport  à  T'.  En  raisonnant  comme 
au  n"  42,  on  démontre  que  toute  courbe  tracée  sur  G'  roule  sans  glisser  sur  une 
courbe  de  G  et  l'on  dit  que  le  cùne«G'  roule  sans  glisser  sur  le  cône  G.  Pour 
celte  raison,  G'  est  appelé  le  cône  roulette  et  G  le  cône  base. 

En  Mécanique  appliquée,  on  réalise  un  tel  mouvement  au  moyen  d'un 
engrenage  conique,  qui  se  définit  au  moyen  des  cùnes  G  et  G' comme  l'engre- 
nage plan  a  été  défini  au  moyen  dos  courbes  G  et  G',  au  n"  43.  Dans  la  pra- 
tique, les  cônes  G  et  G'  sont  presque  toujours  de  révolution. 

43.  Mol  VEWENT  général  d'un  corps  solide.  —  Soit  le  triédre  T'  ou  O' x' y' z' , 
animé  dun  mouvement  quelconque  par  rapport  au  trièdre  de  référence  T 
ou  Oxyz.  Introduisons  le  trièdre  intermédiaire  Tj  de  somuict  O'  et  parallèle 
à  T.  On  peut  écrire  symboliquement 

(•<J)  (T',  T;  =  (T,.T)  +  (T',  T,). 

Or,  le  premier  mouvement  est  une  translation,  dont  la  vitesse  W  est 
le  vecteur  vitesse  de  O'.  Quant   au    second,   c'est   un  pivotement   autour  du 

Haag.  —  Cours.  III.  -1 
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poinl   0'    et    nous    saxons   (  n°   Ai)   qu'il    est    langent   à    une    rolalion    ifpri'- 

senlée  par  un  vecteur  O'ii  passant  par  0'.  Si  nous  appliquons  le  théorème  'li- 
la  composition  des  vitesses,  nous  voyons  que  la  vitesse  dun  poinl  quelconque  .M 
de  T'  |)ar  rapport  à  T  est 


(•20)  RIV  =  W-f-O'Q.  iM. 

On  peut  la  considérer   comme  le   moment   résultant,  par  rapport  à   IM,   du 

syslèntie  de  vecteurs  constitué  par  le  vecteur  O'ii  et  par  le  couple  d'axe  \V. 
On  sait,  d'autre  part  (t.  II,  n°  l'23),  qu'un  tel  système  est  toujours  équivalent 
à  un  torseur.  Or,  c'est  un  torseur  qui  donne  la  distribution  des  vitesses  dans 
un  mouvement  hélicoïdal  (n"  39 j.  Donc  : 

Théobème.  —  Le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  es/,  à 
chaque  instant,  tangent  à  un  mouvement  hélicoïdal . 

ifi.  Composition  diîs  mouvements.  —  Reprenons  la  chaîne  de  trièdres  T,  T,, 
T2.  ...,  T„  considérée  au  n"  13.  La  distribution  des  vitesses  dans  le  mou\e- 
menl  de  T^,  par  rapport  à  Ty,_i  est  obtenue  en  vertu  du  numéro  précédent,  en 
prenant  le  moment  résultant  d'un  certain  système  de  vecteurs  S^.  Si  nous 
appliquons  alors  le  théorème  de  la  composition  des  vitesses,  nous  voyons  que 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  M  de  T„  par  rapport  à  T  est  la  somme  géo- 
métrique des  moments  résultants  de  tous  les  systèmes  Sy,  par  rapport  à  iM. 
Autrement   dit.   c'est  le  nioment   résultant  du   système 

S  =  Si-+-  So-t-  S.-j-f-. .  .H-  s„. 

Nous  aboutissons  donc  à  une  règle  très  simple. 

J.a  distribution  des  vitesses  dans  le  niouvemcnt  résultant  s'obtient  en 
ajoutant  les  systèmes  de  vecteurs  qui  donnent  la  distribution  des  vitesses 
dans  chacun  des  mouvements  composants. 

C'est  ainsi  (jue,  pour  composer  plusieurs  rotations,  il  suflU  de  prendre  le 
■-ystème  formé  par  leurs  vecteurs  instantanés. 

Quand  le  système  résultant  S  est  équivalent  à  un  vecteur  unique,  le 
mouvement  résultant  est  tangent  à  une  rotation  unique.  Si  S  est,  au  con- 
traire, équivalent  à  un  couple,  il  y  a  une  translation  tangente,  dont  le 
vecteur  vitesse  est  l'axe  du  couple.  Dans  tous  les  autres  cas,  le  mouvement 
résultant  est  tan<'ent  à  un  nmii vcment  hélicoïdal. 
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47.  Masse.  —  En  Dynamique,  s  introduit  un  élément  nouveau  :  la 
masse.  Au  point  de  vue  mathématique,  nous  la  définirons  simple- 
ment de  la  manière  suivante  :  la  masse  d'un  point  géométrique  ^\ 
est  un  coefficient  positif  m  qui  lui  est  affecté  et  qui  est  constant.^ 
par  définition  ('^.  La  masse  d'un  système  S  de  plusieurs  points  est 
la  somme  des  masses  de  chacun  de  ces  points.  Par  les  procédés  du 
calcul  intégral,  on  peut  ensuite  définir  et  calculer  la  masse  d'un 
milieu  continu  quelconque,  en  se  donnant  la  densité  en  chaque 
point  de  ce  milieu  {cf.  t.  I,  n"*  178  à  180). 

De  la  masse,  on  fait  dériver  d'autres  éléments,  tels  que  le  centre 
de  gravité  et  le  moment  d'inertie,  qui  s'introduisent  naturellement 
dans  l'étude  détaillée  de  la  Dynamique  et  que  nous  avons  définis  et 
étudiés  dans  les  n°^  181  à  18o  du  Tome  I. 

Au  point  de  vue  expérimental,  la  notion  de  masse  peut  donner 
lieu  à  d'interminables  discussions  philosophiques.  On  peut  la  pré- 
senter comme  une  conséquence  naturelle  de  tel  ou  tel  phénomène 
mécanique  et  la  définition  qui  en  résulte  dépend  éNidemment  du 
phénomène  choisi  (-). 

rSous  ne  prendrons  parti  pour  aucune  école  et  nous  admettrons, 
ce  qui  est  vérifié  dans  la  pratique,  que  l'on  peut  affecter  à  chaque 
portion  de  matière  de  l'Univers  un  coefficient  positif  appelé  sa 
masse,  tel  que  tous  les  phénomènes  dynamiques  ou  statiques  expé- 


(')  On  pimrrait  lout  aussi  bien  convenir  qu'il  peut  varier  sui\unt  lerlaines  lois. 
C'est  ce  qu'on  fait  dans  certaines  théories  di;  I^hysiquc  mathématique  moderne. 

(^)  Cela  explique  les  éternelles  discussions  auxquelles  donne  lieu  la  définition  de 
la  masse,  chaque  auteur  attachant  naliirellement  une  iinporlance  prépondérante  au 
ptiénoméne  particulier  dont  il  di'iliiit  cil  éli'iiici.t. 
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rimenlaux  soient  qualitativement  et  quantilativement  concordants, 
aux  erreurs  d'expérience  près,  avec  la  théorie  mathématique  qu'on 
j)eut  en  faire  par  le  secours  de  la  Mécanique  rationnelle.  Il  "suffit 
alors,  pour  trouver  les  masses  des  différents  corps,  de  se  donner  une 
fois  pour  toutes  la  masse  de  l'un  d'entre  eux  (par  exemple,  d'un 
morceau  de  platine,  auquel  on  donne,  par  convention,  la  niasse  looo) 
et  de  lui  comparer  les  masses  des  autres  corps,  en  utilisant  n'importe 
quel  |)héuomène  mécanique.  Bien  entendu,  il  y  a  intérêt  à  choisir  ce 
dernier  parmi  les  phénomènes  d'expérimentation  facile  et  dont  les 
mesures  se  font  avec  la  plus  grande  précision.  C'est  ainsi  que,  dans 
la  pratique,  on  utilise  le  phénomène  de  la  pesanteur,  pris  sous  une 
forme  statique  particulière,  qui  est  la  balance.  En  Astronomie,  au 
contraire,  on  mesure  les  masses  des  planètes,  en  utilisant  le  seul 
phénomène  mécianique  dont  on  dispose,  c'est-à-dire  l'observation  de 
leurs  mouvements  ('). 

Il  est  évidemment  impossible  de  démonlrei-  que,  quels  que  soient 
les  phénomènes  utilisés,  les  mesures  de  la  masse  sont  toujours  con- 
cordantes. C'est  là  une  vérité  d'ordre  expérimental,  qui  porte  le  nom 
à  axiome  de  la  masse  et  qu'on  ne  peut  même  songer  à  véiùfier 
directement.  Comme  les  autres  axiomes  de  la  Mécanique,  que  nous 
allons  rencontrer  [)lus  loin,  il  est  vérifié  par  ses  conséquences,  c'est- 
à-dire  par  la  concordance  de  toute  la  Mécanique  appliquée  avec  la 
Mécanique  rationnelle  ('-). 

iH.  Foitci:  lîKi.ATi VK  (•').  —  Soit  un  jtolnl  M,  de  masse  m,  dont 
nous  considérons  le  mouvement  par  rapport  à  un  certain  triédre  de 

référence  T.  Au  temps  /,  il  a  un  certain  vecteur  accélération  M^. 
Nous    appellerons    force    l'elative    au    frièdre    T.    appliquée    au 


Cj  L'unilé  de  masse  est.  ((Ile  fois,  la  masse  dune  des  ))Iaii(ites,  pae  exemple,  de 
la  Terre  ou  bien  la  masse  du  Soleil.  On  jxmiI  la  ( ompaici' à  la  masse  du  kilogramme- 
(•lalon,  grâce  au  prim  ipe  de  la  gra\ilatii>n  uni\(rselle  (  c\j)érienee  de  Cavendisli  ). 

{"■  j  De  même,  le  ])hysicien  (|ui  bàlil  une  llu'orie  malh(!nialique  part  souvent  de 
j)rincipes  dont  la  ^érifiealion  directe  est  impossible  (t(dlcs  les  hypothèses  atomi(jues) 
et  .se  (•onsi(l(;rc  comme  satisfait  quand  les  coMS('quences  de  sa  th('orie  (|ui  peu\enl 
être  soumises  au  contrAle  de  re\|)i'iiiiMiitation  se  ti(iii\enl  \iri(iées  avec  une  a|)proxi - 
mation  suffisante. 

{^ )  Celte  notion  est  duc  à  IVI.  I'aiiile\(-. 
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point  M,  à  l'instant  t.  le  vecteur 

(0  7=m.Mt 

Comme  son  nom  Tindique,  celle  force  dépend  essentiellemenl  du 
choix  du  Irièdre  de  référence.  Si  Ton  prend  un  autre  Iriédre  T', 
animé  d'un  mouvement  quelconque  par  rapport  au  premier,  nous 
savons  (n"  16)  que  le  vecteur  accélération  est  changé,  donc  aussi  le 
vecteur  force  relative.  11  j  a  toutefois  un  cas  où  l'accélération  et,  par 
suite,  la  force  ne  changent  pas;  c'est  celui  où  le  mouvement  d'entraî- 
nement est  une  translation  rectiligne  et  uniforme  (  n"  16).  Nous 
avons  donc  cette  proposition  fort  importante  : 

THÉORÈArE.  —  La  force  relative  appliquée  à  un  point  M  est  la 
même  par  rapport  à  deux  trièdres  de  référence  animés^  Vun  par 
rapport  à  Vautre,  dhine  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Dans  tous  les  autres  cas.   la   force  change  on  même  temps  que  le  trièdre. 

Si  /'  désigne  la  force  relative  à  T',  on  passe  de  /  à  /'  par  la  composition 
des  accélérations  (n"  16).  On  a,  en  effet, 

(a)  Y  =  t'^  le-^  '[c 

En  multipliant  par  m,  on  en  déduit 

(3)  7=l+fe+t, 

en  posant 

(4)  /e  =  —  m'ie;         fc  =  —  rn';c. 

Ces  deux  vecteurs  correctifs  f-  et  f^  qui  doivent  s'ajouter  à  l'ancienne 
force  pour  donner  la  nouvelle,  portent  respectivement  les  noms  de  force 
d'enlrainement  et  àQ  force  de  Coriolis  nu  force  comptéinentaire.  D'après 
ce  qui  a  été  vu  au  n"  16,  ils  dépendent  de  la  position  et  de  la  \  itesse  du  point  !M 
au  temps  t.  suivant  une  loi  qui  est  entièrement  déterminée  quand  on  connaît 
le  mouvement  d'entraînement. 

Au  point  de  vue  expérimental,  la  force  relative  ne  correspond 
à  aucune  réalité  concrète.  Et  il  ne  saurait  en  être  autrement, 
puisqu'elle  dépend  du  triédre  de  référence,  lequel  peut  toujours 
être   arbitrairement   choisi.   Elle    n'existe    pas  plus,    dans  le   iiKuidr 
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[)h\si(juc,  que  le  vecteur  accélération.  C'est  une  pure  abstraction 
nialliénialicjue. 

49.  Lois  ok  forck.  —  Soit  un  point  M,  de  masse  /?î,  susceptible  de 
prendre  toutes  espèces  de  mouvement  par  rapport  au  trièdre  T. 
Etant  donné  Tun  quelconque  de  ces  mouvements,  nous  appellerons 
conditions  au  lenips  t  la  position  et  le  vecteur  vitesse  du  point  M. 
Quand  le  temps  /  sera  le  temps  o,  ces  conditions  seront  aussi 
appelées  les  conditions  initiales. 

Cela  posé,  à  chaque  système  de  conditions  au  temps  ^,  faisons  cor- 
respondre un  vecteur  f  déterminé,  qui  sera  fonction  de  ces  condi- 

lions.  Analjtiquement,  les  composantes  de  f  suivant  les  axes  du 
trièdre  de  référence  doivent  être  des  fonctions  déterminées  des  sept 
\ariables  ^,  x,y^  z,  x'^y',  z'j  soit 

(j)  X=/(t.  x.y,  z,x',y\  z').         ^  -  .^(^  x,   .  .  . .  ^'), 

Z  =  A(/,  X, z'). 

Nous  dirons  que  cette  correspondance  ou,  si  l'on  veut,  les  for- 
mules (5)  définissent  une  loi  de  force  et  nous  dirons  que  le  point  M 
obéit  à  cette  loi  de  force  s'il  est  astreint  à  ne  prendre  que  des  mou- 
vements tels  qu'à  chaque  instant  la  force  relative  qui  lui  est  appliquée 

satisfasse  à  la  définition  du  vecteur  f  ci-dessus,  quand  on  prend 
comme  conditions  au  temps  t  la  position  et  le  vecteur  vitesse  que 
j)ossède  efTectivement  le  point  M  dans  le  moxivement  considéré. 

Il  revient  au  même  de  dire  que  les  seuls  mouvements  que  peut 
prendre  le  point  M  doivent  satisfaire  aux  équations  différentielles 
suivantes,  obtenues  en  projetant  (i)  sur  les  axes  de  référence  : 

(  "'■'>""  =  /{f,  ^-  7,  z,  ^''  y'-  -'i- 

(<>)  I  my"  =  g{t,  x,y,  z,  x',y,  z  ), 

{  niz"=h(t,  x,y,  z,  x',y',  z'). 

On  démontre,  en  Analyse,  qu'un  tel  système  possède  une  sevdc 
Solution,  pour  laquelle  x,  y,  5,  ;r',  y',  z  prennent  des  valeurs 
données  à  ravancc,  pour  une  valeur  également  donnée  de  t.  11 
revient  au  même  de  dire  que  lovsqiC un  point  1\I  obéit  à  une  loi  de 
force  donnée,  sn/i  mouvement  est  entièrement  déterminé  par  la 
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connaissance   de   ses  conditions  à    un  temps  t  quelconque^  par 
exemple^  par  la  connaissance  de  ses  conditions  initiales. 

Récipioquenient,  si  ron  admet  cette  propriété,  le  point  M  obéil 
à  une  loi  de  force,  car  si  le  mouvement  est  entièrement  déterminé 
par  les  conditions  au  temps  ^,  il  en  est  de  même,  en  particulier,  du 
vecteur  accélération  à  cet  instant  et,  par  suite,  de  la  force  rela- 
tive ('). 

50.  Voyons  maintenant  si  les  lois  de  force  que  nous  venons  de 
définir  correspondent  cà  une  réalité  quelconque  dans  le  monde  phy- 
sique. Elles  peuvent  s'interpréter  de  la  manière  suivante  :  Si  un 
point  matériel  est  placé  dans  un  milieu  déterminé,  son  mouvement 
par  rapport  à  un  trièdre  de  référence  quelconque  est  entièrement 
déterminé  par  la  connaissance  de  ses  conditions  initiales.  C'est  là 
encore  une  vérité  d'ordre  expérimental,  qu'on  ne  saurait  démontrer 
et  qui  s'appelle  Vaxiome  des  conditions  initiales. 

On  peut  d'ailleurs  discuter  à  perte  de  vue  sur  sa  véritable  sij;nifi- 
cation,  à  cause  de  l'imprécision  même  de  son  énoncé.  Qu'appelons- 
noiis,  en  elTet,  nulieu  déterminé?  A.  quoi  reconnaissons-nous  que 
le  milieu  change  ?  Sou\  ent,  on  ne  s'en  aperçoit  précisément  qu'au 
fait  que  la  loi  de  force  est  modifiée  et,  dans  ce  cas,  notre  axiome 
devient  un  véritable  acte  de  foi. 

Sans  pénétrer  davantage  dans  ces  considérations  philosophiques, 
bornons-nous  à  faire  observer  qu'il  existe  pratiquement  des  lois  de 
force  dans  la  Nature.  Ces  lois  sont,  en  général,  déterminées  expéri- 
mentalement par  les  physiciens.  Par  exemple,  à  la  surface  de  la 
Terre,  tous  les  corps  obéissent  à  la  loi  de  force  de  la  pesanteur.,  qui 
a  été  déduite  d'une  étude  expérimentale  directe  de  la  chute  des  corps 
dans  le  vide.  Pour  cette  loi,  le  trièdre  de  référence  est  invariable- 
ment lié  à  la  Terre.  Si  l'on  choisissait  un  ti'ièdre  de  référence  inva- 
riablement lié  à  un  manège  de  chevaux  de  bois,  par  exemple,  la  loi 
ne  serait  plus  la  même  et  perdrait  en  partie  sa  simplicité.  Connaissant 


(')  On  peut  se  de'inaniler  pourquoi  nous  a\ons  pris  coiiiine  conditions  au  lenips  t 
la  position  cl  la  vitesse  et  non  pas  simplement,  par  exemple,  la  position.  Il  eiU  évi- 
demment été  possible  de  définir  une  loi  de  force  de  celle  manière  restreinte;  mais, 
la  restriclion  n'eût  plus  été  valable  avec  un  autre  Irièdre  de  référence,  puisqu'un 
changement  de  trièdre  introduit  des  forces  correcti\es,  qui  tiépcndont  à  la  fois  de  lu 
j)i)sition  et  de  la  \  itessc  (  n"  48). 
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le  mouvcnu'ul  du  iiuinùye,  il  serait  loiilelois  facile  de  liomei'  la  nou- 
velle loi,  par  (le  simples  calculs  et  sans  faire  aucune  expérience 
nouvelle  (n°  48). 

51.  FoRcKs  ABSOLLKS  (').  —  Soil  un  poiiilM  soumis  à  une  loi  «le 
force  déterminée  /',  )iar  rajipoit  à  un  Irièdre  de  référence  déter- 
miné T.  Soit  maintenant  une  deuxième  loi  de  force  y,,  rapportée  au 

nu'me  trièdre.  Considérons  le  vecteur  F=y',  —  f.  C'est  la  force 
qu'il  faut  ajouter  géométri(|uement  à  la  première  loi  de  force  pour 
obtenir  la  seconde. 

Supposons  maintenant  que  Ton  raj^porte  les  forces  relatives  à  un 

autre  trièdre  de  référence  T'.  Les  lois  de  force  f  et  y,  sont  modifiées 
toutes  deux;  mais,  elles  le  sont  de  la  même  manière,  puisque  nous 
avons  remarqué  (n°  -48)  que  la  force  d'eniraînemeut  et  la  force  de 
Coriolis  ne  dépendent  que  des  conditions  au  temps  t,  suivant  une 
loi  entièrement  déterminée  par  la  connaissance  du  mouvement  du 
nouxeau  trièdre  par  rapport  à  l'ancien,  il  suit  de  là  que  la  force  V 
reste  la  même;  elle  est  indépendante  du  trièdre  de  référence.  C'est 
pourquoi  nous  l'appellerons  force  absolue. 

Toute  loi  de  force  dépend  donc  du  trièdre  de  référence;  mais,  une 
modification  qiu'lconque  apportée  à  cette  loi  est  indépendante  de  ce 
Irièdre  et  nous  pouxons  très  bien  eu  pailer  sans  avoir  spécifié  c(; 
dernier. 

o2.  Voyons  maintenant  à  (juoi  ("orics])On(l  cette  notion  dans  la 
Nature. 

D'abord,  si  la  loi  de  force  chanj^e,  c'est  que  le  milieu  est  modifié; 
il  a  subi  une  j)ertuibation  P.  I^'eflet,  du  point  de  vue  mécanique,  de 
celte  perturbation  est  précisément  d'ajouter  à  la  loi  de  force  primi- 

ti\e  la  force  absolue  I''.  Nous  sommes  certains  (et  ceci  n'est  pas  un 
axiome,  nuiis  une  vérité  malliériuitique)  que  cette  force  absolue  est 
indépendante  du  choix  du  trièdre  de  référence.  Elle  n'a  donc  j)lus  le 
caractère  relatif  des  lois  de  force  considérées  au  numéro  précédent. 
Elle  a,  en  (|ui'bjiu;  sorte,  une  crtstcnce  i/ifr/n.sè//a(',  qui  csl  lu  liit- 

Cj  Cclli'  notion  est  cncon-  duc  ù  M.  l'iiiiilcvc. 
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duction  dynamique  de  la  perturbalion  \\  Elle  peiil  être  cludii-e 
expérimenlalemeni,  à  parlir  d'un  trirdre  de  référence  quelconque. 
La  loi  de  force  absolue  déduite  de  celle  étude  est  ensuite  \alal)lr, 
quel  que  soit  le  trièdre  de  référence. 

Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  des  exemples  de  lois  de  foret- 
absolue . 

Si  l'on  étudie  la  chute  des  corps  dans  l'air,  on  ne  trouve  pas  les 
mêmes  mouAcments  que  dans  le  vide.  La  présence  de  l'air  autour 
d'un  projectile  doit  donc  être  considérée  comme  une  perturbation. 
On  peut  déterminer  expérimentalement,  a\ec  une  précision  plus  ou 
moins  grande,  la  loi  de  force  absolue  introduite  par  cette  pertui-ba- 
tion  et  cette  force  absolue  est  appelée  la  résistance  de  V air. 

De  même,  si  notre  point  M  est  électrisé,  le  mouxement  qu'il  prend 
à  la  suite  de  conditions  initiales  données  n'est  pas  le  même  quand 
on  le  place  dans  un  champ  électrique  ou  quand  on  supprime  ce 
champ.  La  production  de  ce  dernier  est  donc  encore  une  pertur- 
bation et  les  physiciens  savent  déterminer  expérimentalement  la  loi 
de  force  absolue  correspondante.  Et,  pour  cette  détermination,  le 
choix  du  triédre  de  référence  est  sans  importance.  Les  expériences 
faites  avec  un  triédre  lié  à  la  Terre  sont  valables  pour  un  triédre  lié  à 
la  Lune  ('  ). 

Si  je  pousse  un  \éliicule,  je  constate  qu'il  ne  prend  pas  le  même 
mouNcment  que  si  je  ne  le  pousse  pas.  Les  modifications  d'ordre 
physiologique  que  j'impose  à  mes  muscles  constiluent  donc  une  per- 
turbation et  je  pourrais  très  bien  chercher  à  déterminer  expérimen- 
talement la  loi  de  force  absolue  qui  correspond  à  une  contraction 
déterminée  de  mon  biceps.  C'est  la  force  musculaire^  qui  est  la 
seule  force  dont  bien  des  gens  aient  la  notion. 

Si  je  suspends  un  corps  quelconque  à  un  ressort,  il  ne  prend  pas 
les  mêmes  mouvements  que  s'il  est  libre.  La  déformation  du  ressort 
est  une  j)rrturbation  et  je  puis  mesurer  expérimentalement  la  force 
absolue  qui  correspond  à  une  déformation  donnée. 


(')  Cela  ne  veut  pas  din;  que.  si  l'on  recommençait  les  expériences  sur  la  Lune, 
ou  tiouverait  le  même  cliamp,  car  le  seul  fait  de  eliangcr  le  lieu  des  expériences  est 
une  peilurbaLion  et  peut,  par  conséquent,  modifier  la  forée  absolue.  Mais,  des  e\pé- 
)ienees  faites  en  un  lieu  déterminé  peuvent  être  intei'prctt'-es  par  riippoi'l  ;i  un  li'ièdn: 
de  référence  lié  à  la  Terre  ou  lié  à  la  Lune  et.  ilan^  le^  deiix  i  ;is.  du  lrou\c  la  nn'nie 
loi  de  fone  coiiime  conséquence  de  ces  c\j)cricnccs. 
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o3.  Ai)r)iri().\  i)i:s  koiuks  absoluks.  —  Appliquer  sinuillauémeuL 
au  point  M  plu>ieurs  forces  absolues  F,,  F2,  .  .  . ,  F„  sera,  par  défi- 
nilion.  ajouter  à  la  force  relative  f  la  somme  géométrique 


Ati  point  de  \  ue  expérimental,  ceci  revient  à  admettre  que  la  pro- 
duction simultanée  de  plusieurs  perturbations  se  traduit  par  une 
force  absolue  qui  est  la  somme  géométrique  des  forces  absolues 
produites  par  chaque  perturbation  agissant  séparément.  Ceci  est 
encore  un  axiome,  vérifié,  comme  les  autres,  par  l'ensemble  de 
toute  la  Mécanique  et  qu'on  appelle  quelquefois  Vaxiome  ou  la 
règle  du  parallélogramme  des  forces  ('). 

Signalons  un  cas  particulier  intéressant;  c'est  celui  où  la  somau' 

géométrique  F,  +  Fo  H- .  .  .  +  F„  est  nulle.  On  dit  alors  que  les 
forces  absolues  considérées  se  font  équilibre.  Les  perturbations 
correspondantes  se  neutralisent  et  leur  production  simultanée  équi- 
vaut, au  point  de  vue  dynamique,  à  leur  suppression  complète. 

C'est  en  partant  de  ce  point  de  vue  particulier  qu'on  peut  arriver 
à  V introduction  statique  de  la  notion  de  force.  On  conçoit,  en 
efîet,  que  si  l'on  a,  à  sa  disposition,  une  série  de  forces  étalon,  pro- 
duites par  des  perturbations  déterminées,  telles  que  les  déformations 
dun  ressort  (dynamomètre),  on  pourra  toujours,  au  moyen  de  l'une 
d  elles,  équilibrer  n'importe  quelle  auti^e  force,  produite  par  une 
perturbation  quelconque,  telle  qu'une  contraction  musculaire  et  qui 
sera,  par  définition,  égale  et  opposée  à  la  force  étalon.      " 

C'est  même  par  ce  procédé  statique  qu'on  mesure  généralement 
les  forces  dans  la  pratique,  et  cela  explique  [)ourquoi  beaucoup  de 
gens  ne  conçoivent  pas  qu'on  puisse  en  donner  une  autre  définition. 
Fa  notion  vulgaire  de  force  se  réduit  généralement  à  un  souvenir  de 


('j  On  fil  il  |)iirfuis  donne  une  soi-disuiiL  démoiislraliun'.  dans  des  li\res  de  Sla- 
lifjue  élémentaire.  Mais  on  ne  faisait,  en  réalité,  que  remplacer  l'axiome  par  un  ou 
plusieurs  autres,  paraissant  pcut-ôlrc  un  peu  plus  intuitifs,  mais  tout  aussi  contes- 
tables du  point  de  vue  de  la  pure  Ifigique.  Il  est  d'ailleurs  absurde  de  vouloir 
démontrer,  par  des  syllogismes,  une  vérité  d'ordre  expérimental.  On  ne  peut  que  la 
N.rifier  par  des  mesures  physiques,  soit  directement,  soit  par  rintcrmédiairc  de  ses 
«onséqueiifes. 
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contraction  musculaire  ayant  pour  ciret  de  comprimer  ou  d'allonger 
un  ressort  ou  d'équilibrer,  par  rapport  à  la  Terre,  la  force  relative 
de  pesanteur  (soulèvement  d'un  poids). 

Quand  on  définit  la  force  statiquement,  outre  les  axiomes  que 
comporte  cette  définition  dans  la  Statique  même,  on  est  obligé  d'en 
admettre  de  nouveaux  au  moment  où  l'on  introduit  la  force  en  Dyna- 
mique. Le  premier  esty"=  wî.y  et  il  porte  alors  le  nom  àc  principe 
de  Vinertie  (').  Si  l'on  regarde  bien,  on  trouve  évidemment  que  les 
axiomes  sont  les  mêmes  dans  les  deux  méthodes  d'exposition.  Elles 
ont  toutes  deux  le  même  degré  de  rigueur  et  le  même  caractère 
expérimental,  lequel  ne  doit  jamais  être  perdu  de  vue.  Elles  ne 
peuvent  différer  que  par  la  satisfaction  plus  ou  moins  grande  qu'elles 
apportent  à  l'esprit  par  leur  ordonnancement.  Il  nous  a  paru  préfé- 
rable de  suivre  la  marche  déductive  qui  consiste  à  donner,  d'un  seul 
bloc,  tous  les  axiomes  de  la  Dynamique,  dont  la  Statique  apparaît 
ensuite  comme  un  cas  particulier.  Mais,  il  est  évidemment  permis 
d'avoir  une  opinion  contraire. 

54.  Forces  de  liaison;  RÉACTIO^s.  —  Imaginons  un  point  (ou  un 
système  de  points)  soumis  à  une  certaine  loi  de  force,  par  rapport 
au  trièdre  T.  Supposons  maintenant  qu'on  lui  impose  une  ou  plu- 
sieurs liaisons ^  ce  qui  veut  dire  que  le  point  (ou  certains  points  du 
svslème)  ne  peut  pas  prendre  n'importe  quelle  position  ou  n'importe 
quelle  vitesse  par  rapport  à  T.  Cela  modifie  évidemment  la  nature 
des  mouvements  qui  peuvent  prendre  naissance,  à  la  suite  de  con- 
ditions initiales  données;  par  suite,  cela  modifie  aussi  la  loi  de  force. 
A  la  force  relative  donnée  (ou  à  la  force  relative  appliquée  à  chaque 
point  du  système),  on  doit  ajouter  une  certaine  force  absolue  F, 
pour  que  la  nouvelle  loi  de  force  donne  des  mouvements  compa- 
tibles avec  les  liaisons.  Cette  force  F  est  appelée  force  de  liaison. 

Dans  la  pratique,  les  liaisons  sont  toujours  idéalisées  matérielle- 
ment par  des  contacts.  Elles  portent  alors  plus  spécialement  le  nom 
de  réactions. 

Par  exemple,  les  mouvemenls  que  prend  une  bille  sur  un  Ijillartl 


(')  Il  est  vrai  que  les  gens  qui  veulent  tout  (léniontior  anivcnt  aussi  à  drniontrer 
celte  formule.  Inutile  de  dire  qu'ils  ne  funi  que  déplai  or  la  diffiiulté. 
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ne  soiil  pas  les  mrincs  que  si  le  billard  n Cx-islait  pas.  Le  contacl  du 
tapis  doit  donc  être  considéré  comme  une  pertui'balion,  donnanl 
naissance  à  une  force  absolue,  qui  est  la  réaction  du  tapis  sur  la 
bille.  13e  même,  un  projectile  ne  prend  pas  les  mêmes  mouvements 
dans  Tair  et  dans  le  \ide.  Le  contacl  des  molécules  d'air  doit  donc 
«Hre  considéré  comme  une  perturbation,  donnant  naissance  à  une 
force  absolue,  qui  est  la  réaction  de  ces  molécules  sur  le  projectile 
et  dont  rcnsemble  est  appelé  résistance  de  Vai}\ 

Réciproquement,  la  bille  exerce  une  réaction  sur  le  taj)ls  (elle  \v 
déforme  un  peu)  et  le  projectile  sur  les  molécules  d'air  (il  leur  com- 
munique des  mou\ements  qu'elles  n'auraient  pas  pris,  s'il  n'y  avait 
pas  eu  de  projectile).  Ici,  se  présente  un  nouvel  axiome  : 

pRiNeu'K  i)K  l'i':(;vlitk  di:  L'Aeriox  irr  de  la  iu':action.  —  Les  réac- 
tions e.renu'es  r un  sur  l'autre  par  deux  points  malérieis  en  con- 
tact ('  I  sont  deux  recteurs  opposés. 

oo.  PnoBKKMi-:  e.KM^nAi.  DK  LA  I)  Y -\  A  M  i(  H  ic.  —  Nous  aNoiis  terminé 
maintenant  l'exposé  des  principes  fondamentaux  de  la  Dynamique 
et  nous  allons  poinoir  aborder  le  déxcloppement  de  leurs  dl\ erses 
conséquences  tliéoriques  et  pratiques. 

Avant  d'entrer  dans  le  détail  de  ce  développement,  nous  termi- 
nerons ce  Chapitre  en  disant,  en,  quelques  mots,  en  quoi  consiste  le 
problème  que  se  propose  généralement  de  résoudre  la  Dynamique. 

Étant  donné  un  point  de  niasse  connue^  on  se  propose  de  trouver 
le  mouvement  qu'il  doit  prendre.^  par  rapport  à  un  Irièdre  de 
référence  déterminé^  sous  Vaction  d\ine  loi  de  force  (relative  à 
ce  même  triédre)  donnée  et  avec  des  conditions  initiales  don/iées. 

Le  même  problème  peut  se  j)oser  pour  un  système  .de  plusicuis 
points.  Sa  résolution  exi^e  l'intégration  d'un  système  diirèrentiel  el 
la  détermination  ultérieure  des  constantes  d'intégration.  Cela  est,  en 
général,  un  problème  fort  com|)liqué  et  devant  lequel  l'Analyse  se 
lrou\e  bien  souvent  impui.ssaule.  (^)uand  on  ne  sait  pas   intégrer   pai' 


('  )  t)ii  |)<mrrail  i-nlarner  dfs  discussions  sur  I;i  si^iiilii  ;iiion  précise  do  <(•  rniilacl 
el  "-iir  \,i  (lislynii-  ii  parlii'  de  laquelle  la  réaction  Ji  vicnl  appréciable.  Celle  dislaiicc 
isl  très  grande  pour  les  astres,  très  faible  pour  les  molécules.  Dans  la  j)rali(|iie  de 
la  Mécanique  appliquée,  celle  difficulté  ne  se  pose  pas  et  l'on  sait  toujours  recoii- 
nailic  que  iIimin   i  orps  se  luurlicnt  ou  ne  se  touchml   pa^^. 
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les  fonctions  connues,  on  cherche  à  utiliser  des  méthodes  d'approxi- 
mation (cf.  t.  1,  n°  186);  mais  cela  peut  donner  lieu  à  des  calculs 
numériques  fort  longs. 

56.  On  peut  aussi  se  poser  le  problème  inverse  :  Traîner  la  force, 
connaissant  le  moin-ement.  Sous  cette  forme,  la  question  ne  pré- 
sente aucune  difficulté,  puisqu'elle  revient  à  calculer  le  \  ecteur  accé- 
lération, ce  qui  se  fait  par  de  simples  dérivations.  Dans  la  pratique, 
le  problème  se  pose  un  peu  difîeremment.  11  s'agit,  en  réalité,  de 
d(''terminer  la  loi  de  force  (par  rapport  à  un  trièdre  de  référence 
qu'on  peut  choisir  comme  on  \eut)  correspondant  à  des  conditions 
physiques  données.  Autrement  dit,  il  faut  étudier  comment  varie  la 
force  relative  en  fonction  des  conditions  au  temps  t.  C'est  là  un  véri- 
table problème  de  Physique  expérimentale,  qui  se  résout  générale- 
ment sous  la  forme  de  tableaux  de  nombres  ou  de  graphiques.  Le 
rôle  du  mathématicien  y  est  à  peu  près  nul  et  ne  peut  guère  consister 
qu'à  essayer  d'interpréter  les  résultats  numériques  par  des  formules 
empiriques,  ce  que  les  physiciens  savent,  en  général,  mieux  faire  que 
lui.  parce  qu'ils  en  ont  davantage  l'habitude.  Ceci  explique  pourquoi 
ce  problème  inverse  est,  en  général,  à  peine  énoncé  dans  les  Cours 
de  Mécanique  rationnelle. 


CHAPITRE  V. 

DYNAMIQUE    DU    POIM . 


57.  Equations  diffi.uentielles  du  molvement.  —  Soil  un  point  M, 
de  masse  m,  soumis  à  une  loi  de  force  donnc'e  par  rapport  à  un 
Irièdre  de  référence  déterminé  Oxyz.  Cette  loi  de  force  peut  être 
donnée  soit  sous  forme  d'une  force  unique  (qui  est  nécessairement 
une  force  relative),  soit  sous  forme  de  |)lusicurs  forces  appliquc'-es 
simultanément  au  point  M,  l'une  étant  une  force  relative  et  les  autres 
étant  des  forces  absolues.  Dans  tous  les  cas,  on  doit  additionner 
géométriquement  toutes  les  forces  données,  pour  obtenir  la  force 
relative  totale,  qui  satisfait  à  l'égalité  fondamentale 

(0  /=w-ï- 

Le  vecteury'est  connu  en  fonction  dos  conditions  au  tciups  t. 

On  obtient  les  trois  équations  dij/érentie/les  dit  moin'ement, 
en  piojetant  (i)  sur  trois  axes  quelconques  formant  un  réi itable 
trièdre  et  pouvant  indiflcremment  être  fixes  ou  mobiles. 

Le  |)lus  simple  consiste  généralement  à  projelcr  sur  les  axes  du 

trièdre  de  référence.  On  obtient  alors  les  ('q nations  suivantes,  où  X, 

• — > 
\  ,  Z  désignent  les  projeclions  de  la  force  /  : 

(•i)  mx"=X,         my'=^\,         niz"  ^=  Z. 

Elles  consliUicut  un  système  diflérenticl  tlu  sixième  ordi-r,  ddiil 
l'intégration  iniroduirait  six  constantes  ai'bitraires,  lesquelles  se 
dc'lermineraient  au  moyen  des  conditions  initiales. 

On  démontre  et  nous  vérifierons  toutes  les  fois  que  nous  saurons 
intégrer  (pie  celle  détermination  des  constantes  peut  toujours  se 
faire  et  d'une  seule  niiinière  (sauf  dans  (juelques  cas  singuliers,  dont 
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nous  ne  pouvons  parler  dans  cet  Ouvrage).  Autrement  dit,  il  y  a  un 
moinement  et  un  seul  qui  correspond  à  des  conditions  initiales 
données.  Si  on  le  découvre  par  hasard  (ou  bien  en  se  guidant, 
comme  il  arrive  quelquefois,  par  des  considérations  de  symétrie),  il 
n'est  pas  nécessaire  de  savoir  intégrer  le  sjstème  (2)  pour  affirmer 
que  la  solution  trouvée  donne  le  \éritable  mouvement  du  point  M, 
puisque  la  solution  est  unique. 

08.  Equations  intrinsèqies.  —  Au  lieu  de  projeter  sur  les  axes  du 
trièdre  de  l'éférence,  projetons  sur  les  axes  de  Frenet  de  la  trajec- 
toire. Si  nous  désignons  par  J\,  fy,  /"b  les  projections  de  /  sur  la 
tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale,  nous  obtenons,  en 
nous  reportant  au  n**  8, 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

Ces  équations  s'appellent  les  équations  iiitrinsèques  du  mou^e- 
nient. 

Si  l'on  sait,  par  exemple,  que  la  force  est  constamment  normale  à 
la  trajectoire,  on  peut  en  conclure  que  le  mouvement  est  uniforme. 

59.  Quantité  de  mouvement  et  ^moment  cinétique.  —  Soit  MV  le 
\ecteur  vitesse  du  point  M  au  temps  t.  On  appelle  vecteur  quantité 

de  mouvement  le  vecteur  MQ  =  wi.MV.  Il  se  définit  au  moven  de  la 
\itesse  comme  la  force  au  moyen  de  l'accélération.  On  a  é\idemment 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  1.  ■ —  La  force  est  la  dériiée  géométrique  de  la  quan- 
tité de  mou<^uîment. 

Si  l'on  intègre  (2)  entre  deux  époques  quelconques  ^„  et  /(,  t)n 
obtient  les  composantes  de  V accroissement  géométrique  de  la  quan- 
tité de  mousement  : 

mx\  —  Tnx\^  =  /  -\  dt , 
my\  ^  my'^  =  1  ^  "''' 
/n:.\  —  mz',f  —-  I      Z  df. 
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Ce  veclear  est  appelé  Vimpidsion  de  la  force  pendant  rintervalle 
de  temps  considéré. 

On  appelle  moment  cinétique  par  rapport  au  point  fixe  O  le  vec- 
teur 

(i)  OK  =  MQ,0. 

C'est  le  moment  de  ta  quantité  de  moinement. 

Ses  projections  sur  les  axes  du  trièdre  de  référence  sont  (t.  II, 
n"  107) 

(  j)         Kg=  ni{yz' — ^y),     \\y—m(:t:' — xz' ).      \\-  =  m(.ry — y^' )• 

Signalons  que  K^,  par  exemple,  est  proportionnel  à  la  vitesse  aréo- 
laire  sur  le  plan  des  xy  (n"  7).  On  peut  en  conclure  le  théorème 
suivant  : 

Thkoiu:me  II.  —  Si  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement paf 
/•apport  à  une  droite  fixe  est  constant^  le  mouvement  obéit  à  la 
loi  des  aires  sur  tout  plan  perpendiculaire  à  cette  droite^  le 
centre  des  aires  étant  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du 
plan. 

Dérivons  les  formules  (5)  par  ra|)port  au  temps  : 
(G)       \\',.=  in{yz" — -J'"  I,     \\'y  ~  in{zx"  —  xz").     \\L^=in{xy' — yx"). 

Or,  les  seconds  membres  sont  les  moments  de  la  force  par  rapport 
aux  axes  de  coordonnées.  On  a  donc  le  théorème  très  important  : 

Tin'oKKMJî  III.  —  Le  moment  de  la  force  par  rapport  à  un  point 
fixe  O  est  la  dérivée  géométrique  par  rapport  au  temps  du 
moment  cinétique  par  rapport  à  ce  point. 

On  peut  dire  aussi  qu'il  est  équipollenl  au  vecteur  vitesse  du 
jioint  K,  extrémité  de  ce  moment  cinétique,  ou  iiien  encore  que  le 
moment  de  la  force  par  rapport  ci  une  droite  fixe  est  la  dérivée 
alg/ibrique.1  par  rapport  au  temps.,  du  moment  de  la  quantité  de 
mouvement  par  rapport  à  cette  droite. 

En  rapprochant  ce  dernier  énoncé  du  théorèmi;  Il  ci-dessus,  on  v\\ 
dé'duit  \v.  suivant  : 

TuKouivii;  IV.  -  Si  la  force  rencontre  une  droite  fixe.,  on  a  la 
loi  des  aires  sur  le  plan  perpendiculaire . 
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60.  TiîAvAiL.  —  Soit  le  point  jNI,  auquel  est  appliquée  la  force  F. 
Donnons-lui    un   déplacement    infiniment    petit    MM'.    On    appelle 

—y 
travail  clémentaire  de  F  pou?'  le  déplacement  élémentaire  MM 

le  produit  scalaire  (t.  IT,  n°  101)  des  deux  vecteurs  F  et  MM',  soit 
(7)  d^^Y.WSV. 

Si  X,  \,  Z  sont  les  projections  de  la  force  sur  les  axes  rectan- 
gulaires du  trièdre  de  référence  et  si  dx^  dy^  dz  sont  les  projections 

de  MM',  on  a  (t.  II,  n°  104) 

(  8  )  c/5  =  X  ct.v  -+-  Y  dy  -h  Z  d:.. 

En  vertu  de  la  dislributivité  de  la  multijilication  scalaire,  on  a  le 
tliéorème  suivant  : 

THÉoRii^rE.  —  Le  travail  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
appliquées  au  point  M  est  la  somme  algébrique  des  travaux  des 
composantes. 

Si  le  point  M  subit  un  déplacement  fiai  Mq^NI,,  on  appelle  travail 
fini  de  la  force  F  pour  ce  déplacement  l'intégrale  curviligne  (t.  1, 
n"  178) 

(9)  ^  =  f      d(S  =  f      Xdx^\  df+Z  dz. 

Si  t  désigne  le  paramètre  qui  fixe  la  position  de  M  sur  l'arc  de 
courbe  M„M,  (ce  sera,  par  exemple,  le  temps),  on  a 


(\o) 


■.J\\:v'-^\y^Zz')dt, 


en  a])pelant  x',  y,  z'  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rap{)orl  à  t. 

Le  théorème  énoncé  ci-dessus  s'applique  évidemment  dans  le  cas 
d  un  travail  fini. 

Gl.    Imaginons    qu'à   chaque  point  M(a:,  y,  z)  de  Vespace^  on 

fasse  correspondre  une  force  F  déterminée  appliquée  en  ce  point. 

l  ne   telle    correspondance    délinit  ce  qu'on   appelle   un  champ  de 

IIaag.  —  Cours,  III.  5 
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forces.  Los  composantes  X,  Y,  Z  de  F  sonl  des  fonctions  délcrniinées 

des  trois  variables  x,  y,  :;. 

On  appelle  ligne  de  force  du  champ  toute  ligne  qui  est  Icingenle 
en  chacun  de  ses  points  à  la  force  F  correspondante.  Les  para- 
mètres directeurs  dx^  dy,  dz  de  la  tangente  doivent  être  proportion- 
nels à  \,  \,  Z;  il  en  résulte  que  les  é(pialions  différentielles  des  lignes 

de  forces  sont 

,  dx        dy        dz 

On  dit  que  le  champ  dérive  d' une  fonction  de  forces  ou  cVun 
potentiel  lorsque  le  travail  élémentaire  (8)  est  une  différentielle 
totale  exacte  (t.  I,  n°  lil).  La  fonction  U(j;,  y,  ^),  dont  dZ  est  la 
différentielle  ('),  s'appelle  Xd^  fonction  de  forces  et  — L  s'appelle  le 
potentiel.  On  a  évidemment 

(12)  X=-— ,  \=  7.=   -—. 

(IX  <)y  dz 

hc  champ  étant  donné  par  les  composantes  X,  Y,  Z  en  fonction 
de.T,y,  z,  pour  qu'il  j  ait  jiotentiel,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
(t.  I,  n"  Fil) 

(i3) 


c)Y        ,)7. 

,rL 

<)\ 

,)S.        âY 

5 

— 

j 

.- 

dz        <)y 

dx  ■ 

dz 

oy       ,)x 

Lorsque  le  champ  est  défini  par  un  procédé  géométrique  (juel- 
conque,  on  peut  reconnaître  qu'il  dérive  d'une  fonction  de  forces  en 
calculant  ses  composantes  et  écrivant  les  conditions  (i3).  Mais  il  est 
souvent  plus  simple  àe  former  directement  V expression  du  travail 
élémentaire.,  ce  qu'on  peut  faire  fréquemment  sans  calculer  les  com- 
posantes; on  regarde  ensuite  si  celte  expression  est  une  différen- 
tielle exacte. 

On  ap|tclle  surfaces  de  niveau  ou  surfaces  équi potentielles  les 
surfaces 

{\'\)  U  =  const. 

Les  paramètres  directeurs  de  la  normale  en  M(^,  j',  :;)  à  la  surface 

ne  niveau  qui   passe  par  ce  i)oint  sont  (t.   Il,   n    zlO)  -— >  -r— >   -— ^ 

'        '  '  '  '  ()x      ily      oz 

(')  Celle  fonclitjn  n'esl  définie  qu'à  une  constante  addilive  près  (l.  I,  n°  lil). 
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c'est-à-dire,  d'après  (12),  X,  \  ,  Z.  Il  en  résulte  que  le  champ  es(, 
en  chaque  point,  normal  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  par  ce 
point.  On  en  conclut  aussi  que  les  lignes  de  force  sont  les  trajec- 
toires orthogonales  des  surfaces  éq  ni  potentielles. 

Si  l'on  applique  la  formule  (())  dans  le  cas  où  il  v  a  une  fonction 
de  forces  L,  on  a 


Um„. 


Autrement  dit,  le  travail  du  champ  quand  M  va  de  Mo  en  M,  est 
égal  à  l'accroissement  algébrique  de  la  fonction  de  forces  (ou  à 
la  diminution  algébrique  du  potentiel).  Il  est  indépendant  du 
chemin  parcouru;  il  dépend  seulement  du  point  de  départ  et  du 
point  d'arrivée  ou,  plus  exactement,  des  surfaces  de  niveau  qui 
passent  par  ces  points. 

Si  l'on  convient  de  donner  la  ^aleur  zéro  au  potentiel  en  Mo  (cj. 
note  de  la  page  66),  la  formule  (  i.j)  nous  montre  qne  le  potentiel  en 
un  point  quelconque  M  est  le  travail  du  champ  quand  ce  point  va 
en  Mo.  C'est  ainsi  que  le  potentiel  électrostatique  est  le  travail  du 
champ  électrique  quand  le  point  M  va  à  l'indni. 

L'applicatioir  de  la  formule  (i5)  demande  quelques  précautions 
lorsque  la  fonction  L  n'est  pas  uniforme  (t.  I.  n°  73),  c'est-à-dire 
lorsqu'elle  admet  plusieurs  déterminations  en  chaque  point  de  l'es- 
pace. Pour  évaluer  le  tra\ail  relatif  à  un  chemin  déterminé  entre  Mo 
et  M,,  on  part  de  Mq  a\ec  une  détermination  quelconque  de  U;  puis, 
on  suit  l'accroissement  continu  de  cette  détermination  le  long  du 
chemin  considéré  et  l'accroissement  final,  quand  on  arrive  en  M,,  est 
le  travail  cherché. 

Ce  travail  n'est  pas  nécessairement  le  même  pour  deux  chemins 
différents  ayant  la  même  origine  et  la  même  extrémité.  Cela  tient  à 
ce  qu'on  peut  décrire  des  circuits  fermés  donnant  lieu  à  un  Iravr.il 
non  nul  et  égal  à  la  différence  des  deux  déterminations  de  U  à  l'ar- 
rivée et  au  départ.  Si,  |>ar  exemple,  le  circuit  MoNMiPMo  donne  le 
travail  A,  on  a 

C(MoNM,)  =  A  -  ê(.M,  P.Mo)  ==  A  -I-  5(  AIoPM,). 

G2.  Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  exemples  qu'on 
rencontre  le  plus  fréquemment  dans  la  pratique.'  de  cliainps  de  force 
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dérivant  d'un  potentiel.  On  peut  les  résumer  tous  en  disant  que  ce 
sont  des  combinaisons  à^ attractions  ou  répulsions  par  un  plan^ 
une  droite  ou  un  point,  dont  chacune  est  uniquement  fonction  de 
la  distance  du  point  jNI  à  Vêlement  attractif  ou  répulsif. 

I.  Attraction  ou  répulsion  par  un  plan.  —  Prenons  le  plan  poui' 

plan  des  .vy.  La  force  F  est  perpendiculaire  à  ce  plan,  donc  parallèle 
à  Oz.  Sa  projection  Z  sur  cet  axe  est  une  fonction  de  la  cote  ;  de  ]M. 
Le  travail  élémentaire 

(i6)  diB  =  Z(/:. 

est  la  difTérentielle  de  la  fonction 

(17)  l]  =  fzdz, 

qui  est  la  fonction  de  forces. 

II.  .1 1 traction   ou  répulsion  par  une  droite.  —   Soit.  O:;  cette 

droite  et  soit  7' =  PM  sa  distance  au  point  \L  La  force  ¥  est  dirii^ée 
suivant  I^M  et  ne  dépend  que  de  r.  Soity"(/")  sa  mesure  algébrique 
suivant  la  demi-droite  qui  va  de  P  vers  M,  de  sorte  que  l'on  a  une 
répulsion  ou'une  attraction  sui\ant  qucy(/')  est  positif  ou  négatif. 
Evaluons  le  travail  élémentaire  pour  le  déplacemeni  iulînimenl 
petit  MM'.  Nous  multiplions  /"(/•)  par  la  projection  de  MM'  sur  PiM. 
Or  cette  projection  est  un  infiniment  j)etit  équi\  aient  à  dr  (cf.  t.  L 
n°  173),  en  a]>pelant  /•  -j-  dr  la  distance  de  M'  à  Oz.  Ou  a  donc 

h8)  dî^  =f(r)df\ 

ce  qui  est  la  difTérentielle  de  la  fonction  de  forces 

^M))  \}=ff(r)dr. 

m.  Attraction  ou  répulsion  par  un  point.  —  Soit  Ole  centre  de 

i-épulsion  ou  d'attraction  et  soit  OM  =  ;•.  La  force  F  est  dirigée  sui- 
vant OM;  soity"(/-)  sa  mesure  algébrique  suivant  cette  demi-droite, 
de  sorte  que  l'on  a  encore  une  attraction  ou  une  répulsion  suivani 
quey'(r)  est  négatif  ou  positif.  En  raisonnant  comme  tout  à  l'heure, 
on  voit  que  le  travail  élémentaire  est  encore  donné  parla  formule  (18) 
cl,  par  suite,  la  fonction  de  forces  pai'  l;i  formule  (if)). 
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SI  l'on  remarque  que,  dans  le  premier  cas,  :;  est  aussi  la  dislauce 
du  plan  attractif  ou  répulsif  au  po'int  M,  on  voit  qu'on  peut  réunir 
les  trois  cas  en  un  seul,  la  fonction  de  forces  étant  toujours  donnée 
par  la  formule  (n)). 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  à  titre  d'exercice,  que 
l'on  a  bien  les  formules  (12),  dans  chacun  des  trois  cas. 

(33.  On  peut  maintenant  obtenir  des  fonctions  de  forces  plus  com- 
pliquées en  additionnant  plusieurs  fonctions  de  la  nature  précédente. 
On  a,  en  effet,  le  théorème  suivant  : 

THÉORi:ME.  —  S  i  plusieurs  forces  appliquées  au  point  ^i  dérivent 
chacune  d\in  potentiel^  leur  résultante  dérive  aussi  d\in  poten- 
tiel^ qui  est  la  somme  algébrique  des  potentiels  des  forces  com- 
posantes. 

Cela  résulte  du  théorème  du  n"  GO  et  de  ce  que  la  diflerentielle 
d'une  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la  somme  des  différentielles 
de  ces  fonctions.  On  le  voit  tout  aussi  facilement  en  appliquant  les 
formules  (12)  à  chaque  composante  et  en  ajoutant,  conformément  au 
théorème  des  projections. 

6i.  THÉouiiME  DES  FORCES  VIVES.  —  Rcvcuons  maintenant  au  mou- 
vement du  point  M.  Evaluons  le  tra\ail  élémentaire  de  la  force  rela- 
tive totale/,  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt.  Le  déplacement 
élémentaire  a  pour  composantes 

{■10}  dx  =  x'  dt^         dy  ^=  y'  dt^         dz  =  z'  dt. 

Si,  d'autre  part,  nous  appliquons  les  formules  (2),  la  fornnile  (8) 

nous  donne 

cIkd  =  m  d t (x" .r' -h y" y' -h  z" z'}. 

Or  la  parenthèse  est  la  demi-dérivée  de  a:'--|-j '--f- c'^,  c'est-à-dire 

de  V-.  On  en  conclut  que 

(21)  dG  =  d  l  -  mi^- 

Le  produit  mv^  est  appelé /orce  vive  du  point  M  el  la  moitié  de  ce 
produit  est  appelée  énergie  cinétique.  La  formule  (21)  peut  alors 
donner  lieu  à  l'énoncé  suivant  : 

TuÉORÏîME  DES  FORCES  VIVES.  —  Lc  travail  élémentaire  de  la  Jorce 
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relative  appliquée  au  point  M  pendant  le  temps  dt  est  égala  la 
différentielle  de  la  demi-force  vive  ou  énergie  cinétique  de  ce 
point. 

Quand  une  foixe  F  est  appliquée  au  point  mobile  M,  on  appelle 
puissance  de  cette  force  au  temps  t  le  quotient  de  son  travail  élé- 
menlaire  par  le  temps  dt  pendant  lequel  se  produit  ce  travail  (M.  Si 
rou  divise  les  deux  membres  de  (21)  par  dl,  le  théorème  des  forces 
vives  peut  alors  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

La  puissance  au  temps  t  de  la  force  relative  totale  appliquée 
au  point  M  est  la  dérivée  par  rapport  au  temps  de  l'énergie  ciné- 
tique de  ce  point. 

Si  l'on  intègre  (21)  entre  deux  époques  quelconques,  on  obtient 
encore  une  nouvelle  l'orme  du  théorème  des  forces  vives  : 

Le  travail  de  la  force  relative  pendant  uji  intervalle  de  temps 
quelconque  est  égal  ci  r accroissement  algébrique  de  Véneigie 
cinélitjue  jicndant  cet  intervalle. 

05.  Cas  ofi  il  y  a  un  potentiel.  —  Supposons  que  la  force  rela- 
'  tive  dérive  d  une  fonction  de  forces  U.  Nous  savons  que,  pour  un 
déplacement  quelconque,  le  travail  élémentaire  est  la  difTérenticllec^U. 
Peudanl  le  mouvement,  celle  dilTérenticdh;  est  donc  constamment 
égale  à  la  dilTérentielle  de  l'énergie  einéli(pie.  Il  en  résulte  que  ces 
deux  fondions  du  temps  ne  diirérenl  que  par  une  constante,  ce  qui 
s'écrit 

(l-l)  -  DH'^  =  V  +  h , 

h  cliint  une  ((Uislante.  qu  on  appelle  (udiuaircmcnl  la  constante  des 
forces  vives  et  qu'on  peut  détcrnnner  au  nujyen  des  condi lions  ini- 
tiales. 

Le  potentiel  — IJ  s'ap))elle  aussi  Yénergic  pnteriticlle  (bi  poiui  M. 


(')  l,C  IrilN^il,  d(J)lli.S  Ir  trlii|)s  f)  jusiiu'im  l(]li|)^  /,  ol  une  l'niiclinii  lie  /.  L;i  |iin>- 
saiiic  est  la  (li'^iiviT  de  celle  I'oik  lion.  Iii\  erseiiieiil ,  le  lra\ail  de  o  à  t  s'idilieiil  en 
iDlt'f:iaiil  la  puissance  entre  ces  deux  liniiles.  Dans  lo  cas  jiai  I  ii  iilier  où  la  puissanec 

est  conslantr,  le  lra\ail  e-it   pi-opoiii ici  an  temps  et  In  iiiii'-'-aiiee  est  alors  le  travail 

par  unité  de  temps. 
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Si  on  le  fait  passer  dans  le  premier  membre  Je  (22),onpcul  dire  que 
la  somme  de  l' énergie  cinétique  et  de  ^ énergie  potentielle  du 
point  A[  est  constante. 

66.  Principaux  cas  d'imtégration  des  équations  de  la  dynamique 
DU  POINT.  ■ —  Maintenant  que  nous  avons  vu  les  différentes  manières 
décrire  les  équations  du  mouvement  d'un  point  soumis  à  une  loi  de 
forces  donnée,  ainsi  que  les  importantes  conséquences  qu'on  eu  peut 
déduire  par  la  considération  du  moment  cinétique  et  de  la  force  vive, 
nous  allons  passer  en  revue  les  principaux  cas,  présentant  quelque 
«généralité,  où  l'on  sait  intégrer  ces  équations,  en  totalité  ou  en 
partie. 

J/oinenient  rectiligne.  —  Dans  certains  problèmes,  le  point  M 
est  astreint  à  se  mouvoir  sur  une  droite  fixe.  Ou  bien  on  peut  dé- 
montrer a  priori  (par  exemple,  par  des  considérations  de  symétrie) 
que  la  trajectoire  est  certainement  une  droite.  11  est  alors  naturel  de 
prendre  cette  droite  comme  axe  des  x  et  le  mouvement  ne  dépend 
plus  que  d'une  seule  équation  différentielle  du  second  ordre  en  x. 
Nous  avons  indiqué,  dans  le  Tome  I  (n*''  195  et  suiv.),  les  cas  élé- 
mentaires d'intégration  ou  d'abaissement  de  Tordre  d'une  telle  équa- 
tion. 11  est  facile  d'en  donner  l'interprétation  dynamique. 

Si  l'on  se  reporte,  par  exemple,  au  n°  195  précité,  on  voit  que  la 
détermination  du  mou^'enient  se  ramène  à  liiUcgration  d  une 
équation  différentielle  du  prenner  ordre  dans  les  cas  suivants  : 

I.  La  force  ne  dépend  pas  de  la  position  du  point  Al.  —  Ou 
prend  alors  la  vitesse  comme  inconnue. 

Si,  en  outre,  la  force  est  indépendante  du  temps,  les  variables  se 
séparent  (t.  I,  n**  188)  et  l'on  peut  intégrer  par  quadratures. 

II.  La  force  ne  dépend  pas  du  temps.  —  On  prend  encore 
la  vit(.'sse  comme  fonction  inconnue,  mais  x  pour  variable  indépen- 
dante. 

Si,  en  outre,  la  force  ne  dépend  pas  de  la  vitesse,  autrement  dit,  si 
elle  ne  dépend  que  de  la  position  (bi  point  ,M,les  variables  se  séparent 
et  l'on  peut  intégVer  par  quaibaluics.  Cela  résulte  d'ailleurs,  eu 
loulr  évidence,  du  théoix'me  des  forces   \ives.   Ou  a.   vn  ellet.  \n\e 


72  CHAPITRE    V. 

fonction  do  l'orccs  L' =  /  \dx.  L'inlép;rale  des  forces  vives  (2:',) nous 
donne  alors 

J  V  »'^'^'" 

67.  L\ti':gi\ales  PUEMiÈHES.  —  Revcnoiis  an  cas  du  mouvcmenl 
i^énéral  dans  l'espace.  On  dit  qu'on  obtient  une  intégrale  première 
lorsqu'on  trouve  une  équation  de  la  forme 

(  24)  F  (  t,  .1-,  y,  z,  x',  y\  z')  =  cnst., 

<jui  est  vérifiée  par  tout  niouvenienl  ohéissantà  laloi  de  force  donnée, 
la  constante  pouvant,  bien  entendu,  varier  suivant  les  conditions  ini- 
tiales, qui  j)erniettent  d'ailleurs  de  la  calculer.  Autrement  dit,  l'équa- 
tion (24)  doit  être  une  conséquence  des  équations  (2)  et  peut 
remplacer  Tune  d'elles.  Elle  a  l'avantage  de  ne  plus  renfermer  de 
dérivées  secondes,  de  sorte  que  l'obtention  d'une  intégrale  première 
est  toujours  un  pas  vers  l'intégration  totale  du  système. 

Sans  nous  préoccuper  davantage  de  la  recherche  et  de  lulilisation 
de  ces  intégrales,  citons  (pichpies  exemples  simples  et  (jui  se  présen- 
tent fréquemment  dans  la  praticpie. 

I.  Lajorce  est  constamment  perpendiculaire  à  une  droite  /ire.  — 
Si  l'on  prend  cette  force  comme  axe  des  x,  on  a  ,r  "  =  o  ;  donc 

(  l'i)  T  =  at  -h  b, 

fiel  /y  désignant  deux  constantes.  Autrement  dit,  la  projection  du 
moui'ement  sur  Vaxe  des  xesl  un  mouvement  uniforme.  L'équa- 
tion (25)  équivaut  à  deux  intégrales  premières,  en  ce  sens  qu'elle 
contient  deux  constantes  d'intc-gralion. 

II.  f.a  force  rencontre  une  droite  fixe.  — -  Si  ViMi  prend  celte 
droite  pour  axe  des  z.  on  sait  que  la  vitesse  arèolaire  sur  le  plan 
des  xy  est  constante  (n"  o9)  ;  cela  donne  l'inli'grale  première 

^^.6)  .ry'  —  yx'=^con>\. 

Il  est  souvent  avantageux,  dans  ce  cas,   de  prendre  des  coordonnées 
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scini-polairc's;  rôqiialion  (2(3)  sécrit  alors  in"  7) 

m.  Il  y  a  potentiel.  —  On  a  Viiitégralc  des  forces  vives  (22). 

Quand  on  se  trouve  simultanément  dans  "plusieurs  des  cas  précé- 
dents, on  peut  écrire  plusieurs  intégrales  premières  et,  par  leur 
cûmi)inaison,  on  peut  quelquefois  arriver  à  intégrer  complètement 
les  équations  du  mouvement. 

68.  FoiîCEs  CENTRALES.  —  Voici  un  cas  très  important  où  la 
recherche  du  mouvement  se  trouve  tout  de  suite  considérablement 
simplifiée.  C'est  le  cas  où  la  force  passe  par  an  point  fixe  ou, 
comme  on  dit,  est  centrale. 

Soit  O  le  point  fixe.  Le  moment  de  la  force  par  rapport  à  ce  point 
est  nul;  donc  le  moment  cinétique  OR  est  constant  en  grandeur  et 
en  direction  ou,  si  l'on  veut,  le  point  K  est  fixe,  puisque  sa  vitesse 
est  constamment  nulle  (n"  59).  On  en  conclut  d'abord  que  la  trajec- 
toire se  trouve  dans  le  plan  mené  par  O  perpendiculairement  à  OK, 
puisque  OK  est  perpendiculaire  au  plan  OINR  ,  donc  à  OM.  En 
outre,  on  a  la  loi  des  aires.  En  raison  de  leur  importance  pratique, 
énonçons  ces  résultats  sous  forme  de  théorème  : 

Tur-oiiiiME.  —  Quand  un  point  M  est  soumis  à  une  force  centrale 
de  centre  O,  la  trajectoire  est  plane  et  dans  un  plan  passant 
par  O;  de  plus,  elle  est  décrite  suivant  la  loi  des  aires.,  le  centre 
des  ciires  étant  le  point  fixe  O. 

Pour  déterminer  le  plan  du  mouvement,  il  suffit  de  remarquer  qu'il 
doit  contenir  le  vecteur  vitesse  initiale  MoVo.  Comme  il  doit,  en 
outre,  passer  par  O,  il  est  ainsi  complètement  déterminé.  11  y  a  excep- 
tion seulement  dans  le  cas  oii  Mo^  0  passe  par  O.  Dans  ce  cas,  le 
moment  cimétique  OK  est  nul  au  temps  O;  donc,  il  est  constamment 
nul  et  l'on  en  conclut  que  la  vitesse  doit  constamment  passer  par  O; 
ceci  ne  peut  arriver  que  si  la  trajectoire  est  une  droite  passant 
par  O  (•  ).  On  est  ramené  au  cas  du  mouvemeuL  icctlligne  (n"  66). 


('j   11  n'exislr  pas  ilc  iiij:iie  cuurbe  ddnt  Iniilrs  les   lan^'entes  pass.'iil  i)ar   un   poinl 
fixe,   car  si  la  tan^çcnte  varie,  rlle  cnjicndrc  un   cùne;  sdii  poinl   liiiiitt-   (■>(   ronslani- 
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Ce  cas  parllculier  élanl  ccarlé,  pour  achever  la  détermination  fin 
mouvement,  il  est  généralement  avantageux  ('  )  de  prendre  des  coor- 
données polaires  dans  le  plan  de  la  trajectoire.  On  a  immédiatement 
une  première  équation  très  simple,  qui  est   Vinlégrale  des  aires  : 

^      '  dl 

l'our  avoir  la  seconde,  on  peut  projeter  l'égalité  fondamentale  (i) 
sur  le  rajon  vecteur  (-),  en  se  servant  de  la  première  formule  (19) 
du  n°  10.  On  peut  aussi,  si  l'on  a  oublié  cette  formule,  employer  le 
théorème  des  forces  n\'es,  qui  donne  immédiatement  Téquallon 


(29)  /dr  =  d\^-mi-^y 

On  se  rappelle,  d'autre  part,  la  formule  (n"  10) 
,      ,  dr^--¥-r^-d(i^ 

(■]0)  1-2=    — 

Le  théorème  des  forces  vives  est  particulièrement  indiqué  lorsqu'il 

y  a  potentiel.  Supposons,  par  exemple,  que  /  ne  dépende  que  de  /'. 
On  a  alors  une  fonction  de  forces  U,  que  l'on  commence  par  calculer 
au  moyen  d'une  quadrature  (n°  62).  On  écrit  ensuite  Vinlégrale 
des  forces  vives 

(3i)  <//-=-hAV<fO-2=  —  (U-t- /Of^^-- 

m 

Il  est  alors  très  facile  d'intégrer  le  système  (28),  (.îi)  par  quadra- 
tures. Nous  pouvons  indifféi'emment  éliminer  dt  ou  dH.  Eliminons, 
par  exemple,  dt^  ce  qui  nous  conduira  à  Vérjualion  différentielle 
de  la  trajectoire.  Sans  faire  aucun  calcul,  nous  voyons  que  cette 
équation  ne  renfermera  pas  explicitement  0  et,  par  conséquent,  ou 
pourra  séparer  les  variables  (t.  I,  n"  188).  EfTeelivement,  en  tirant  dt 


Mienl  ]'■  ])uinl  fixe  cl  iir  j)eul  décrire  une  courbe.  On  peul  icrTian|uer  ;iussi  i|mi'  I.i 
constanic  de  l'c-iiualion  (y.-])  est  nulle;  donc  -j-  —  ">  'J  =  cunst. 

(')  Le  seul  cas  où  il  n'en  est  pas  ainsi  est  celui  où  la  force  est  inoporl  idiincllr  .1 
la  dislance  (n°  87). 

<=')  Si  l'on  projetait  sur  la  pcrpendirulairc  h  ce  rayon  vecleur,  on  relniuvc- 
rait  (28). 
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de  (28)  et  portant  dans  (•)!),  on  trouve 

dr 


Tri  I  0  = 


/ 


\' 


mC2 


Ayant  r  en  fonction  de  0  ou  0  en  fonetion  de  /•,  léquation  (28) 
donne  ensuite  t  en  fonetion  de  la  mT-me  variable,  ee  qui  détermine  la 
loi  du  mouvement  sur  la  trajectoire 

G'J.  Formule  de  Binet.  —  Cette  formule  donne  la  fone  /',  quand  on 
connaît  l'équation  polaire  de  la  trajectoire.  IScus  allons  la  déduire  de  (ag). 
Calculons,  au  préalable  V-,  en  nous   servant  de  (-28),  pour  éliminer  le  temps  : 

(33)  r-  =  G- 1  —  H — -7-  j  =  C -("'-—  "'-;, 

en  [posant  u  =  -  et  désignant  par  des  accents  les  dérivées  par  ra|q)orl  à  0.  La 
fnrinuie  (29)  nous  donne  maintenant 

,       jn(]-  di  u--\-  U-)  ^    /     du  ,  du'\ 

J  = =  m  L-[u \-  u    -;-     • 

■^  2  dr  \     dr  dr  J 

Or, 

du  .^  du'  _     „  d<)   _     „   I    _     „ 

dr  '  dr  dr  r' 

Portant  plus  haut,  il  vient 

(34)  f  ==  —  mC-u-(u  -\-  u"). 

Telle  est  la  formule  de  Binet. 

Elle  est  généralement  employée  pour  déterminer  la  lui  de  force  centrale 
qui  permet  de  faire  parcourir  librement  une  courbe  donnée,  avec  une  vitesse 
aréolaire  donnée.- 

On  peut  aussi  chercher  à  rntili«er  pour  trouver  la  trajectoire,  quand  on 
connaît  la  loi  de  force,  c'est-à-dire  pour  résoudre  le  problème  ordinaire  de 
la  Dynamique.  Par  exemple,  si  f  est  une  fonction  connue  de  /•,  donc  de  ?/, 
l'équation  (34)  s'intègre  par  quadratures.  Mais,  outie  que  la  formule  de  Biael 
est  assez  difficile  à  retenir  exactement,  il  est  généralement  plus  simple  d'uti- 
liser directement  l'intégrale  des  aires  et  l'intégrale  des  forces  vives,  comme 
nous  l'avons  exposé  au  numéro  précédent.  La  formule  de  lîinet  n'est  avanta- 
geuse que  dans  le  cas  où  la  force  est  inversement  pro|)ortionnelle  au  carré  de 
la  distance  (  n"  93),  parce  qu'elle  conduit  à  une  équation  linéaire  à  coeflicienls 
constants,  dont  l'intégration  est  immédiate. 

70.    Poi.xT  c.\-.\t.  —  Le  point  M  e.^t  dit  gêné  ou  soumis  à  des  liai- 
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sons  (11"  oi)  lorsqu'il  est  assiijeltl  à  rester  coiistamnienl  sur  une 
courlje  C  ou  une  surface  S  donnée.  Celte  courbe  ou  celle  surface 
peut  être  lixe  ou  mobile.  Le  second  cas  peut  cvidcuimcnl  se  ramener 
au  premier,  par  un  changement  de  trièdre  de  référence,  \iais,  c'est 
là  une  opération  généralement  compliquée  (n"  i8). 

La  courbe  ou  la  surface  exerce  sur  le  point  M  une  réaction  R,  dont 
les  trois  composantes  R.r,  R,-,  Rc  sont  inconnues,  (^omme  la  position 
de  M  dépend  d'un  paramètre  sur  C  et  de  deux  paramètres  sur  S,  on 
voit  qu'on  a,  en  tout,  quatre  ou  cinq  fonctions  inconnues.  Or,  la 
Mécanique  rationnelle  ne  nous  donne  que  trois  équations  (n"  57);  il 
nous  en  manque  donc  une  ou  deux,  suivant  le  cas.  La  détermination 
du  mouvement  d'un  point  gêné,  soumis  à  une  loi  de  force  donnée, 
ap[)araîl  donc  comme  un  problème  insolul)le  par  le  seul  secours  de 
la  Mécanique  rationnelle.  Pour  le  résoudre,  il  nous  faut  chercher 
des  équations  supplémeiilciires  et  ces  équations  ne  peuvent  nous 
être  fournies  que  par  une  élude  expérimentale  des  réactions.  Celle 
élude  a  été  faite,  dans  des  cas  simples,  avec  une  précision  assez  gros- 
sière. Elle  a  conduit  au\  lois  sui\antes.  Deux  cas  sont  considérés. 

71.  Premier  cas  :  il  n'y  a  pas  frottement  {  ').  —  Ce  cas,  pure- 
ment lliéorifpie,  mais  dont  on  peut  quelquefois  s'approcher  a\ec  une 
assez  grande  exactitude,  consiste  à  admettre  que  la  réaction  est 
normale  à  la  (M)urbe  C  ou  à  la  surface  S.  Cela  se  traduit  par  une 
équation  supplémentaire  dans  le  premier  cas  et  [>ar  deux  équations 
dans  le  second  cas.  De  toutes  façons,  le  problème  est,  cette  fois, 
en  I  ièremen  t  déterminé. 

On  peut  éliminer  aulomaliqueuienl  la  réaction  eu  projetant  VéviCi- 
lité fondamentale {\) sur  la  tangente  à  la  courbe  Cou  sur  deux  tan- 
gentes distinctes  de  S.  On  obtient  ainsi  autant  d'équalions  que  l'on 
a  d'inconnues  et  l'on  peut,  par  consé(|uenl,  délermiiier  le  mouve- 
ment. Si  l'on  veut  cnsuile  la  réaction,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on 
connaîl  l'accélération,  donc  la  force  relative  totale;  en  en  retranchant 
la  lorcc  donnée,  il  reste  la  réaction.  Bien  entendu,  celle  soustraction 
géométrique  s'opère  analjtiquemenl  par  projection  sur  les  axes  du 
Irièdre  de  référence  ou  bien  sur  deux  normales  distinctes  (h'  C  ou 
sur  la  normale  de  S. 

C;  On  (lit  ;iii^-i  que  la  murlx'  C  ou  la  .'■urryce  S  v.Vil  paifaileinrnt  polie. 
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Dans  le  cas  où  la  courbe  C  ou  la  surface  S  est  fi\e^  ou,  comme  on 
dit,  lorsque  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  on  peut 
ap])liquei-  le  théorème  des  forces  vives,  en  négligeant  la  réaction 
dans  l'évaluation  du  travail  élémentaire.  En  effet,  le  déplacement 
élémentaire  du  point  M  est  tangent  cà  C  ou  à  S;  il  est  donc  normal  à 
la  réaction  et  le  travail  de  cette  dernière  est  nul. 

Cela  donne  un  moyen  simple  d'avoir  une  équation  du  mouvement 
et  cette  équation  est  même  suffisante  dans  le  cas  où  la  liaison  est  une 
courbe. 

Mais,  il  faut  bien  prendre  garde  de  ne  pas  employer  ce  procédé 
(à  moins  d'introduire  le  travail  de  la  réaction)  lorsque  C  ou  S  est 
mobile.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  vitesse  absolue  du  point  M  est  la 
somme  géométrique  de  sa  vitesse  relative,  qui  est  tangente  à  C  ou  S 
et  de  sa  vitesse  d'entraînement,  qui  n'est  pas  tangente,  en  général.  Il 
s'ensuit  que  le  déplacement  élémentaire  absolu,  qui  doit  entrer  en 
ligne  de  compte  pour  l'évaluation  du  travail,  n'est  pas  perpendicu- 
laire à  la  réaction,  de  sorte  que  le  travail  de  cette  dernière  n'est  pas 
nul.  On  commettrait  donc  une  faute  grossière  en  le  négligeant  dans 
l'application  du  théorème  des  forces  vives. 

Lorsque  le  point  M  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe,  on 
peut  remarquer  que  l'on  connaît  la  trajectoire,  qui  est  celte  courbe 
elle-même.  11  peut  être  alors  assez  commode  d'employer  les  équa- 
tions intrinsèques  (n"  58).  Si  l'on  désigne  par  F,,  F^,  F^  les  projec- 
tions de  la  force  active  donnée  sur  la  tangente,  la  normale  principale 
et  la  binormale  et  par  R.^-,  R,.  les  projections  de  la  réaction  sur  les 
deux  dernières  droites,  on  a 

(35)  //(  —  =  Ft,         m  —  =  F>i-r- R.n,         FB-f-Rii=o. 

La  première  détermine  le  mouvement;  les  deux  autres  donnent  les 
composantes  de  la  réaction. 

72.  Deuxième  cas  :  il  y  a  frottement.  —  On  admet  alors  que  la 
réaction  obéit  aux  lois  suivantes,  dites  lois  du  frottement  de  glisse- 
ment  : 

ï"  La  composante  tangentielle  de  la  réaction  ou  force  de  frot- 
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teiiient  <I>  a  constamuienl  la  direction  opposée  à  la  vitesse  de  glis- 
sement : 

2°  Son  rapport  a^'ec  la  composante  noiniale  est  constant  et 
s'appelle  le  coefficient  de  frottement. 

Quchjiies  cxplicalions  sont  aécessaires  à  ce  sujet. 

D'abord,  la  vitesse  de  glissemenl  est  la  vitesse  du  point  M  par 
rapj)ort  à  C  ou  à  S;  ce  n'est  donc  sa  vitesse  al)solue  que  si  C  ou  S  est 
fixe. 

Dans  le  cas  d'une  courbe,  la  première  loi  se  traduit  j)ar  une  simple 
inégalité,  qui  exprime  que  le  sens  de  la  force  de  frottement  est  opposé 
à  celui  de  la  vitesse  de  glissement.  Si  la  liaison  est,  au  contraire,  une 
surface,  il  faut  encore  exprimer  que  cette  force  et  cette  vitesse  se 
trouvent  sur  la  même  droite  du  plan  tangent,  ce  qui  se  traduit  par 
une  équation. 

Pour  la  deuxième  loi,  on  doit  calculer  la  composante  normale  de 
la  réaction,  c'est-à-dire  la  long-^eur  N  de  la  projection  de  cette  réac- 
tion sur  le  ])lan  norjiial  à  C  ou  sur  la  normale  à  S;  puis,  ou  ('crit 
que 

<l> 

y  désignant  le  coefficient  de  flottement. 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  les  lois  du  frottement  nous  donnent 
juste  autant  d'équations  supplémentaires  (ju'ilnous  en  fallait.  Le 
mouvement  est  donc  encore  une  fois  déterminé. 

Ain^i  que  nous  l'avons  dit  plus  haut,  ces  lois  du  frottement  sont 
purement  empiriques.  La  première  paraît  assez  intuitive  et  a  proba- 
blement une  grande  exactitude.  Quant  à  la  seconde,  elle  n'a  été 
établie  (pie  dans  certaines  conditions  particulières  et  il  est  dangereux 
de  l'extrapoler  (;n  dehors  de  ces  conditions.  En  particulier,  il  est 
probable  que  le  coeflicient  de  frottement,  qui,  en  principe,  ne 
dépend  (pie  de  la  nature  des  surfaces  matérielles  en  contact,  dépend 
en  réalité  de  la  vitesse  de  glLssenumt,  lorstpie  cell(;-ci  devient  trè> 
grande.  Jl  vaiie  peut-être  aussi  lorsque  la  eomposanle  normale  A 
devient  très  grande.  D'ailleurs,  la  moindre  modilication  pliysicjue 
apportée  aux  surfaces  en  contact  peut  changer  considérablement  sa 
\aleui-,   (pii   n'est    jamais  connue   (pi'avec   une    aj)|)roximation    assez 
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i;rossière,  comme  oii  s'en  rend  compte  aisément  en  comparant  les 
coefficients  donnés  par  des  recueils  difTérents. 

La  conclusion  à  tirer  de  tout  ceci  est  c^n'  il  îie  fauf  jamais  perche 
son  temps  à  vouloir  traiter  a^-cc  une  grande  précision  numérique 
l'étude  d'un  mouvement  où  l'on  est  obligé  de  tenir  compte  du 
frottement. 

Quant  à  la  mise  en  équalion  du  problème,  elle  se  fera  en  intro- 
duisant, par  exemple,  les  composantes  de  la  réaction  suivant  les  axes 
du  trièdre  de  référence  et  écrivant  ensuite,  outre  les  équations  géné- 
rales (2),  les  équations  qui  traduisent  les  lois  du  frottement.  Gela 
conduit  généralement  à  des  calculs  très  compliqués  et  Ton  ne  peut 
sien  tirer  pratiquement  que  dans  quelques  cas  très  simples  (cy.  n°  80). 

Dans  le  cas  où  la  liaison  est  une  courbe  fixe,  on  peut,  comme  tout 
à  1  lieure,  emplover  les  équations  intrinsèques 

(  07  )  m  —  =  Ft  -i-  *,         m  —  =  F.N  -h  Rn,         Fb  -H  Ru  =  o, 

auxquelles  on  doit  ajouter  (36),  la  composante  normale  N  étant 
donnée  par  la  formule 


(38)  N=zv/H^^Hn- 

En  éliminant  les  composantes  de  la  réaction,  on  trouverait  l'équa- 
tion différentielle  du  mouvement. 

73.  Même  lorsque  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  on 
n'a  pas  le  droit^  comme  au  w^  71,  d^ appliquer  le  théorème  des 
forces  vives  en  nés^liseant  le  travail  de  la  réaction.  Loin  d  être 
nul,  celui-ci  est,  au  contraire,  lorsque  G  ou  S  est  fixe,  toujours 
négatif.  En  effet,  la  projection  de  la  réaction  sur  le  déplacement 
élémentaire  est  toujours  dirigée  en  sens  inverse  de  ce  dernier;  le 
travail  élémentaire  de  la  réacïion  est  donc  constamment  négatif  et, 
par  suite,  aussi  son  travail  fini,  dans  un  intervalle  de  temps  quel- 
conejue.  Si  l'on  applique  le  théorème  des  forces  vives,  on  voit  que  le 
frottement  absorbe  toujours  de  l'énergie  cinétique  (' j;  il  diminue 
donc  la  vitesse. 


(')  On  sait  que  celle  énerjiie  se  tiansfonnc  en  clialeur,  re  ((ui  est  une  autre  forme 
(l'énergie  cinétique,  si  Ton  admet,  les  théories  cinétiques  de  la  matière. 
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71.  Liaisons  lmlatkuvlks.  —  On  dit  que  la  liaison  du  [)oiiiL  .M  sur 
la  surface  S  est  unilatérale  si  le  point  peut  quitter  la  surface  d'' un 
seul  côté.  Elle  est,  au  contraire,  bilatérale,  s'il  ne  peut  la  quitter 
ni  d'un  côté  ni  de  l'autre. 

Dans  la  première  hypothèse,  soit  E  le  côlc  vci's  lequel  ]\i  peut 
(Millier  S.  On  admet  que  la  réaction  doit  toujours  être  dirigée  de 
ce  côté  et  que,  dès  que  le  calcul  imj)lique  nne  réaction  dirigée  de 
l'autre  côté,  le  point  M  quitte  nécessairement  la  surface;  le  monvement 
devient  libre.  Pour  apercevoir  aisément  dans  quel  cas  on  se  trouve, 
il  est  commode  d'orienter  la  normale  à  la  surfiice  vers  la  région  E; 
on  calcule  ensuite  la  composante  normah;  algébrique  ]N  de  la  réac- 
tion. Tant  que  N  reste  j)Ositif,  le  jxnnl  reste  sur  la  surface;  dès  que  N 
lend  à  devenir  négatif  (dans  l'Ii  v|)()tliést;  où  iM  reslerail  sur  vS),  le  [ioint 
quitte  la  surface  et  il  n'y  a  plus  de  réaction. 

On  réalise  matériellement  xine  liaison  unilatérale,  en  posant  le 
point  dun  côté  de  la  surface.  (Pour  réaliser  la  liaison  bilatérale,  il 
faudrait  construire  deux  feuillets  très  rapprochés,  entre  lesquels  on 
introduirait  le  point  M.)  L'hypothèse  faite  plus  haut  sur  le  sens  de 
la  réaction  s'exprime  alors  quelquefois  en  disant  qu'il  n'y  a  pas 
dUidhérence. 

On  peut  aussi  réaliser  malériellemeiit  la  liaison  unilatérale  à  l'aide 
d'un /tV  llexible  et  inextensible.  Le  point  M  est  attacbé  à  une  extré- 
mité et  l'autre  extrémité  est  attachée  à  un  point  fixe  O.  Si  l'on  s'en 
tient  là,  la  surface  S  est  évidemment  une  sphère  de  centre  O  et  de 
rayon  égal  à  la  longueur  du  fil.  Mais,  on  peut  aussi  astreindre  le 
point  M  à  décrire  une  surface  quelconque,  en  obligeant  le  fil  à 
s'appuyer,  sur  une  j)artie  de  sa  longueur,  sur  une  surface  S',  sur 
laquelle  11  j)eut  glisser  librement.  Cette  généralisation  est  toutefois 
plus  tliéoil(inc  (pie  pratique  et  la  liaison  [)ar  fil  n'est  guère  utilisée 
que  pour  le  |)endule  splierupie. 

(hiol  (ju'il  en  soit,  si  le  fil  est  parfaitement  llexible  (n"  146)  et  si, 
(le  |>lus,  sa  masse  est  négligeable  vis-à-vis  de  la  force  appliquée  a.i 
point  M,  ce  mode  de  liaison  réalise  à  peu  près  parfaitement  l^absence 
de  Jrollenient.  INous  verrons,  en  eflet  (n"  146),  que  le  fil  est  cons- 
t;imment  recliligne  (dans  sa  partie  libre,  bien  entendu)  et  que  sa 
tension  est  dirigée  suivant  sa  propre  direction.  Comme  la  tension 
en  M  est  opposée  à  la  réacli(ui  du  (il  sur  M  et  comme,  d'autre  part, 
le  fil  est  constamment   normal  à  la  surface  S   déeille    par   M   (j)arcc 
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f|ii'il  est  inextensible)  (M,  on  voit  hien  que  la  réaction  est  normale 
à  S. 

La  liaison  unilatérale  sur  une  courhe  n'a  évidemment  aucun  sens 
dans  l'espace,  puisque  la  courbe  ne  partage  pas  l'espace  en  deux 
régions.  On  ne  peut  en  parler  qu'en  Dynamique  j)lane  et  l'on  peut 
alors  la  réaliser  matériellement  au  moyen  d'un  fil,  comme  dans  le 
|»endule  simple. 


(')  Cela  est  évident  dans  le  cas  de  la  sphère.  Dans  le  cas  de  la  généralisation 
indiquée  plus  haut,  cela  résulte  d'une  extension  à  la  théorie  des  surfaces  de  la  pro- 
|)riéié  des  développantes  de  courbes  planes  (l.  II,  n"  317). 


IIaag.  —  CourSj  III. 


CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS    DE    LA    DYNAMIQUE    DU    POINT. 


7o.  Pesanteur.  —  Par  rapport  à  la  Terre,  tous  les  corps  placés  à 
sa  surface  obéissent  à  une  loi  de  force  relative  très  simple,  qui  est  la 
pesanteur.  L'expérience  montre  que  tout  point  matériel  M  abandonné 
librement  dans  le  vide  ('),  en  un  lieu  déterminé,  prend,  ])ar  ra|)porl 
à  un  trièdre  de  référence  lié  à  la  Terre  el  quelles  que  soient  les  con- 
ditions initiales,  une  accélération  constante  »■  (^),  dirigée  suivant  la 
verticale,  c'est-à-dire  vers  le  centre  de  la  Terre.  A  l'intérieur  d'une 
région  de  faibles  dimensions  par  rajq:>ort  au  rajon  terrestre,  celle 
accéléialion  peut  être  considérée  comme  un  vecteur  constant  en  gran- 
deur et  en  direction.  En  la  multipliant  par  la  masse  m  de  M,  on 
obtient  la  force  de  pesanteur  ou  j)oids  de  ce  point.  Dans  n'importe 
quel  phénomène  mécanique  se  passant  dans  la  région  considérée, 
chaque  point  matériel  est  nécessairement  soumis  à  son  poids,  qui  est 
une  force  relative  à  un  trièdre  Oxyz  invariablement  lié  à  la  Terre. 
Mais,  il  peut  être  aussi  soumis  à  des  forces  absolues,  résultant  (h- 
perturbations  quelconques  du  milieu  (n°  52).  Ces  forces  absolues 
s'ajoutent  géométriquement  à  la  force  i-elative  de  pesanteur,  pour 
<lonner    la    force   relative   totale   applKpn'e   an    point,    c'esl-ù-dire  h" 

vecteur  /=  /«.y. 

Il  ariive  quehpiefois  que  les  forces  absolues  sont  beaucoup  plus 


f)  Ou  dans  l'iiir,  rn.iis  avec  unf  vitesse  as.-c/.  faible  )>oiir  (luon  puisse  négliger  sa 
résislanee. 

(')  On  sait  que  celte  accéléialion  est  de  fj""»'^'  P"""  seconde  par  serondc  à  l'aris. 
Elle  varie  un  peu  avec  la  latitude.  Klle  décroit,  quand  on  s'élève,  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  au  centre  de  la  Terre.  Mais  toutes  ces  variations  sont  négligeables 
en  Mécanique  appliquée;  on  n'en  tient  coinple  (pie  dans  les  expériences  précises 
de  Physique. 


APPLICATIONS    DE   LA    DYNAMIQUE   DU    POINT.  83 

grandes  que  le  poids  et  qu'on  peut,  sans  erreur  sensible,  négliger  ce 
dernier  ou,  comme  on  dit,  considérer  le  point  comme  soustrait  à 
Vaclion  de  la  pesanteur.  Quand  on  parle,  au  contraire,  dans  les 
énoncés  de  problèmes  de  Mécanique,  de  points  pesants,  on  entend 
par  là  que  les  poids  de  ces  points  ne  sont  pas  négligeables  et  qu'ils 
doivent  être  pris  en  considération. 

76.  Mouvement  d'un  piioiectilk  da>s  le  vide.  —  Considérons  un 
projectile  assez  petit  pour  pouvoir  être  assimilé  à  un  point.  Lançons- 
le,  à  partir  d'un  point  O,  avec  une  vitesse  initiale  Co,  faisans  l'angle  a 
avec  le  plan  horizontal.  Cherchons  quel  va  être  son  mouvement. 

Si,  comme  il  arrive  toujours  dans  la  pratique,  le  projectile  est  lancé 
dans  l'air,  il  va  être  soumis  à  une  force  absolue,  qui  est  la  résistance 
de  l'air  et  qui,  pour  les  grandes  vitesses,  est  beaucoup  plus  impor- 
tante que  la  pesanteur.  Au  contraire,  si  la  vitesse  est  faible,  cette 
résistance  est  négligeable  et  tout-  se  passe  à  peu  près  comme  si  le 
point  était  lancé  dans  le  vide  (').  Cela  simplifie  considérablement  le 
problème,  et  c'est  cette  solution  théorique  que  nous  allons  éUidier 
rapidement  dans  ce  paragraphe. 

Prenons  pour  axe  des  x  une  demi-droite  ayant  la  direction  et  le 

sens  de  la  projection  horizontale  du  vecteur  vitesse  initiale,  pour  axe 

des  y  la  verticale  ascendante  de  O  et  un  axe  des  z  perpendiculaire 

aux  deux  précédents.   Les  composantes  du   poids  du  point  M  sont 

alors 

X  =  o,        Y  =  —  fn  g^        Z  =  o. 

Si  l'on  yjortc  ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment (n°  37),  on  obtient 

(l)  x"=o,         y"=—g,  z"=o. 

Ces  équations  s'intègrent  immédiatement.  Occupons-nous  d'abord 
de  la  dernière.  Elle  nous  donne  z' =^  const.,  et  comme  la  projection 
de  la  vitesse  initiale  sur  O:;  est  nulle,  cette  constante  est  nulle.  En 
intégrant  une  nouvelle  fois  et  remarquant  que  z-  est  également  nul 


(')  Pour  les  projectiles  des  armes  à  feu,  cette  approximation  est  toujours  très 
erronée  et  les  balisticicns  doivent  toujours  tenir  i  ompte  de  la  résistance  de  l'air. 
Néanmoins,  l'étude  du  mouvement  dans  le  vide  leur  a  quelquefois  rendu  service,  en 
leur  servant  de  terme  de  comparaison  pour  la  recherche  de  formules  empiriques. 
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à  l\)rii;iue,  on  a  r  :=  o.  Le  moiivenienl  a  donc  lieu  entlèi'enient  dans 
le  plan  \erlical  xOy  qui  contienl  la  vitesse  initiale,  ainsi  qu'on 
aurait  pu  le  prévoir,  par  raison  de  symétrie.  Ce  plan  s'appelle  le  plan 
de  tir. 

Intégrons  maintenant  la  première  équation  (i).  Si  l'on  observe  que 
la  projection  horizontale  de  la  vitesse  initiale  est  l'o  cosa  et  que  la 
\al(Mir  initiale  de  x  est  nulle,  on  ol)lient 

(  •'  )  X  =  l'o  c-osa.  f. 

En  opérant  de  même  pour  )',  on  trouve,  sans  difficulté, 

(5)  y—  —  -fit^-hi\sin:i.f. 

Les  équations  (2)  et  (3)  définissent  le  mouvement  dans  le  plan  de 
tir.  On  retrouve  le  mouvement  uniformément  varié  étudié  au  n"  18. 
On  a  l'équation  de  la  trajectoire,  en  éliminant  t  : 

(1)  y  =  xla\\^y. §■    ,       ,    • 


La  trajectoire  est  donc  une  pai  aboie,  qui  a  son  axe  vertical  et  sa  con- 
cavité tournée  vers  le  bas. 

ht  j)oi/il  de  chute  est  le  point  de  rencontre  avec  le  plan  horizontal 
du  point  de  départ,  c'est-à-dire  avec  Ox.  On  obtient  son  abscisse  X, 
qu'on  appelle  la  portée,  en  faisant  j'  =  o  dans  (  \)]  cela  donne 

Câ)  X  =  — !^  siii2a. 

On  voit  que  deux  valeurs  complémentaires  de  a  donnent  la   même 

portée.  On  a  la  portée  maximum  —  >  en  tirant  à  45". 

La  durée  de  trajet  est  obtenue  en  faisant  j^  =  o  dans  (3),  ce  qui 
donne; 

S 

Elle  augmente  constamment  avec  l'angle  de  tir. 

I^a  flèche  est   le   maximum    de   )'.   On   l'obtient   en    rcnqjlaçant    t 
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par  —  dans (3)  : 

F  =  -  ''»  ^'"^^ 

•2  g 

Elle  ne  dépend  que  de  la  composante  verticale  de  la  vitesse  initiale. 
En  particulier,  si  a  =  ->  c'est-à-dire  si  on  lance  le  projectile  vertica- 

(,2 

lement  de  bas  en  haut,  il  monte  à  la  hauteur  — ^• 

77.  Parabole  de  sûreté.  —  La  vitesse  iniliale  étant  donnée,  cherchons  sous 
quel  angle  a  il  faut  tirer  pour  atteindre  un  point  donné  P(a7,  y')  du  plan  de  tir. 
Il  suffit  de  résoudre  l'équation  (4)  par  rapport  à  a,  en  y  regardant  x  t.\.  y 
comme  les  coordonnées  de  P.  Or,  elle  peut  s'écrire 

(8)  — f  tangua —  a?  langa+  —|  +  K  =  o. 

Elle  est  du  second  degré  en  tanga.  Il  y  a  donc  deux  solutions,  c'est-à-dire  deux 
trajectoires  qui  passent  par  F,  sous  la  seule  condition  que  cette  équation  ail 
ses  racines  réelles,  ce  qui  exige,  tous  calculs  faits, 

(ç,)  a;^^'^(^y-l 

Cette  condition  est  remplie  à  l'inlcrieur  d'une  parabole,  dont  le  sommet  est 
le  ])oint  culminant  de  la  trajectoire  rectiligne,  dont  le  foyer  est  0  et  qu'on 
appelle  \a  parabole  de  sûreté.  Cette  parabole  est  l'enveloppe  des  trajectoires, 
car  son  équation  a  été  obtenue  en  écrivant  que  l'équation  (8)  a  une  racine 
double  en  tanga  (t.  II.  n"  272). 

78.  Mouvement  vertical  d'un  projectile  dans  l'air.  —  Quand  un 
corps  solide  se  déplace  dans  l'air  calme  avec  une  certaine  \  itesse  i', 
il  est  soumis  à  des  réactions  distribuées  sur  sa  périphérie,  suivant  une 
loi  plus  ou  moins  compliquée.  Ces  réactions  peuvent,  au  sens  de  la 
théorie  des  vecteurs,  ne  pas  être  réductibles  à  une  force  unique  (t.  II, 
n"  121  ).  Leur  ensemble  agit  à  la  fois  sur  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité et  sur  l'orientation  du  projectile.  Le  problème,  envisagé  de  ce 
point  de  vue  général,  est  fort  compliqué,  tant  par  ses  difficultés  expé- 
rimentales que  par  ses  difficultés  lliéoriques.  On  le  simplifie  dans  la 
praliquc,  en  assimilant  le  projectile  à  un  point.  La  résistance  de  l'air 
est  alors  une  force  R,  opposée  à  la  vitesse  et  croissant  avec  elle.  Pour 
les  grandes  vitesses,  telles  que  celles  des  projectiles  des  armes  à  feu. 
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la  fonction  qui  relie  R  à  r  est  1res  compliquée;  les  balisliciens  l'ont 
déterminée  expérimentalement  avec  une  précision  assez  grossière, 
mais  néanmoins  suffisante  pour  les  besoins  des  artilleurs.  Pour  les 
faibles  vitesses,  des  expériences  plus  nombreuses  et  plus  précises  ont 
été  faites,  soit  à  la  Tour  Eiffel,  soit  dans  des  laboratoires  aérod^na- 
miqucs.  Elles  ont  montré  que  la  résistance  de  l'air  est  sensiblement  de 
la  IdiMiie 

(10)  R  =  A-Sw2, 

S  désignant  la  surface  de  la  section  droite  du  cylindre  circonscrit  au 
projectile  parallèlement  à  la  vitesse  et  k  désignant  un  coefficient 
numérique,  dont  la  valeur  dépend  beaucoup  de  la  forme  du  corps 
solide  et  aussi  de  ses  dimensions.  Si  Rest  évalué  en  kilogrammes, 
S  en  mètres  carrés  et  v  en  mètres  par  seconde,  on  trouve,  par 
exemple,  que  /.•  croît  de  o,o65  à  0,08  pour  une  plaque  carrée  dont  le 
coté  croît  de  10''"  à  1'"  et  qui  se  déplace  avec  une  vitesse  normale  à 
son  plan.  Pour  une  sphère  de  ar)'""  de  diamètre,  k  =  0,0 1  i .  Pour  une 
dcmi-splière,  A' =  0,021  ou  o,o83  suivant  que  le  grand  cercle  de 
base  est  tourné  vers  l'ariuére  ou  vers  l'avant. 

On  peut  déterminer  complètement  par  des  quadraluies  le,  mou\e- 
ment  d'un  point  pesant  soumis  à  une  telle  résistance.  Nous  nous  con- 
tenterons d'examiner  ici  le  cas  particulier  du  mouvement  rectiUgne 
verticcd. 

Pour  simplifier  les  notations,  nous  poserons,  en  appelant  m  la  masse 

du  |)rojectile, 

A-S 

(\\)  —  =  c 

ni 

et  nous  donnerons  à  cette  constante  c  le  nom  de  coefficient  bcili's- 
tifjiie  (bi  projectile. 

7'.).  I.  Mouvement  ascendant.  —  L"('([uati(in  dillV-rentielle  du 
monvenient  est,  en  divisant  par  ///, 

Les  variables  sont  séparées  et  Ton  a 

ii>)  '  =  -   /     -,' 
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Celte  intégrale   se    ealcule    imniédiatement   par   un  arc   tangente    el 
donne 

en  posant 

n5)  tangço=  fol/-^>         a  =  \/l^'. 

Si  ;  désigne  l'altitude  du  projectile  au-dessus  de  son  point  de  départ, 
on  a,  en  intégrant  (i4)  par  rapport  à  t, 

ib)  -=    /     vdt=  -Los] '-^ -\. 

Ces  foi'Uîules  sont  valables  jusqu'au  moment  où  la  vitesse  s'annule, 
c'est-à-dîre  jusqu'au  temps 

117)  T  =  — , 

a 

qui  est  la  durée  de   trajet  du  mouvement  ascendant.    L'altitude  du 
point  culminant  est  obtenue  en  faisant  t  ^^T  dans  (16)  : 


18) 


C  °\COSÇo/  1C         ^   \  g         1 


Lorscjue  c  tend  vers  zéro,  on  retrouve  bien  la  formule  du  vide.  Pour 
les  très  petites  valeurs  de  r.  on  peut   prendre  la  formule  approcliée 

,  ,,,)  Z=  ^("i-c-^")  =Z,(i-cZo), 

Zy  désignant  l'altitude  correspondant  au  vide. 

Le  bon  sens  indique  que  Z  doit  diminuer  quand  c  augmente.  C'est 
ce    qu'il    est   possible    de   vérifier    sur    (18),   en  démontrant   que  Ic: 

dérivée  -^  est  neoative  (  '  ). 

de  o  \   / 

<S0.   H.   Mouvement  descendant.  —  L'équation  différentielle  du 


Cj  Cette  dérivée   a    le  signe  de    y=  ^^—^  — Log/i-f-  „  ro)-  En   prenant   la 

dérivée  de  celte  fonction  de  c.  on  constate  qu'elle  est  négative;  donc,  y  dccroit.  Or, 
pour  c  =  o.  elle  est  nulle.  Donc,  elle  est  néirative  pour  c  >  o. 
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(20) 
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VI 

dv 

dt 

— •  0 

cv 

Comme  précédemment,  on  en  lire 

,  ,         r"       dv  T  /\^v     V  — ro\ 

.,/,,     ^  —  et'-        ■j.a       ^  \\  —  t'     V  -^  t'o/ 

a  désignant  la  même  quantité  (}ue  toiil   à   l'heure   el  \    étant  donné 

y     c        a         c 


par 


On  peut  résoudre  l'écpiation  (21)  par  rapport  à   r;   on  obtient   une 
formule  qui  peut  s'éerire,  par  exemple, 


\hat  -+- 


(-.3) 


<•  =  V 


-^  ^  l\\a( 


Si  ''0  <  ^  ;  <Jii  pentposer  ^  =  lli^o  C'^  1^'  formule  devient 


(•^4) 


V  =  V  tli(rt^  -t-  ço  ). 


Si  <'o>  ^  5  "Il  pose,  au  contraire,  —  =  liiso  et  l'on  a 


(a5) 


lh{at  -+-  ï-o) 


(les  deux  formules  (7.4)  et  (^.S)  auraient  pu  se  déduire  directement  de  \n 
f'urmule  (  i4  ),  en  rcmaïqiiiint  que  (^o)  résulte  de  (  i?.)  par  le  ciiangemenl  de  ,1: 


en  —  ^'.  En  faisant  ce  cliaiigenient  da 


nsflD^f 


se  clianije  en  i  V  el  a  en  ia. 


Si  l'on  se  reporte  iiux  fornuiles  (  58)  du  n"  109  <hi  Tome  I,  on  aboutit  à  la  for- 
mule C'^.^),  qui  n'a  de  sens  que  si  Pq  <  ^  1  puisque  la  langcnle  liy|)erbolique  est 
t(ju jours  plus  petite  que  i  (  l.  I,  n"  109).  Pour  obtenir  (->.')),  il  suffit  do  partir 
de  (  iq),  en  remplaçant  la  tangente  par  l'invcise  dune  langcnle,  ce  qui 
revient  à  clinn^ei  la  valeur  de  ci,,. 


A\anl    c  en   lonclion  de  /,   nous   a\ons  c-  pai'  une   (piadraliirc.    lin 


a         c 
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intégrant  ('>.4  )  et  (2.'))  et  remarquant  que  —  =  -,  il  vient 


Il  est  facile  maintenant  de  se  rendre  compte  du  mouvement.  Les  for- 
mules (24)  et  (aS  )  nous  montrent  d'abord  que  v  tend  toujours  vers  A  . 
lorsque  /  devient  infini,  puisque  thco^  i.  Le  mouvement  tend  donc 
à  devenir  uniforme,  la  vitesse  limite  étant  ^  .  En  outre,  c  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens,  puisque  la  tangente  hyperbolique  est  une 
fonction  croissante.  Suivant  que  la  vitesse  initiale  est  inféiieure  ou 
supérieure  à  la  vitesse  limite,  le  mouvement  est  constamment  accéléré 
ou  constamment  retardé. 

La  rapidité  avec  laquelle  on  se  rapproche  du  mouvement  uniforme 
est  d'autant  plus  grande  que  la  constante  a  est  plus  grande,  c'est- 
à-dire,  d'après  (i5),  que  le  coefficient  balistique  est  plus  grand.  La 
formule  (22)  nous  montre,  de  son  côté,  que  la  \itesse  limite  varie  en 
raison  inverse  de  la  racine  carrée  de  ce  coefficient.  La  chute  est  donc 
d'autant  plus  lente  cjue  le  coefficient  balistique  est  jilus  grand. 
Ceci  permet  d'expliquer  certains  faits  d'expérience  bien  connus  de 
tout  le  monde.  On  sait,  par  exemple,  qu'une  balle  de  plomb  tombe 
beaucoup  plus  vite  qu'une  balle  de  liège  de  même  diamètre.  Effecti- 
vement, la  formule  (1  i)  montre  que  c  est  plus  petit  pour  la  première 
balle  ({ue  pour  la  seconde,  car  AS  est  le  même  dans  les  deux  cas, 
tandis  que  la  masse  m  est  beaucoup  plus  grande  pour  le  plouib  que 
pour  le  liège. 

81.  Pexdule  simple.  —  l^e  pendule  simple  est  constitué  par  un 
point  pesant  assujetti  à  se  déplacer,  sans  frottement,  sur  une  circon- 
férence située  dans  un  plan  vertical.  On  pourrait  l'obtenir  en  l'éali- 
sant  matériellement  la  circonférence;  mais,  il  serait  alors  très  difficile 
de  supprimer  le  frottement.  On  j  arrive,  au  contraire,  très  simple- 
ment, en  suspendant  le  j)oiut  (  qui  sera,  par  exemple,  une  petite 
sphère)  à  un  fil  flexible  et  inextensible,  dont  l'autre  extrémité  est 
(ixe  (n°  7i)  (').  A  \rai  dire,  on  réalise  ainsi   un  pendule  s|)hérique, 

(')  Cela  ne  supprime  p;is  omplétemenl  !<•   fiDlleincnl,  à  cause  de  lit  raideur  du 
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puisque  cette  liais(Uî  impose  seulement  au  point  dètrc  sur  une  sphère 
avant  j)Our  centre  le  point  de  suspension  et  pour  rajon  la  longueur 
du  lil.  Mais  il  suffit,  pour  avoir  le  pendule  circulaire,  de  l'abandonner 
sans  vitesse  initiale  ou,  plus  généralement,  de  le  lancer  avec  une 
vitesse  initiale  située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  la  position 
initiale  du  fil.  Ce  plan  est  alors  un  plan  de  symétrie  du  phénomène 
et  contient  nécessairement  la  trajectoire,  qui  est  donc  un  grand  cercle 
vertical. 

La  réaction  du  lil  sur  le  j)oint  est  sa  tension,  dirigée  suivant  MO 
(n°  14-6).  Elle  est  bien  normale  à  la  trajectoire,  ce  (jui  prouve  Tabsence 
de  frottement.  De  plus,  la  liaison  est  unilatérale;  la  réaction  doit  être 
dirigée  dans  le  sens  MO,  pour  que  le  lîl  reste  tendu. 

Pour  trouver  l'équation  du  mouvement,  il  suffit  d'appliquer  le 
théorème  des  forces  vives,  sans  s'occuper  de  la  réaction,  qui  ne 
travaille  pas  (n°  71).  Si  r  désigne  la  vitesse  du  point  M  et  z  sa  cote 
au-dessous  du  point  O,  on  a 

(28)  p2=20--  +  /,, 

car  le  poids  dérive  de  la  fonction  de  force  U  =  mg^--  L^  constante  h 
est  déterminée  par  les  conditions  initiales  : 

(29)  //  =  c^  — '^i-Jo- 

Prenons  pour  inconnue  Télongation  du  pendule,  c'est-à-dire 
Tangle  -j5  de  la  verticale  descendante  Oz  avec  OIM,  le  j)lan  étani 
ori(,'nté  dans  un  sens  quelconque.  Si  /  désigne  la  longueur  OM  du 
pendule,  on  a 

(  30)  V   —■    /ç',  Z   =   /('OS  Ci. 

En  poi'lant  dans  (  :>,8  ),  on  a 

(3i;  o'2=  -j-  (C0S9  — aj, 

rt  désignant  une  constante  que  nous  substituons  à  //  el  qui  est  donnée 
j)cir  la  formule 

.... [;_  _  £0  _  _ij^  _ 


fil,  qui  existe  toujours  un  peu  et  aussi,  quand  le  pendule  oscille  dans  l'air,  à  cause 
de  la  résistance  de  l'air.  Mais  pratiquement,  ces  perturbations  sont  très  faibles. 
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Les  variables  sont  séparées  et  l'on  a 


33) 


i/^.r 


Vcoscû  —  a 


Celte  intégrale  ne  se  calcule  pas  par  les  fonctions  élémentaires,  car 
>i  l'on  pose,  par  exemple,  cos:p  =  :r,  on  obtient  un  polynôme  du 
Iroisiéme  degré  sous  le  radical.  On  peut  néanmoins  se  rendre  compte 
du  mouvement,  en  remarquant  que  coscp  doit  rester  supérieur  à  a, 
|)Our  que  le  l'adical  demeure  réel. 'Ceci  nous  conduit  à  distinguer 
deux  cas  : 

8!2.   Premier  cas  :  a  <i  —  i ,  ou  ^'o  >  c, ,  en  posant 


(31)  i'i=^iff{z,-i-l). 

(}uel  que  soit  es,  son  cosinus  est  supérieur  à  — i,  donc  à  a.  Il  s'ensuit 
que  ca  croît  au  delà  de  toute  limite,  si  l'on  suppose,  pour  fixer  les 
idées,  que  cp'^  est  positif.  Autrement  dit,  le  point  M  tourne  indéfini- 
ment sur  la  circonférence.  Ce  mouvement  de  rotation  est  évidemment 
périodique,  car  si  l'on  augmente  a  de  2-,  ^  est  augmenté  de  la  quan- 
tité constante  ('  ) 

(35)  T  =  4/—    /  ,         ' 

Eu  outre,  deux  arcs  symétriques  par  rapport  à  Oz  sont  parcourus 
dans  le  même  temps,  car  l'élément  différentiel  de  l'intégrale  y  reprend 
les  mêmes  valeurs. 

Deuxième  cas  :  a  >  —  i ,  ou  t'o  <  'i  •  —  Comme  a  est  nécessai- 
rement <i,  carie  radical  est  certainement  réel  au  temps  zéro  (-),  il 


(')  L'intégrale  est  aiigmenlée  de 

.0         ^  2  TT         ^2  71:  +  :p 


^0  +  21T  pO  pin  pli 

AI=/  =/+/         -^    \ 

Of.    si    l'on    cliangr    z    en    3 -H?-    dans      /     j    on    obtient     /  >   qui    se    detrui 

J -0  «-    Ç+2K 

I  .  Donc,  AI  =    / 


r  + 

ÎTl  +  Ç 

avec 


(.-)    Cela   résulte    aussi    du    la    formule    (32),    qui    montre   que  c/ =  coscp„— -j^, 

-  s 

est  ~  cos^o^i. 
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existe  deux  an<;le.s'^i,  —  of  compris  entre  —  -  et  +7t,  dont  le  cosinus 
est  égal  à  a.  Il  leur  correspond  deux  points  M,  et  M',  sjinélriques  par 
rapport  à  O;.  Puisque  cos'^  doit  rester^  cos'^, ,  cp  doit  rester  compris 
entre  o,  et  —  cp,  ;  autrement  dit,  M  doit  rester  sur  l'arc  M,PM',, 
P  désignant  le  point  le  plus  bas  de  la  circonférence.  Si  l'on  suppose, 
comme  tout  à  l'heure,  '-s'^^  o,  o  commence  par  croître.  Il  atteint  cp, 

en  un  temps  Uni,  car  la  quantité  sous  le  signe  /  de  la  formule  (33) 
devient  infiniment  grande  d'ordre-  (t.  1,  n"  154)  (  '  ).  Puis,  il  se  met 

à  décroître  jusqu'à  —  o,,  croît  de  nouveau  jusqu'à  'i(  et  ainsi  de  suite. 
Le  mouv^ement  est  donc  une  oscillation  indéfinie  sur  l'arc  M|Pi\J,. 
Cette  oscillation  est  évidemment  périodique;  on  peut  même  ajoutei' 
que  la  durée  T  d'une  oscillation  simple  est  la  même  dans  les  deux 
sens  et  que,  comme  dans  le  premier  cas,  deux  arcs  symétriques  par 
rajypcu't  à  Or-  sont  parcourus  dans  des  temps  égaux,  de  sorte  que 


(30,  T  =  /|'/-"^^ 


fi 


Cas  intermédiaire  .•  a  =  —  i,  ou  ro=  ((.  —  La  quantité  sous  h; 

radical  peut  alors  s'écrire 

o 

I  4-  cos -i  =  2  ros2  s. 

'  v, 

cl  la  formule  (33)  devient,  en  siq)|)Osant  c5'^j>>o, 

d  MM  l'on  tire 

(38)  lang/il^  =  langl^^  e?V /' . 

4  4 

Celte  formule  montre  «pie,  lorscjue  L  croît  de  o  à  -j-oo,  cp  croît  de  cp,, 
à  -.  Autrement  dit,  iM  se  déplace  constamment  dans  le  sens  positif 
et  tend  asjmptotiquement  vers  le  point  le  plus  hautP'. 

I^es  résultats  de  cette  discussion  sont  bien  conformes  a\('c  le  bon 


f;    Car    9,    est    une   riicine  sim])Ic   de  la  quaiUitc  sous  le  radical,   puisque  la  dé- 
rivée —  sin^,  n'est  pas  nulle. 
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sens, car  rexpéiience  la  plus  vulgaire  nous  apprend  que  pour  faire  faille 
un  tour  complet  à  un  pendule,  il  faut  le  lancer  avec  une  grande  vitesse  ; 
si  la  vitesse  est  faible,  on  obtient  seulement  des  oscillations.  Quant 
au^as  intermédiaire,  il  est  évidemment  purement  théorique,  car  on 
ne  peut  jamais  réaliser  rigoureusement  une  égalité  dans  une  expé- 
rience (').  Mais,  on  peut  s'en  approcher,  en  supposant  toutefois, 
comme  nous  allons  le  voir  plus  loin,  la  liaison  bilatérale.  L'expéiùence 
consiste  alors  à  lancer  une  bille  dans  un  tube  circulaire,  de  telle 
manière  quelle  s'arrête  juste  au  point  le  plus  haut  ou  dans  son  voisi- 
nage(=^). 

83.   CiLcuL  DE  LA  RÉACTION.  —  Appliquons  la  deuxième  équation 
intrinsèque  (n°  08),  en  orientant  la  normale  vers  le  centre  du  cercle 

(  39)  m  -j  =  —  mg  coscp  -l-  R  ; 

d'où  l'on  tire,  en  tenant  compte  de  (28)  et  de  (Sa), 

(  \o)  R  =  —  {"ig z  -t-  //  j  =  —j-  (3z  —  lia)  =  mg  (Scosç.  —  2a). 

Cherchons  si  celte  réaction  peut  devenir  négative,  c'esl-à-ilire  si  le  fil  peut 

se  détendre.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  coso  puisse  devenir  <  -  a.  Or, 

le  minimum  de  ce  cosinus  est  a  ou  — i,  suivant  que  le  mouvement  est  oscii- 

latoirc  ou  rolatoire.  Il  fiiut  que  ce  minimum  soit  <  -  a.  Dans  le  cas  du  mou- 

2 
vement   oscillatoire,  on  doit    avoir  a  ■<  ^  «,  ce  qui   exige  a  <C  o.  Aulremeni 

dit,  les  extrémités  Mj  et  M',  de  l'arc  d'oscillation  doivent  être  au-dessus 
du  plan  horizontal  11  qui  passe  par  0.  Si  cette  condition  est  remplie,  la  réac- 
tion change  de  signe,  donc  le  fil  se  détend,  au  moment  où   M  alteinl  le  plan 

horizontal  H'  situé  à   une  dislance  au-dessus  de  H  égale  aux -^  de  la  distance 

de  M]  à  H.  \  partir  d<'  ee  moment,  le  point  M  devient  libre  et  l'on  est  ramené 

au  problème  du  n"  76. 

■>. 
Dans  le  cas  du  mouvement  di-  rotation,  on  doit  avoir  —  1  <  -^  «  ou,  en  teiianl 

compte  de  (  îa), 

'  10  vl<Cg(-2Zo-^M)  =  cf. 


(')  De  phis,  les  froUeiiients,  que  nous  avons  négligés  dans  celle  théorie,  sont  suffi- 
sants, quelle  que  soit  leur  petitesse,  pour  modifier  nos  conclusions  dans  ce  cas  par- 
ticulier. 

C)  L'arrêt  est  justement  produit  pur  le  flottement. 
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Celto  inégalité  est  compatible  avec  t'o>  i-'i,  oar  fi  <  f^.  Si  donc,  Cq  est  compris 
eulre  ej  et  t'j,  le  fil  se  détend  encore.  Ceci  arrive,  «-n  particulier,  dans  le  cas 
intermédiaire  étudié  tout  à  l'heure,  qui  ne  peut  donc  être  réalisé  que  si  la 
liaison  est  bilatérale. 

8i.  I^^TiTEs  osciLL.VTioAs.  —  Le  pciitltilc  ucst  giière  ulilisé  dans  la 
pratique  que  dans  le  cas  particulier  où  il  cfFeclue  de  très  petites  oscil- 
lations. On  peut  alors  simplifier  considérablement  l'étude  de  son  moti- 
vement.  Supposons,  par  exemple,  (ju'on  Tahandonne,  sans  vitesse  ini- 
tiale, avec  une  élongation  très  petite  a.  Comme  l'anj^le  o  varie  entre  —  a 
et  -h  a,  il  demeure  constamment  très  voisin  de  zéro  et  l'on  peut,  dans 

la  formule  (33),  remplaceii,  sous  le  radical,  cos'.5  par  i  —  —  •  On  peut 

alors  intégrer  par  un  are  sinus.  On  arrive  plus  simplement  au  résultat 
en  partant  de  l'équation  dilTérentielle  du  second  o/dre  à  laquelle  doit 
satisfaire  es.  Cette  équation  peut  se  déduire  de  (3i),  en  dérivant  par 
rapport  au  temps  et  divisant  par  :>'i'.  On  obtient  ainsi  (') 

(U)  ef"+ysinç  =  o. 

Si  l'on  remplace  maintenant  le  sinus  par  l'arc,  il  vient 

(Î3)  ç"+^,j==o. 

équation  linéaire  à  coefficients  constants,  dont  rintégrale  gciuialc 
est  (t.  1,  n"  197) 

ç=.Aeos^/f.+  Bsin^/f.. 

Comme  nous  supposons  'i^,  =  o  et  es,, -==7,  on  a  ]î  =  ocl  A  =  a; 
donc, 

(i4)  cp  =  acosl/^^. 

Le  mouvemeiat  est  un  mouvemcnl  vibratoire  sinq)le(-).  Sa  dcmi- 


f;  Celte  équation  pourrait  aussi  être  obtenue  en  appliquant  la  première  équation 
intrinsèque  (  n' .'iS)  ou  bien  le  théorème  du  moment  ciiKliquc  par  rap|)ort  à  O  f  n"  59  ». 

(')  En  réalité,  il  n'est  pas  rif,'Oureusement  rcctiligne:  mais,  au  degré  d'afiproxi- 
malion  que  nous  avons  admis,  on  peut  confondre  l'arc  d'oscillation  avec  un  segment 
de  l;i  liiniiente  en  I'. 
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période  ou  durée  d'une  oscillation  simple  est 

T 


(  i5) 


=V; 


Elle  est  indépendante  de  a;  c'est  la  loi  de  Visochronisme  des  petites 
oscillations.  Ce  n'est  qu'une  loi  approchée,  car  la  véritable  valeur 
de  T  est  donnée  par  (36)  ou 

(!«>)  T=./gr,  "' 

^'   ^  \     g  J^      v/cosç  — cosx 

et  elle  dépend  de  a. 

Ou  peut  en  chercher  une  valeur  plus  approchée  que  la  valeur  (43  i,  en  pous- 
sant, sous  le  radical,  les  développemenls  de  cos'f  et  cosz  jusqu'aux  termes  du 
quatrième  ordre  inclusivement  : 

(4rj  T  =  2i  '"^ 


/      /«'-?=-7^(»'-?') 

-    0  ' 

Si  l'on  pose  ç  =  y.u,  l'intégrale  du  second  membre  devient 
''  du 


\  = 


^/(._,,.)[^,_|  (,-,„.,] 


Si  l'un  développe,  par  la  série  du  binôme,  la  quantité  sous  le  signe    /    sui\ant 
les  puissances  croissantes  de  a-,  en  s'arrêlant  au  terme  en  a^,  il  vient 


f'- 


r=    /     /       — of^i  =  -    1-4- —   -+- -  J, 


j=  Ç  -^i^=   r  sin^e./o  =  ^., 

en  posant  u  =  ^■inO.  Finalement, 
el,  en  portant  dans  (']"]), 

L'erreur  commise  en  adoptant  celle  formule  est  du  quatrième  ordre  en  a. 
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85.  pJLA^  i\<  LiM..  —  Considérons  un  j)lim  I',  (|iii  fail  l'angle  i  avec 
le  plan  liorizonlal.  Siij;posons  qu'un  point  M,  de  masse  ni,  soit  assu- 
jelli  à  se  déplacer  dans  ce  plan,  lequel  sera  d'ahord  supposé  paifai- 

lemenl  poli.  Si  nous  projetons  f=  ///.-'  sur  le  plan,  la  pi'ojeclion  de 
la  force  se  réduit  à  la  projection  du  poids  de  M,  puisque  la  réaction 
du  plan  est  normale;  c'est  un  vecteur  égal  à  mgsini  et  dirigé  suivant 
la  ligne  de  plus  grande  pente  descendante.  D'autre  part,  la  projection 

de  V  est  ce  vecteur  lui-même,  puisqu'il  est  dans  le  plan  P.  Le  mou- 
vement du  point  AI  est  donc  le  même  que  s'il  était  lil)re  dans  le  plan  P, 
la  pesanteur  étant  dirigée  sui\ant  la  ligne  de  plus  grande  pente  des- 
cendante et  réduite  dans  le  rapport  s'ini.  On  est  dès  lors  ramené 
au  n"  76  et  le  mouvement,  pour  des  conditions  initiales  quelconques, 
est  un  mouvement  parabolique,  se  déduisant  de  celui  du  n"  70  par  le 
'  changement  de  />  en  ^^  sini. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  du  frottement.  Nous  nous  bornc- 
rf)ns  à  considérer  le  cas  où  la  vitesse  initiale  est  dirigée  suivant  une 
ligne  de  plus  grande  pente  Ox,  de  sorte  cjue  le  mouvement  se  fait  sur 

celte  ligne,  par  raison  de  symétrie.  En  [)rojolanl  y  := /«.  v  sur  O.r, 
on  a 

'  19  )  m  x"  =  n\ g  >iii  i  -t-  \\ ,. 

I)  autre  pari,  en   projetant  sur  la  noruialc  au  plan  cl  en   l'cmai'cpianl 

qiu;  la  projection  de  y  est  nulle,  on  voit  (pie  la  i<a(tu)n  uoruudeNest 
égale  et  opposée  à  la  composante  normale  du  poids  ini^\  de  sorte  que 

(  >o)  N  =  mg  co^i. 

La  force  de  frottement  est  égale  à  fîS  =zf  nii^rosi;  elle  est  égale 
à  zb  R^,  suivant  que  le  mouvement  a  lieu  vers  le  luiut  ou  vers  le  bas. 

S().  l'ieniicr  cas  :  moiivenicnt  ascenddiil .  —  L'(''fpialu)u  {\\)) 
dc\  ieni 

('>\j  x"  =  g(i'\n  i -hfcosii). 

L'accélération  est  constante;  et  dirigée  en  sens  inverse  du  mouveinciii, 
le(juel   est   d(uic   utiifoiiiiémeul    i-etarrlé.  V^n  intégrant  (5i)  et  tenant 
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compte  des  conditions  initiales,  on  a 

(5-2)  ce'  =  ~  l'o-t-  ^{^ini  -hfco^î)t, 

La  vitesse  s'annule  au  bout  du  temps 
(54)  ti  = 


i  sini  -hfcosi) 


Deuxième   cas  :  mouvement  descendant.    —    L'équation    (4q) 
devient 

(55)  x"  ^=  g{i\ni — ycost). 

Le  mouvement  est  uniformément  accéléré  ou  retardé,  suivant  que  / 
est  inférieur  ou  supérieur  à  langt.  En  intégrant,  on  trouve 

(5G)  37'=  1^(1 -i- ^(sin  t  —  fcosi)(, 

(5/)  X  =  f,i  /H —  gi  i?in  i — f  cosi)t-. 

Siy<;tang/,  la  vitesse  va  constamment  en  croissant,  M  descend 
indéfiniment  d'un  mouvemenl  uniformément  accéléré.  Siy'j^- tang/, 
la  vitesse  s'ann'ule  au  bout  du  temps 

(58)  ^2  = 


s,'-{J  cosj  —  siii  i  ) 
Si /=  tangi,  le  mouvement  est  nnifoi^me. 

Cas  intermédiaire  :  la  vitesse  initiale  est  nulle.  —  On  ne  sait 
pas  a  priori  si  le  point  \a  monter  ou  descendre.  Toutefois,  la  pre- 
mière hypothèse  est  contraire  au  bon  sens.  Elle  est  également  contraire 
à  la  théorie,  car  si  le  point  commençait  à  monter  et  prenait  une  petite 
vitesse  ascendante  t'o,  cette  vitesse  s'annulerait  au  bout  du  temps  /,, 
lequel  serait  infiniment  petit,  puisque  proportionnel  à  Cq.  Autrement 
dit,  il  est  impossible  que  le  point  prenne  une  vitesse  ascendante  sans 
que  cette  vitesse  s'annule  aussitôt.  Il  ne  peut  donc  pas  monter. 

Lorscjue/'^tangi,  le  même  raisonnement  s'applique  au  mouvement 
descendant.  Donc,  dans  ce  cas,  le  point  ne  peut  ni  monter,  ni  des- 
cendre; il  reste  immobile,  conformément  aux  lois  du  frt)tlemcnt  au 
repos  (iiM 29). 

H.VAG.  —  Cours,  III.  7 
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Si  /  <^  t'^ing'?  on  peut  adinellrc.  sans  C'[yv  coudull  à  une  conlradic- 
tion,  que  le  point  se  met  à  descendre.  En  if'allté,  Texpérience  montre 
que  ceci  ne  se  j)r()(luii  que  si  tangi  dépasse  le  coefficient  de  frotte- 
ment au  repos  ^0,  qui  est  toujours  plus  grand  que /' (n"  129). 

On  peut  maintenant  résumer  comme  il  suit  les  conclusions  de  la 
discussion  précédente  : 

Si  le  point  est  lancé  i^ers  le  haut.,  sa  vitesse  décroît  uniformé- 
ment et  s^annule  au  bout  du  temps  /,  ;  à  ce  moment^  le  point 
s'arrête  si  Xnn<j;i  <:^/o;  sinon,  il  repart  vers  le  bas,  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré. 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  bas,  il  descend  indéfiniment 
si  tangf  ^/;  sinon .  il  s' arrête  au  bout  du  temps  t.^. 

87.  Attraction  pkoi'oktioxmîlle  a  la  distance.  - —  Considérons  un 
point  M,  de  masse  m,  qui,  par  rapport  à  un  certain  trièdre  de  réfé- 
rence 0.iyz.,  est  en  équilibre  stable  dans  la  position  O.  Écartons-le 
dans  une  position  très  voisine  M.   Nous  admettrons  que  cet  écart 

donne  naissance  à  une  force  absolue  A.MO,  qui  est  une  attraction 
proportionnelle  à  la  distance.  C'est  là  une  lijpolhèse  qu'on  fait  sou- 
\ent  en  Physique,  par  exemple  dans  les  théories  qui  reposent  sur  les 
mou\ements  vibratoires  de  Téther.  On  la  fait  également  en  Mécanique 
appliquée,  dans  l'étude  des  ressorts.  Par  exemple,  si  l'on  allonge  un 
ressort  à  boudin  (ou  un  fil  élastique)  au  delà  de  sa  longueui-  naturclh-, 
la  tension  du  ressort  ou  du  (il  est  sensiblement  jjroportionncUe  à 
rallongement,  pour\u  que  cet  allongement  ne  soit  pas  tiop  grand. 

Le  point  INl  étant  lancé  de  la  position  ^lo  avec  la  vitesse  c„,  cher- 
ciions  le  niouvemenl  qui  j»r('nd  naissance.  Les  écpialious  (lifTérenticllcs 
de  ce  mouvement  sont 

('19)  mx" -\- kx  =  o,         iny"~>rky  =  i),         fnz"^kz  =  o. 

Ce  sont  dés  équations  lini-aires  du  second  ordi-c  à  cocflicienls  cons- 
tants. Si  l'on  pose 

(6oj  ui  =  i  /  — , 

y    m 

l'intégrale  générale  est  doniue  par  (t.  I.   n"  197) 
( C)i)  a:  =  \  cosw/  -+-  H  sin  toi 
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et  des  formules  analogues  pour  j-  et  ;,  les  constantes  A  et  B  étant 
seules  changées. 

Si  l'on  se  re[)orte  au  n°  32.  on  i-econnaît  les  équations  générales 
d'une  vibration  elliptique  de  centre  O  et  de  fréquence 

Pour  la  déterminer  simplement  en  fonction  des  conditions  initiales, 
prenons  OMo  pour  axe  des  x.  Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

Premier  cas  :  la  vitesse  initiale  est  dirigée  suivant  la  droite  OM,, . 
—  Prenons  des  axes  Oy  et  O.;  quelconques.  Les  conditions  initiales 
sont 

^0,  ^'o=^»,  JKo  =J>'fj  =  -0  =  -,',  =  o. 

En  ])ortant  ces  hypothèses  dans  les  équations  telles  que  (6i  )  et  dans 
ces  équations  déri\ées  par  rapport  à  t.  on  trouxe  aisément 

(63)  a:  =  Xn  cosoj/ -i sinw/.  r=o,  ;:;  =  o. 

,     On    en   conclut    que   le    mouvement  est  un  mouvement  rectiliane 
vibratoire  simple. 

Deuxième  cas  :  la  vitesse  initiale  ne  passe  pas  parO.  —  F^re- 
nons  Oy  parallèle  à  cette  vitesse  et  Oz  quelconque.  Les  conditions 
initiales  sont 

x^,         xl,  =  o,         ^^0=0,         y'o  =  f^o,         -0  =  -il  =  o- 

<  )n  en  déduit  les  valeurs  des  constantes  A,  B,  en  faisant  /  =  o  dans 
les  équations  telles  que  {6i)  et  dans  leurs  dérivées;  un  calcul  très 
simple  conduit  liualemenl  aux  écpiations  sui\antes  : 

''o     • 
(  G.'i  )  X  =^  Xo  co?iO)t,         y=  — sinw/,  3=0. 

10 

Le  mouvement  est  une  vibration  elliptique. 

88.   Knergmc  d'un  mouvement  vibratoire.  —  L'attraction  précédente  dérive 

d'une  fonction  de  i'orce  11=  —  -  r^  ( n"  62).  On   peut  donc  écrire   lintéîirale 

•2  ' 
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des  forces  vives  i  n"  68) 

(G5)  -  mv--\- -  r-=  11. 

'>.  ■> 

Les  deux  termes  du  premier  membre  sont  respectivement  l'énergie  cinétique 
et  l'énergie  potentielle  du  mouvement  vibratoire.  Leur  somme  constante  h  en 
est  l'énergie  totale;  elle  dépend  uniquement  des  conditions  initiales;  la 
vibration  conserve  l'énergie. 

En  Mécanique  appliquée,  ceci  n'est  pas  vrai,  à  cause  des  frottements  inévi- 
tables et  l'énergie  totale  diminue,  car  elle  est  absorbée  progressivement  par  le 
travail  des  frottements,  travail  qui  est  toujours  négatif  in"  73).  Par  exemple, 
si  l'on  bande  un  ressort,  de  manière  à  l'allonger  ou  à  le  raccourcir  de  /•  à 
partir  de  sa  longueur  naturelle,  on  lui   donne  une  énergie  potentielle  (appelée 

aussi  énergie  de  déformation)  égale  à  —  r-.  Si  ensuite  on  l'abandonne,  il  se 

met  à  vibrer;  l'énergie  potentielle  initiale  se  transforme  plus  ou  moins  par- 
tiellement en  énergie  cinétique,  suivant  la  pbase  du  mouvement.  L'énergie 
totale  devrait  tbéoriquen)ent  rester  constante;  mais,  pratiquement,  elli'  diminue 
et  finit  par  sannuler,  puisque  le  ressort  finit  par  ne  plus  vibrer. 

89.  Amoktissicmknt  divs  vit5R.VTi().\s.  —  Oïl  sc  rciid  compte  de  celle 
exlinclioii  des  vibrations,  si  l'on  admet  Texistence  d'une  résistance 
constamment  opposée  et  proportionnelle  à  la  vitesse.  Bornons-nous 
an  cas  du  mouvement  recliligiie.  La  résistance  est  alors  de  la 
forme  —  ax' .,  a  désigiianl  une  constante  positive.  L'équation  difl'é- 
rentielle  du  mouvement  est 

( ()() )  tn x" ^  ax' ->r  kx  =  o. 

C'est  en(;ore  une  é(jiiati(»n  linéaire  à  coeflicients  constants;  mais,  ('ctte 
fois,  elle  est  com])lète.  Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  |la  réalitc- 
des  racines  de  l'équation  caractéristique. 


I*remier   cas    :    a^'x\Jkm.    —    Les    racines    sont    imaginaires, 
soit  — 


o. 


(67)  y.  =  

■i.  m 


\J  f\kni  —  a'^ 


L'intégrale  générale  de  (66)  est 

(^.8)  x  =  e-«'r\  cosp<-+- Bsinp/). 

On  reconnaît  un  nioiiKementribratoire  amorti  (  \\"^1).  L'aniortissc- 
iMcnl   rsl    d'aiilanl    pins   rajude  (Uie  a  est  jdus   grand,  c'est-à-dire  que 
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le  coefficieul  de  résistance  a  est  pins  oranil  par  ra|)|)ort  à  la  masse  m. 
La  fréquence,  qni  est  proportionnelle  à  ^,  diminue  quand  a  augmente. 

A  l'extrémité  de  chaque  vibration,  Ténergie  cinétique  est  nulle  et  l'énergie 
potentielle  est  —  x'-.  Comme  les  élongations  maxima  décroissent  en  progres- 


sion géométrique  de  raison  y/D  ==  e  v'*/'"'  — «•,  l'énergie  totale  décroît  en 
progression  géométrique  de  raison  D.  La  perte  d'énergie  doit  être  égale  au 
tiavail  de  la  résistance  —  ax' .  C'est  ce  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
vérifier  par  un  calcul  direct,  à  titre  d'exercice. 

Deuxième  cas  :  a  ^  2  \/ km.  —  Les  racines  de  l'équation  caracté- 
ristique sont  réelles  et  négati\es,  soient  —  7'  et  —  r' .  L'intégrale 
générale  de  {JoQ)  est  alors 

(()())  37  =  Ce-''-r- Ce-''''. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle.  Les 
constantes  C  et  C  sont  alors  déterminées  par  les  conditions 

G  -i-  G'  =  a-Q ,         /■  C  -t-  /•'  C'  =  o. 

En  résolvant  ces  deux  éqiiations  du  premier  degré  et  portant  dans  (69), 
il  vient 

(70)  X  =^  — '- r(re~'''' — r'g-'M. 

/•  —  /• 

La  vitesse  v  est  ensuite  donnée  par 

(71)  V  =  ;  (e-'t — e-'  M. 

Si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  /■>/',  la  parenthèse  est  cons- 
tamment négati\e,  donc  aussi  la  vitesse.  Le  point  M  se  rapproche 
constamment  du  point  (),  qu'il  atteintasvmptotiquement  pour  t  =  co. 
11  n'y  a  plus  de  vibrations;  on  dit  que  le  mouyemenl  es,l  apériodique. 
T^amortissement  est  donc  encore  plus  rapide  que  dans  le  cas  précé- 
dent et  cela  se  conçoit  aisément,  puisque  la  résiNtance  est  plus  grande. 

90.  E\TKET[i:.\  n'iN  mol  \  i;\ri:«  r  viiîka  loiui;.  —  Le  frollemcnl  linil 
par  éteindre  toute  vibration.  De  là  résulte  le  problème  expérimental 
de  l'entretien  des  oscillations.  Nous  ne  pouvons  passer  en  revue  les 
diflerents  procédés  imaginés,  dans  ce  but,  par  les  physiciens  et  les 
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techniciens.  ^>ous  nous  conlenterons  d'indiquer  la  soliilion  (iiii  lésulle 
de  l'emploi  d'une  lorce  |)erluil)alrice  j)ériodi([ue. 

Reprenons  le  polnl  M  du  numéro  précédent  el  supposons  qii  on  lui 
applique  une  force  perturbatrice  sinusoïdale 

{-■>.)'  \  =  b  siiuo/. 

L'équalion  {C)Q)  est  simplement  modifiée  j)ar  ladjonclion  du  terme  \ 
au  second  membre,  ^>ous  sa\ons  (t.  1,  n"  198)  que  rintéi;rale  gén('- 
rale  (68)  doit  être,  à  son  tour,  modifiée  par  l'addition  dune  solution 
particulière  de  l'équation  avec  second  membre,  laquelle  est  de  la 
forme  G  cosiof -t-C  sincof  et  se  détermine  |)ar  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  (t.  I,  n"  198).  Un  calcul  facile  conduit  à  la 
Solution 

h}  a  cn^oit  -\-  (  mto-  —  A"  )  si  n  o)  / 


(-3)  'ç^    -h 


oj-  a  -  -t-  (  ««  w-  —  A'  )2 


En  lui  ajoutant  (()8  )  ou  (69),  on  obtient  la  forme  néiessaire  de 
Télongation,  dans  les  nouvelles  conditions.  Or,  quelles  que  soient 
les  constantes,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
les  seconds  membres  de  (68)  et  de  (69)  tendent  vers  zéro.  Il  suit  de 
là  que  l'élongation  du  point  M  tend  vers  ç.  On  peut  résumer  ceci 
en  disant  (|ue  le  mouvement  du  point  M  résulte  de  la  superpo- 
sition de  la  rihration  amortie  qu'il  prend  (juand  il  n'y  a  pas  de 
Jorre  perturbatrice  et  qu'on  (tppelle  sa  viuiuimon  i'koi'ke  avec  une 
vibration  non  amortie  qui  a  même  jx-riode  que  la  force  pertur- 
batrice et  à  laquelle  il  se  réduit  plus  ou  moins  rapidement^  sui- 
vant que  V amori issement  de  la  vibration  propre  est  plus  ou  moins 
grand  (  '  ). 

\)\.  J/cllVl  de  la  foire  piilnilialiiie  e-l  doiir,  m  di  fiiiilive,  d  iiil  retniii-  Ici 
vik)ialion  simple  définir  |iiii  la  fdi  iiiide  (7^).  <^li('i<li(iii-  l'imipliliidc  A  île  cette 
vibration,  ainsi  que  son  diTalai;e  'y  par  lapporl  à  la  force  pertmbalrire.  A  oi'l 
efirt.  nou>  devons  identifier  (yîj  a\ec 

('74  j  ;=   \'-in/oj^ —  cp). 


f)  Si  les  «■(jiKliliufis  iniliali-  ^oiil  (cllis  di-  la  \iijialiiiri  (73;,  la  \il)raliim  inopic 
n'cxislc  pas  et,  dés  le  di'-lmt,  le  tiiouMinenl  csl  rif^ouien^einenl  la  \il)ialioii  eiilre- 
teriue. 
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On  trouva 

b  '•>  «T 

(75)  A  =  — ^  lans;'^ 


'angle  o  devant  rire  cnmpii,-  entre  o  et  -4-  ::. 
k.}^\iÇ.\o\\-^  fréquence  propre  du  point  xM  la  fri''(|iiencc  —  qu'il  aurait  -il  n'y 


avait   ni   force   perturbatrice,    ni    résistance,   w'   étant   donc   égal 


\    m 


deuxième  furnuilc  (jâj  non-  montre  que  la  vibration  est  en  retard  sur  la 
force  d'un  angle  inférieur  ou  supérieur  à  un  angle  droit,  suivant  que  la  fré- 
quence de  la  force  est  inférieure  ou  supérieure  à  la  fréquence  propre.  Le  déca- 
lage tend  vers  zéro  en  même  temps  que  la  fréquence  de  la  force. 

Quant  à  l'amplitude  A.  il  est  facile  d'étudier  ses  variations  en  fonction 
de  u),  puisque  cela  revient  à  étudier  les  variations  du  trinôme  en  oj-  qui  se 
tiouve  soi'.s  le  radical.  Si  a-  <C.  > km^  le  maximum  de  A  est  obtenu  pour 

(  "bj  M-  =  tu :=  a>r: 

il  est  égal  à 

,  xbm 

ij:)  Ai  = 


a  \^  '\  km  —  a- 


On  voit  qu  il  divicnl  infini,  quand  a  tend  vers  ziio.  wi  tendant  alors 
vers  M  .  Autrement  dit.  quand  l'amortissement  de  la  vibration  propre  est 
faible  et  que  la  période  de  la  force  perturbatrice  est  très  voisine  de  la 
jiériode  propre,  la  vibration  entretenue  a  une  très  grande  amplitude . 
C'est  là  le  principe  àe^r.  phénomènes  de  résonance. 

Lorsqu'on  a  rigoureusement  a  =  o  et  w  =  w',  la  formule  (jSj  est  en  défaut 
«t  doit  être  remplacée  par  la  sui\anle  1  t.  \.  n"  198)  : 

(7H1  |  =  —  ■tcr>>Mt. 

',  m  lu 

La  vibration  n'est  plus  périodique;  --on  amplitude  croît  proporlionnelli-ment 
au  temps.  Mais,  ce  cas  est  évidemment  purement  théorique. 

O^.  Si  la  force  perturbatrice  n'est  pas  sinusoïdale,  mais  seulement  pério- 
dique, on  peut  la  développer  en  série  de  Fourier  (n"  26;  et  appliquer  le- 
résultats  précédents  à  chaque  harmonique;  on  obtient  les  harmonique-  de  la 
vibration  entretenue. 

Si  la  pi'riode  de  la  force  e-t  n  foi-  plu-  grande  que  la  période  propre, 
le  n"'"^''  harmonique  a  une  très  grande  amplitude;  il  y  a  ré-ouance. 

93.    Mouvement  DKS  PLANkiKS,  —  Suit  tin  liièdre  de  n'-fért'iife  O  J' )'* 
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avanl  |)(iur  origine  \c  cenlre  du  Soleil  (  ')  el  dont  les  axes  percent  la 
sphère  célesle  en  des  points  fixes  par  rapport  à  la  conlignralion 
invariable  que  forment  les  étoiles.  Un  tel  trièdre  sera  appelé  frièd/e 
al) s  1)1  a  (^- ). 

Considérons  maintenant  un  corps  quelconcpu-  M  du  système 
solaire,  que  nous  assimilons  à  un  point.  En  vertu  du  piineipede  la 
gravitation  universelle,  la  force  lelative  totale  qui  lui  est  appliqiu'e 
esl  la  résullanle  des  attractions  lunvloniennes  des  diirérents  astres. 
On  sait  (|ue  celte  attraction  esl  de  la  forme 

.  fin  ni 

(79)  '- 7—' 

ni  et  />/'  désignant  les  masses  du  corps  attiré  et  du  corps  attirant, 
/'  leur  distance  el  /  un  coefficient  numérique,  qui  dépend  unique- 
ment du  choix  des  unités  el  qu'on  appelle  la  constante  de  la  gra\i- 
talion.  Parmi  les  astres  qui  peuvent  attirer  AI,  il  en  est  de  très 
éloignés;  ce  sont  tous  ceux  qui  n'appartiennent  pas  au  système 
solaire.  Les  attractions  correspondantes  sont  très  faibles  el  nous  les 
négligeons.  Quant  aux  astres  du  système  solaire,  il  en  esl  un  qui  esl 
beaucoup  plus  gros  que  tous  les  autres;  c'est  le  Soleil.  A  cause  de 
sa  masse,  son  attraction  est  de  beaucoup  la  plus  forte,  sauf  dans  le 
cas  où  un  autre  corps  du  système  solaire  serait  beaucoup  plus  rap- 
proché <pie  lui  de  AI.  Celle  dernière  circonstance  se  présente  pour- 
un  satellite  d'une  planète,  qui  est  beaucoup  |)lus  près  de  celle  pla- 
néu-  que  du  Soleil.  Alais,  si  AI  est  une  planète  (ou  une  comète),  on 
peut  admettre  que  raltracliou  du  Soleil  esl  pi<''poud(''i'aulc  el  négliger 
toutes  les  autres  (^  j. 

Dans  ces  conditions,  la  force  relative  appliquée  an  poini  M  est 

^8oj  — -, 


(^)  En  rralité,  on  clrmonlre  que  l"oi'igine  dcM'ail  l'Irc  le  icnlie  de  gravité  du  sys- 
lénrn-  solaire.  Mais,  il  ditrère  très  peu  du  ccnlie  du  Solrjl.  j  (  ;iiim'  de  la  grosse  masse 
de  ce  dernier,  comparée  aux  masses  des  |)lancli's. 

C  )  Ci-lte  dénomination  est  évidemment  pui-ctnenl  eoiivenl  ionnelle  et  le  inouxe- 
iiient  |)ar  rapport  à  ce  trièdre  est  un  mouvement  lelalif  rumme  les  antres,  Ijien 
•ju'on  ait  ItiaLitude  de  le  (jualifier  de  mouvement  absolu. 

(  ■' )  iJien  entendu,  les  asti-onomes  aetuels  ne  se  contentent  i)as  de  eetle  ap|)i'o\i- 
malion  el  corrigent  la  jirésenle  solution  jiar  la  théorie  dts  jjci  Un  bâtions. 
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m  (]<''si<;nanl  la  masse  de  ce  point  et  A  le  produit  de  la  masse  du 
Soleil  par  la  constante  f.  En  outre,  cette  force  est  dirigée  sui- 
vant MO.  C'est  une  force  centrale,  dérivant  de  la  fonction  de 
forces  (nM)2) 

(8u  h  = 

/• 

Nous  savons  (n°  68)  que  la  trajectoire  est  dans  un  j»lan  passant 
par  O  et  qu'elle  est  décrite  suivant  la  loi  des  aires  par  rapport  à  ce 
[)Oint.  Si  nous  prenons  des  coordonnées  polaires  de  pôle  O,  nous 
pouvons  écrire  l'intégrale  des  aires  et  l'intégrale  des  forces  vives 

(8>.)  r-d(i  =  Cdt, 

(83)  dr--^  r'-M'-  =  (—  -{'/i\dr-. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  éliminons  dt  : 

,    ^,.^,-dO^=^{^-^h). 
Ou  en  tire 


L\  forme  du  second  membre  nous  incite  à  poser  -=  o;  nous  avons 

alors 

■do 


„       •>/.  h 

Cette  intégrale  se  calcule  en  décomposant  le  trinôme  sous  le  radical 
en  une  différence  de  deux  carrés  et  faisant  le  changement  de  variable 

/c 
avec 


(81)  ..=  -y/A  +  _ 


,^i/-S 


On  aboutit  finalement  à  réquation  suivante  : 

(85)  /•=  ^—, (Oo=consl.), 
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t'a  posant 

(80,  ,=  5:,      .  =  ^'=^^. 

Celte  ('•((uallon  nous  montre  (|ue  la  Irajeetoire  est  une  eoniqiic  de 
foyer  O.  de  [paramètre  yj,  d'excentiieité  c  et  daxe  focal  0  =  9„  (t.  II, 
n°'o:20). 

(j'est  une  ellipse,  une  liv[)erbole  ou  une  parabole,  suivant  (pie  e 
est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  i,  c'est-à-dire,  d'après  (86)^  sui- 
vant que  h  est  négatif,  positif  ou  nul.  Or,  h  est  la  constante  des 
forces  vives;  elle  est  donnée,  en  fonction  des  conditions  initiales, 
j)ar  la  formule  suivante,  déduite  de  (83)  : 

(8-)  k^çi^ll. 

'o 

Donc,  1(1  trajectoire  est  une  ellipse^  une  hyperbole  ou  une 
parabole,  suivant  que  la  vitesse  initiale  est  inférieure^  supérieure 

ou  éinale  à  une  certaine  vitesse  critique^  dont  la  \aleur  est! /  — • 

Pour  toutes  les  |)lanètes,  l'excentricité  est  très  inférieure  à  i  ('); 
leurs  orbites  sont  donc  des  ellipses,  ressemblant  beaucoup  à  des 
cercles.  Les  orbites  hyperboliques  ne  se  rencontrent  que  pour  les 
comètes  non  périodiques;  elles  ont  une  excentricité  très  voisine  de  i 
et  peuvent  être  assimilées,  en  première  approximation,  à  des  para- 
boles. 

9i.  ix»^  A  iiox  i)K  Kéi'i.kk.  —  11  nous  reste  luaintenant  à  Irnuver  la 
loi  du  mouvement  sur  la  trajectoire,  c'est-à-dire  à  calculer-  /.  Ou 
|)ourrait  le  faire  en  portant  (85)  dans  (82)  et  intégrant  pai'  rapport 
à  H.  Mais,  les  calculs  sont  assez  compliqués.  11  est  plus  simple  de 
rapporter  l'orbite,  que  nous  supposerons  elbplique,  à  ses  ax(!s  et 
diiil  tdduirc  ranoinalie  excentrique  u  (l.  Il,  n"  ol2l)).  SI  a  r\  b  sont 
les  |(iii|^iiciii'.s  des  <l('iiii-a\c>.  (III  a 

X  =  a  cosa,         y  =  b  ^\u  11. 
Ecri\on:>  qii<;  la   \  liesse  aréolaire  par  rapport  au  foyer  S(c,  o)  est 

(  '  )  t-ll<-  l'sl  i|i;  l'ord  I  r  iIm  rcnliémc,  siiiif  pour  Mirciirr,  (Imil  l'rxcciilriiilr  est  o.aofj. 
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,        ,       ,    C 

égale  a  -  : 

I  C 

-  \i^  —  (^)r'—r^']  =  - 

ou 

(  al>  —  cb  cos  II  )  n'  =  C. 

Dixisons  par  au  et  iiilégrons. 

.  Gt 

(  <Sb  )  •  Il    —  e  SI  11  II    =    — T  • 

au 

Cette  équation,  qui  porte  le  nom  adéquation  de  Kepler^  nous 
donne  immédiatement  l'époque  à  laquelle  la  planète  se  trouve  en  un 
point  donné  de  son  orbite.  Inveisement,  en  chereliant  l'unique  racine 
de  cette  équation  par  rap])ort  à  u  (cf.  t.  1,  Chap.  XXII,  Exercice 
proposé  n"  8),  pour  une  \aleur  donnée  de  f,  on  peut  a\oir  la  posi- 
tion de  la  planète  à  une  é[)0(|ue  donnée. 

La  durée  de  réxolution  T  s'obtient  en  faisant  u  =  27z  dans  (SH)  : 

^         ir.ab 

Eliminons  la  constante  C,  en  la  tirant  de  (86)  et  remarquant 
que  p  =  — ud  vient,  en  élevant  au  carre, 


Gomme  la  constante  /.'  est  la  m('me  pour  toutes  les  planètes  du 
système  solaire,  cette  formule  nous  donne  la  troisième  loi  de 
Ki'pler  : 

Les  carrés  des  durées  de  révolution  sont  proportionnels  aux 
cubes  des  f^rands  axes  des  orbites. 


CHAPITRE  YII. 

NOTIONS    SUR    LA    DYNAMIQUK    DES    SYSÏKMF.S. 


95.     PUOJECTIOWS  DKS  QVAMITÉS  IIK    MOUVEMENT.     —    Coiisidérons    U 11 

syslènie  S  constitué  par  un  certain  nombre  de  points  matériels  ('  ). 
dont  les  mouvements  sont  rapportés  à  un  même  trièdre  d(^  réfé- 
rence Oxyz-.  Soit  M(:r,  y^  z)  l'un  quelconque  d'entre  eux  et  soit  m 
sa  masse.  Supposons  qu'il  lui  soit  appliqué  difléi'entes  forces,  dont  la 

résultante  M/  a  pour  composantes  \,  ^  ,  Z,. 
Nous  avons 

(i)  ma"=X,         my"  =  \  ^         /nz"  =  Z 

et  les  égalités  analogues  pour  tous  les  ])oints  du  sjstènu^.  Xjoiildns 
mendjre  à  mcndjre  toutes  les  équations  telles  que  la  première  : 

^■2.}  Xm,7;''=SX. 

[.e  second  membre  est  la  projection,  sur  ():r,  de  la  somme   géomé- 

Irupu-  du  svstéme  de  vecteurs  conslitiu''  par  les  forces  M/,  (hiani  iiu 
premier,  c'est  la  dérivée,  par  rappoit  au  tenq)s.  de  l;i  (puinlilé  "^iiix'^ 
c'est-à-dire  de  la  somnie  algélirique  des  projections  des  quantités  de 
mouNcment  de  tous  les  points  du  système  sur  l'axe  des  x.  Nous  avons 
donc  le  théorème  suivant  : 

luÉouÈME  (  dit  de  la  jn'o  leclion  des  (jiiaiitih's  de  niouvemenl).  — 
La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  projection  des  (luaulités 


P)  Pour  I;i  coiiiinodilé  des  raisonnements,  nous  supposerons  toujours  ces  ])oints 
en  nornjjrc  lini.  Mais,  dans  la  réalité,  on  a  souvent  allaire  à  des  milieux  conliniis. 
Ofi  leur  étend  la  théorie,  en  les  divisant  rn  petits  morceaux,  dont  cliacun  est  assi- 
milé à  un  point  et  en  passant  à  hi  limite.  |i;ir  les  procédés  du  calcul  intégral 
(<f.  t.  I,  n-  ISl,   i8->j. 
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de  moiaeiuent  du  système  sur  un  axe  fixe  est  égale  à  la  projection 
sur  cet  axe  de  la  somme  géométrique  de  toutes  les  forces 
aop liguées  au  système. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'une  autre  interprétation.  Introdui- 
sons les  coordonnées  (;,  V),  'Ç)  du  centre  de  gravité  G  du  système.  Si 
M  désigne  la  masse  totale  Sm,  on  a  (t.  I.  n°  181) 

(3)  M;  =  S  ma;. 

En  dérivant  deux  [fois  par  rapport  à  /,  et  portant  dans  (2),  il  vient 

(4)  m^'=:ù\ 

et  les  égalités  analogues  relatives  à  Oy  et  à  O^.  Ceci  nous  donne  les 
équations  différentielles  du  mouvement  du  point  G,  affecté  de  la 
masse  M  et  nous  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  (dit  du  centre  de  gravité).  —  Le  mouvement  du  centre 
de  gravité  cV un  système  est  le  même  que  si  l'on  )'  concentrait 
toute  la  masse  du  système  et  si  Von  y  appliquait  toutes  les  forces 
appliquées  aux  différents  points  du  système. 

Ces  deux  formes  différentes  d'une  même  proposition  sont  également 
utilisées  dans  les  applications.  On  emploie  de  préférence  la  première 
xjuand  on  s'aperçoit  que  certaines  parties  du  système  ne  donnent  que 
des  termes  constants  dans  la  projection  de  la  quantité  de  movnemenl  ; 
ces  termes  peuvent  alors  être  négligés  dans  l'application  du  théorème, 
puisque  leur  dérivée  est  nulle.  C'est  ainsi  que  l'on  procède  dans  un 
grand  nombre  de  raisonnements  élémentaires  d'Hydrodynamicjue.  On 
emploie,  au  coxitraire,  le  théorème  du  centre  de  gravité,  lorsqu'on 
attache  de  l'importance  à  la  connaissance  du  mouvement  de  ce  point, 
ainsi  qu'il  arrive,  par  exemple,  pour  les  corps  solides. 

9(5.  MoMiîNT  CINÉTIQUE.  —  Oïiixppelie  i/iomcn t  ciné/ iq uc  du S vst c/ue 

par  rapport  au  point  O  la  somme  géométrique  OK  des  moments 
cinétiques  de  tous  les  points  du  système  (n*^  o9)  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  moment  résultant  de  tous  les  \ecleurs  quautiti-  de  mouve- 
ment par  rapport  à  O. 

De    même,    on    appelle    moment    cinétique  par    rapport    à    un 
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axe  Oc  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  cet  axe. 

Si  l'on  applique  le  théorème  III  du  n"  59  successivement  à  tous 
les  points  du  système  et  qu'on  ajoute  toutes  les  éi;alilés  géométriques 
obtenues,  on  aboutit  à  la  proposition  suivante  : 

Théokkme  (dit  du  moment  cin('lique).  —  La  dérn\'e  géomé- 
trique, par  rapport  au  temps,  du  moiiient  cbiétique  0¥>.  par  rap- 
port à  un  point  fixe  O  est  équipoUenle  au  moment  résultant .,  par 
rapport  à  O,  de  toutes  les  forces  appliquées  au  système. 

Il  équivaut  de  dire  que  la  vitesse  du  point  K  est  équipollente  et  ce 
moment  résultant  et  aussi  que  la  dérivée  du  nwment  cinétique  par 
rappoit  à  un  axe  fixe  est  égale  au  moment  résultant  des  forces 
par  /apport  à  cet  axe. 

97.  Il  iniporle  de  se  rappeler  que  les  moments  doivent  être  pris  par  rapport 
à  un  i)o\nl  Jixe  O.  On  peut  se  demander  toutefois  ce  que  devient  le  tliooréme 
quand  on  prend  les  moments  par  rapport  à  un  point  mobile  O'.  D'une  façon 
plus  précise,  imaginons  qu'on  prenne  un  nouveau  trièdre  de  référence  O'xjz 
parallèle  au  premier  et  d'origine  O'.  On  obtient  un  nouveau  mouvement, 
qu'on  appelle,  pour  abréger,  le  mouvemetit  du  système  autour  du  point  O'. 
Dans  ce  mouvement,  nous  pouvons  évidemment  appliquer  le  lliéorème  du 
moment  cinétique  par  rapport  au  point  O',  puisque  ce  point  est  maintenant 
fixe.  Mais,  il  faut  bien  prendre   gajrde  que  les  forces  ne  sont  plus  les  mêmes. 

Si  Y  est  le  vecteur  accélération  de  0'  par  rapport  à  l'ancien  trièdre,  à  cliacjue 

> 
point     M     du    système    doit    être     ajoutée      la    force   d'entraînement    — ///y 

(  n"  48).  Ces  forces  doivent  intervenir  dans  l'évaluation  du  moment  résultant 
par  rapport  à  O'.  Or,  elles  constituent  un  système  de  vecteurs  parallèles, 
lequel  est  équivalent,  au  point  de  vue  de  la  tbéorie  des  moments,  à  un  vec- 
teur unique  (t.  J[,  n°  l'a?).  L'origine  de  ce  vecteur  uni(|ue  est  le  centre  des 
distances  proportionnelles  des  points  M  ail'ectés  de  coeflicienls  proportionnels 
aux  forces  — ni'(  ou,  ce  (|ui  revient  au  même,  proportionnels  aux  masses  m. 
C'est  donc  le  centre  de  gravité  G.  On  en  conclut  que,  si  l'on  prend  O'  en  Gel 

dans  ce  cas  seulement,  le  moment  résultant  des  forces  — m-^  est  nul  et,  pin- 
suite,  le  moment  résultant  des  forces  relatives  au  nouveau  trièdre  de  réfé- 
rence coïncide  avec  le  moment  résultant  des  forces  relatives  à  l'ancien  trièdre. 
D'où  le  tliéorème  suivant  : 

Tiii;o«i;MK.   —   On  pcitl  ajiptiquer  le  ttiéarènie  du  uio//ieut  c/né/i(/ue  (^  \ 
('j   Ce  iMOinenl  ciiiiititpie  doit  être  éviilué,  d'après  la  démonstration  ci-dc^sus,  en 
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par  rapport  au  centre  de  gravité  sans  clianger  les  forces  appliquées  au 
système. 

98.  Forces  vives.  —  On  appelle  /'o/"C6^  vive  du  système  la  somme 
des  forces  vives  de  tous  ses  points.  \Jénergie  cinétique  en  est  la 
moitié. 

On  peut  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  séparément  à  tous 
les  points  du  système.  En  ajoutant  toutes  les  égalités  ol)lenues,  on 
ol)tient  le  théorème  suivant  : 

THÉORt:ME  [des  forces  vives).  —  La  diffrrenticUe  de  l  énergie 
cinétique  d\in  système  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  tra- 
vaux élémentaires  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appliquées.  ' 

Ou  encore  :  L' accroissement  algébrique  cVénergie  cinétique 
pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque  est  égal  au  travail 
total  de  toutes  les  forces  appliquées  au  système  pendant  cet 
intervalle. 

Supposons  qu'on  applique  ce  théorème  dans  le  mouvement  autour  du  centre 
de  gravité  considéré  au  numéro  précédent.  Au  travail  des  anciennes  forces,   il 

faut  ajouter  le  travail  des  forces  d'entraînement  —  my.  Or,  si  (  ar,  jk,  z)  sont 
les  coordonnées  de  M  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  ce  travail  a  pour 
expression 

S  [  —  m (  ç" <^.r  -h  r" dy  -\-  V' dz  )]  =  —  ;"  '^m  dx  —  r"  S  m  dy  —  XI' S  m  dz. 

Cliacune  des  sommes  du  second  membre  est  nulle,  car  l»?.r,  par  exemple, 
est  égal  au  produit  par  M  de  l'abscisse  de  G  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 
abscisse  qui  est  nulle,  puisque  G  est  l'origine  de  ceux-ci.  Gomme  ceci  a  lieu 
quel  que  soit  t,  on  a  bien  aussi  Z  m  dx  =  o. 

Finalement,  on  voit  qu'il  est  encore  permis  de  négliger  les  forces  d'entraî- 
nement, comme  cela  est  arrivé  déjà  pour  le  théorème  du  moment  cinétiiiue, 
et  l'on  peut  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

TiiÉORÈiME.  —  On  peut  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité,  en  gardant  les  mêmes  forces  que 
dans  le  mouvement  absolu  ('). 

prenant  les  vitesses  par  rapport  au  Iriédre  mol>ile  Gxyz.  Mais,  il  revient  au  même 
de  prendre  les  vitesses  par  rapport  à  Oxyz.  Les  deux  systèmes  de  quantités  de  mou- 
vement ne  difTèrent,  en  effet,  que  par  le  système  des  quantités  de  mouvement  dues 
aux  vitesses  d'entraînement,  lequel  équivaut  à  un  vecteur  unique  d'origine  G  et,  par 
conséquent,  de  moment  nui  par  rapport  à  ce  point. 

(')  Bien  entendu,  il  faut  prendre  les  nouvelles  vitesses  à  l;i  fois  pour  le  calcul  de 
la  force  vive  et  pour  le  calcul  du  triivail  élémentaire. 
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99.  Fonction  de  foiîces.  —  Quand  un  syslènu'  S  dépend  dua  cer- 
tain nombre  de  ]>aianiètres.  le  travail  élémentaire  des  forces  qui  lui 
sont  appliquées,  pour  un  déplacement  élémentaire  quelconque,  se 
présente  sous  la  forme  d'une  expression  linéaire  par  rapport  aux 
différentielles  de  ces  paramètres.  On  dit  qu'fï  y  a  une  fonction 
de  forces  U,  lorsciue  ce  travail  est  la  différentielle  totale  de  U. 
La  fonction  —  U  est  appelée  fonction  potentielle  ou  simplement 
potentiel. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  le  tra\  ail  entre  deux  positions  quelconques  S„ 
et  S,  est  égal  à  l'accroissement  algébrique  U,  —  Uo  de  la  fonction  des 
forces  ou  à  la  diminution  du  potentiel.  11  est  indépendant  de  la  suc- 
cession des  états  intermédiaires  du  système. 

Si  l'on  applique  le  théorème  des  forces  vives,  il  donne  lieu,  comme 
dans  le  cas  du  point  (n"  6o),  à  Vintêgrale  des  forces  vives  : 

(5)  T  =  U  +  /(, 

où  T  désigne  l'énergie  cinétique  du  système. 

Si  l'on  désigne  par  V  le  potentiel,  ceci  peut  s'écrire 

(C)  T-f-V=//: 

\  ç.?,\,son\en\.A\)\^i'\é\'  énergie  potentielle  Qlh\  somme  constante  T  -f-  \ 
est  appelée  énergie  totale.  L'égalité  (6)  constitue,  en  quelque  sorte, 
le  schéma  du  principe  de  la  conser\'ation  de  l'énergie.  Mais,  en 
réalité,  il  ne  se  jirésente  jamais  dans  la  Nature  sous  cette  forme 
simple  et,  pour  lui  garder  toute  sa  généralité,  on  est  obligé  de  faire 
rentrer  dans  le  terme  V  toutes  sortes  d'énergies  physiques,  dont  les 
variations  sont  dans  un  rapport  constant  avec  le  travail  mécanique  et 
dont  les  princi[)alcs  sont  les  énergies  calorifique  et  électrique. 

100.  Forces  intérieures.  —  Si  l'on  considère  deux  points  quel- 
conques M  et  M'  d'un  systèuie,  ils  exercent  l'un  sur  l'autre  deux  réac- 
tions égales  et  opposées  (n°  54).  L'ensemble  de  toutes  ces  réactions 
constitue  ce  qu'on  appelle  les  forces  intérieures  du  système.  Elles 
forment  évidemment  un  systèuie  de  vecteurs  écpiixalent  à  un  système 
nul.  Il  en  résulte  (ju Clles  son!  saus  iniluence  sur  la  somuie  géouK'- 
trique  et  sur  le  moiueul  résulliiul  de  toutes  les  forces  appliqui'-es  au 
.système.  Donc  : 

Tni';nni;viE.  —  On  peut  appli(juer  les  théorèmes  du  centre  de  gra- 
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vifé  (ou  de  la  projection  des  quantités  de  mou^'ement)  et  du  mo- 
ment cinétique,  en  négligeant  les  forces  intérieures. 

Ceci  est  très  Importanl.  parce  que.  la  plupart  du  temps,  on  ne  con- 
naît pas  ces  forces  intérieures,  cpii  sont  des  réactions. 

101.  On  peut  se  demander  si  cette  extension  s'applique  aussi  au  lliéorème 
des  forces  vives.  Mais,  il  est  facile  de  voir  (pie  cela  n'est  pas,  en  «iénéral.  Pre- 
nons, par  exemple,  un  système  réduit  à  deux  points  M  et  P.  Soit  R  la  valeur 
de  la  réaction  qu'ils  exercent  l'un  sur  l'autre,  ou,  d'une  manière  plus  précise, 
la  mesure  algébrique  de  la  réaction  exercée  par  P  sur  M,  la  droite  I\IP  étant 
orientée  de  M  vers  P.  Soient  M'  et  P'  deux  positions  voisines.  Le  travail  élémen- 
taire des  forces  intérieures  est 

R.Î\nrcosM'MP  +  R.PP'cosP'PM  =— Rcfr     (i). 

en  appelant  dv  l'accroissement  de  la  distance  des  deux  points.  On  voit  <(u'il 
n'est  nul  que  si  les  deux  points  demeurent  à  une  jdistance  invariable  l'un  de 
l'autre.  On  ne  peut  donc  affirmer  la  nullité  du  travail  des  forces  inté- 
rieures que  dans  le  cas  où  le  .système  est  indéformable,  c'est-à-dire  dans  le 
cas  d'un  corps  solide. 

10'2  Travail  des  forces  appliquées  a  un  corps  solide.  —  Nous  avons 
vu  (n"  45  I  que  tout  mouvement  d'un  corps  solide  est,  à  cbaque  instant,  tan- 
l^entau  mouvement  résultant  d'une  translation  et  d'une  rotation.  Soient  (?<,  v.  w) 
les  composantes  de  la  vitesse  de  translation  et  {p,  q,  r)  les  composantes  du 
vecteur  instantané  de  rotation,  suivant  des  axes  rectangulaires  quelconques. 
Si  [x,  jK,  -2  1  désignent  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  axes,  d'un  point  M 
quelconque  du  corps  solide,  la  vitesse  de  ce  point  a  ])Our  composantes 

u  ^  qz  —  ry,     v  -^  rx  —  /;;:,     w  -i- pj  —  qx. 

Si  l'on  appelle  (X,  Y,  Z)  les  composantes  de  la  force  appliquée  en  M,  le  tra- 
vail élémentaire  entre  les  temps  t  el  t  -^  dt  est 

<r/S  =  ^[X(  u  -{-  qz  —  ry  )  -T- \ (i>  -i-  rx  —  pz  )  -{-  Z{  ix>  -r- py  —  (J^)]  dt. 

Ordonnons-le  par  rapport  à  «,  v,  w,  p,  q,  r  : 

rfê  =  [«i:X-^t'lY-i-(pXZ-+-/^i:(;jZ—  z\)-^qZ{z\  —  x7.)-^r^{x\—y\)]dt. 

Or,  les  sommes  du  crochet  ne  sont  autre  chose  ([ue  les  coordonnées  du  sys- 
tème de  vecteurs  formé  par  les  forces  appliquées  au  corps  solide  et  l'on 
reconnaît  dans  le  crochet  l'expression  aiialytii|iii'  (t.  Il,  Clia]).  \  III.  Exercice 

(')  Cf.  Tome  II,  Cliapitre  XIII,  Exercice  n'solu  a»  1. 

IIaag.  —  Cours,  III.  8 
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propose  n'^  H  )  du  moment  relatif  tle  ce  système  et  du  systeMiie  [p,  q^  r,  «,  c,  iv). 
Donc  : 

TiiicoRKMR.  —  Le  travail  élémentaire,  pendant  le  temps  dt,  des  forces 
appliquées  à  un  corj>s  solide  est  é_i;^al  au  produit  par  dt  du  moment  relatif 
du  système  de  vecteurs  constitué  par  ces  forces  et  du  système  de  vecteurs 
constitué  par  le  vecteur  instantané  de  rotation  et  le  couple  dont  l'axe 
est  la  vitesse  instantanée  de  translation. 

Si,  à  l'instanl  considéré,  le  mouvement  du  corps  solide  est  tangent  à  une 
translation,  le  travail  est,  au  facteur  dt  près,  le  produit  scalaire  de  la  vitesse 
instantanée  de  translation  et  de  la  somme  géométrique  des  forces. 

Si,  au  contraire,  le  mouvement  est  tangent  à  une  rotation,  le  travail  est.  au 
facteur  dt  près,  le  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  le  moment  résultant  des 
forces  par  rapport  à  l'axe  instantané  de  rotation. 

Si  les  forces  forment  un  système  équivalent  à  zéro,  le  travail  est  nul.  (l'est 
précisément  ce  qui  a  lieu  pour  le  système  des  forces  intérieures  {cf.  n"  101  ). 

Coiioi.L.viRi;.  —  Dans  un  système  quelconque,  le  travail  des  forces  inté- 
rieures est  indépendant  du  trièdre  de  référence. 

En  effet,  d'abord,  nous  savons  que  ces  forces  elles-mêmes  sont  indépen- 
dantes du  trièdre  de  référence  (  n°  54).  Dès  lors,  si  l'on  change  de  trièdre  de 
référence,  le  nouveau  travail  élémentaire  <t?è'  est  lié  à  l'ancien  f/G,  parla  rela- 

tioa 

dîû  =  <r/S'-i-  c?Ge, 

d^e  désignant  le  travail  dû  aux  vitesses  d'entraînement.  Or,  dans  l'évaluation 
de  ce  dernier,  tout  se  passe  comme  si  le  système  était  solide,  puisque  les 
vitesses  d'entraînement  sont  obtenues  en  considérant  tous  les  points  comme 
solidaires  du  nouveau  trièdre  de  référence  (n"  lo).  Nous  pouvons  donc  appli- 
<|uer  le  théorème  ci-dessus  et,  comme  les  forces  intérieures  forment  un  sys- 
tème équivalent  à  zéro,  le  travail  d^^.  est  nul.  Donc,  d^  =  dQ' . 

103.  (^oRi's  TOURNANTS.  —  Un  proljlèinc  1res  impoilanl  dans  la 
pralKjue  et  dont  on  rencontre  de  frt'cjuenlcs  applicalions  dans  l'in- 
dustrie est  l'élude  du  uioun  emeul  d'un  eorps  solide  (jiii  ne  peut  (pie 
Loiirner  autour  d'un  axe  fixe.  Prenons  cet  axe  j)Our  axe  des  :;  et  appe- 
lons 'o  razinml  du  eoi-ps  solide  S  par  rapport  à  un  plan  fixe  passant 
par  O:;,  fjui  sera,  j)ar  exemple,  le  plan  des  c.r.  i^our  former  l'écpiation 
dKïérentielle  du  niouveinent,  nous  pouvons  apj)li(pier  i\v\\x  nié- 
tliodes  : 

1.  Méthode  du  moment  cinétique.  —  j\ous  allons  écriic^  que  la 
dérivée,  j)ar  rapport  à  t,  du  moment  cinétique  par  rapport  à  Oz  est 


NOTIONS   SUR   LA   DYNAMIQUE   DES   SYSTEMES.  Il') 

('■giiie  au  moment  résultant  G  des  forces  par  rapport  à  O;,  moment 
qu'on  appelle  habituellement  le  couple  appliqué  au  corps  solide. 

11  s'agit  d'évaluer  le  moment  cinétique  par  rapport  à  O^.  Soient  M 
un  point  quelconque  de  S  et  P  sa  projection  sur  O^.  Le  moment 
cinétique  de  M  par  rapport  à  Oz  est  le  moment  de  son  vecteur  quan- 
tité de  mouvement  par  rapport  à  P.  Or,  si  m  désigne  la  masse  de  M, 
/•  la  dislance  MF  et  w  la  vitesse  angulaire,  le  vecteur  quantité  de 
mouvement  est  égal  à/;î/"to;  en  outre,  il  est  perpendiculaire  au 
plan  Or  M.  Son  moment  par  rapport  à  P  a  pour  mesure  algébrique 
sur  Oz  :  mi^iû.r  ^  jnf'-(x).  Cela  est  évident  en  valeur  absolue;  cela 
l'est  aussi  en  signe,  car  le  moment  et  le  vecteur  instantané  de  rotation 
doivent  avoir  même  sens,  ainsi  qu'on  le  constate  en  se  reportant  à 
leurs  définitions. 

i>.e  moment  cinétique  de  tout  le  corps  solide  est  maintenant 

en  appelant  I  le  moment  d'inertie  de  S  par  rapport  à  Or.  Donc  : 

Théorème.  — ■  Le  moment  cinétique  d'un  corps  solide  tournant 
par  rapport  à  son  axe  de  rotation  est  égalau  produit  de  sa  vitesse 
angulaire  par  son  moment  dHnertie  par  rapport  à  cet  axe. 

Si  nous  appliquons  maintenant  le  théorème  rappelé  plus  haut,  nous 
obtenons  l'équation  différentielle  du  mouvement  : 

'  '  dt 

ou 

104.  II.  Méthode  de  la  force  vive.  — La  vitesse  du  point  M  est  r  tu, 
sa  force  vive  est  m/-co-;  celle  du  corps  solide  tout  entier  est  donc 

S  nir-  ',)'  =  (0-  S  mr-  =  I  tu-  ; 
d'où  : 

THÉouiiME.  —  La  force  vive  d'un  corps  solide  tournant  est  égale 
au  produit  du  carré  de  sa  vitesse  angulaire  par  son  moment 
d^ inertie  par  rapport  à  l'axe  de  rotation. 

l'.valuons   maintenant  le   travail   élémentaire  des  forces  pour  une 
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riUalion  de  langle  (/'c.  On  pourrait  le  déduire  du  lliéorènie  du  n°  102. 
Nous  préférons  indiquer  la  niélhode  élénienlaire  suivante  : 

Calculons  le  travail  de  la  force  F  appliquée  au  point  M.  AcelcHel, 
imaginons  qu'on  ait  pris  des  axes  de  référence  tels  que  M  soit  situé 
sur  la  partie  positive  de  Ox.  Le  déplacement  élémentaire  de  M  a 
alors  ])our  composantes 

^.r  =  o,         (/y  =  rdo,         dz  =  o. 

Si  X,  ^  ,  Z  sont  les  composantes  de  F,  le  travail  élémentaire  <st 
donc,  d'après  la  formule  (8)  du  n"  GO,  ^  rdo  =  N^^tc,  en  appelant  N 
le  moment  de  F  par  rapport  à  O^.  Si  l'on  applicjue  ce  résultat  à 
toutes  les  forces  appliquées  à  S,  on  obtient,  en  additionnant, 

(9)  c^C  =  SNf/o  =  f/ç(lN)  =  Grfo, 

ce  qui  s'énonce  : 

iHKORr.MK.  —  Le  travail  élémentaire  des  forces  appliquées  à  nn 
corps  solide  tournant  est  égal  au  produit  du  couple  par  l'angle 
élémentaire  de  rotation  ('). 

Il  nous  est  maintenant  facile  d'appliquer  le  théorème  des  forces 
vives.  On  a 


dl-\ co-  \  =  Cd^  =:  Cm  dt 


ou,  en  faisant  le  calcul  indiqué  au  premier  membre, 

I  (I)  r/(-j  =  ('.  (jj  dt . 

Vax  divisant  jiar  (.)«'//,  on  retrouve  l'écpiation  ['j). 

On  peut  aussi  appliquer  le  théorème  des  forces   vives  [)cn(hml  1111 
intervalle  de  temjis  fini  : 

{\0)  -  (iM- —  0J5)=/        C(/cp. 

Si  le  couple  V,  ol  une  simple  lonction  de  C2,  d  j  a  fonction  de  forces 
(Il  ;  U  =  i  Cdo 


')  Cfi  aiif^lc  (loil.  bien  tnlciidu,  cire  ('-value  en  radians. 
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et  l'on  peut  écrire  rintégrale  des  forces  vives  : 

(12)  -  (.0-  =  U  H-  II. 

lOo.  Applications  diveuses.  —  Nous  allons  mainlenanl  indi(|iicr 
quelques  applications  courantes  des  théories  exposées  ci-dessus. 

Moi;VEMENT  d'un   SYSTEME  PESANT  DANS  LE  VIDE.    LeS  SCulcS  forCCS 

extérieures  sont  les  poids  des  différents  points  du  système.  Elles  ont 
une  i-ésultanle  appliquée  au  centre  de  gravité  G  et  égale  au  poids 
total  du  système.  Il  s'ensuit,  d'après  le  théorème  du  centre  de  gra- 
vité (11°  93),  que  G  décrit,  une  parabole  exactement  comme  si  le 
système  était  réduit  à  un  seul  point .  Ceci  est  vrai,  en  particulier, 
pour  un  corps  solide;  mais,  on  a  aussi  la  même  propriété  pour  un 
système  de  plusieurs  corps  solides.  Par  exemple,  si  un  obus  éclatait 
dans  le  vide,  en  un  certain  point  de  sa  trajectoire,  le  centre  de  gra- 
vité des  éclats  continuerait  à  décrire  la  même  parabole  cju'avant  l'ex- 
plosion ('  ). 

Si  l'on  applique  maintenant  le  théorème  du  moment  cinéli(|ue  par  rappttil 
au  centre  de  gravité  (11°  97),  on  voit  que  ce  moment  doit  rester  constant  en 
grandeur  et  en  direction.  S'il  est  nul  au  début  du  mouvement,  il  le  demeure; 
indéfiniment.  C'est  ainsi  que  s'il  s'agit  d'un  corps  solide  n'ayant  priniitivcmeiit 
aucune  vitesse  angulaire,  la  même  propriété  persiste  (-),  le  corps  solide  garde 
une  orientation  invariable;  il  prend  un  mouvement  de  translation. 

106.  Mouvement  des  machines;  voi.a.nts.  —  Boriu)ns-n()us  au  cas 
simple  d'une  machine  constituée  par  un  aibre^  sur  lequel  sont  calées 
différentes  pièces,  tournant,  en  même  temps  que  l'arbre,  autour  de 
l'axe  A  de  ce  dernier,  avec  une  certaine  vitesse  angulaire  o).  La 
machine  est  soumise  à  l'action  d'un  certain  couple  C,„,  appelé  co///^/r 
moteur.,  qui  tend  à  accélérer  son  mouvement  et  qui  provient  du  fonc- 
tionnement du  moteur  (thermique,  électrique,  hydraulique,  etc.)  cjni 
actionne  la  machine.  Elle  est  soumise,  en  même  temps,  à  un  auli'c 
couple  C,  appelé  couple  résistant  et  de  sens  contraire;  au  précédent. 

(')  Dans  l'air,  ceci  est  complètement  inexact,  car  les  forces  exlériiures  sont  con- 
sidéial)lciii(Mit  nio,lifi(''cs,  par  suite  de  la  résistance  de  l'air,  (pii  devient  beaucoup 
plus  grande. 

(-)  Car,  s'il  prenait  une  vitesse  angulaire  quelc<in(iue,  il  nuîlrail  un  nioaienl  cinc- 
li(|uc,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  103. 
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Ce  couple  lésislanl  se  compose  lui-même,  en  <;énéral,  de  deux  autres 
couples;  l'un,  C„  appelé  couple  utile,  actionne  les  outils  dont  la 
machine  a  pour  but  d'assurer  le  fonctionnement;  l'autre,  C^  appelé 
couple  des  résistances  passives,  j)rovient  des  frottements  et  résis- 
tances développés  dans  les  différents  or|;anes  de  la  macliine;  il  croît 
en  même  temps  que  la  vitesse  angulaire. 

Appelons  1  le  moment  d'inertie  total  de  la  machine  par  rapport  à 
l'axe  A.  D'après  l'équation  (-  ),  on  a 

(  1 3  )  I  —  =^  G„t  —  C,.  =  C,„  —  C„  —  G/,. 

Si  le  couple  moteur  est  juste  égal  au  couple  résistant,  la  vitesse 
angulaire  reste  constante;  on  dit  que  la  machine  est  à  Vétat  de 
régime. 

Si  le  couple  moteur  dépasse  le  couple  résistant  (ce  qui  arrive,  par 

exemple,  si  les  outils  cessent  de  travailler),  la  dérivée  —j-  est  positive, 

la  vitesse  augmente;  on  dit  que  la  machine  s^ emballe.  11  est  à  remar- 
quer, d'ailleurs,  que  cet  accroissement  de  vitesse  a  pour  conséquence 
une  augmentation  du  couple  Cp,  qui  finit  toujours  par  atteindre  C„j 
et  par  réaliser  de  nouveau  liiniformité  du  mouveuient.  Toutefois, 
dans  la  pratique,  comme  les  grandes  vitesses  ainsi  atteintes  pourraient 
être  dangereuses,  on  évite  cet  emballement  par  l'emploi  d'un  régula- 
teur (n*"  171),  qui  a  pour  effet  de  diminuer  automatiquement  le 
couple  moteur  dès  que  la  vitesse  dépasse  la  vitesse  de  régime. 

Enfin,  si  le  couple  moteur  est  inférieur  au  couple  résistant  (ce  qui 
arrive,    par    exemple,    si    l'on    supprime    l'action    du    moteur),    la 

dérivée  — t-  est  néiiative,  la  vitesse   diminue  et  la   machine   finit  par 

dt  ^  ^ 

s'arrél cr. 

107.  On  arrive  aux  même  conclusions  si,  au  lieu  de  l'équation  (i  3). 
on  emploi*^  l'équation  des  fc)rces  vives.  Appelons  T,„,  T„,  \p  le  tra- 
vail moteur,  h-  travail  utile  et  le  travail  des  résistances  passives 
pendant  un  iiil<'r\alle  de  temps  (pichoncpie  ( /«i  '«^-  O"  •' 

^  1 1)  -  ''  '"  T  —  ^^0  )  =  T,„  —  T„  —  T,,  =  T„,  —  T,.. 

Ou  voii  (pic  hi  ii(Mi\(ll(,'  \itesse  est  supérieure  ou  inh'-rieure  à  lan- 
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clenne,  suixant  que  le  travail  moteur  est  supérieur  ou  inférieur  au 
tra\ail  résistant.  Pour  une  \aleur  donnée  de  l'excès  de  travail,  laii^- 
mentation  de  vitesse  est  daulant  plus  faible  que  I  est  plus  grand.  Il  v 
a  donc  intérêt,  pour  accroître  la  régularité  de  la  machine  ('),  à  aug- 
menter ce  moment  d'inertie.  C'est  ce  qu'on  fait  en  calant  sur  l'arbre 
une  grosse  roue  appelée  volant,  dont  le  moment  d'inertie  est  très 
grand,  parce  que  la  plus  grande  partie  de  la  niasse,  (jui  se  trouve 
dans  la  jante,  est  très  éloignée  de  l'axe. 

108.  Puissance.  —  La  puissance  P  d' un  moteur  est  le  travail 
qu'  il  produit  par  unité  de  temps.  Lorsque  la  machine  est  en  régime 
normal,  il  existe  une  relation  très  simple  entre  la  puissance  et  le 
couple  moteur.  On  a,  en  effet, 

Pdf  ^  G„, df  =  C,„ (jidt  : 
d'où 

(i5)  P=.zG„oj. 

La  puissance  est  égale  au  produit  du  couple  moteur  par  la 
vitesse  angulaire  (-).  (Bien  entendu,  cette  dernière  doitèti^e  évaluée 
en  radians.  ) 

On  !A^^e\\e puissance  utile  P„  le  travail  utile  par  unité  de  temps. 

Le  rendement  de  la  machine  est  le  rapport  /■  =  -^  •  11  est  toujours 

plus  petit  que  I,  à  cause  du  travail  absorbé  par  les  résistances  pas- 
sives. 

109.  Pendule  composé.  —  Le  pendule  composé  est  constitué  par 
un  corps  solide  pesant  pouvant  tourner  sans  frottement  autour  dun 
axe  horizontal  A,  appelé  axe  de  suspension . 

Appelons  a  la  distance  du  centre  de  gravité  G  à  cet  axe,  'i  l'angle 
f[ue  fait  le  plan  vertical  de  Taxe  avec  le  plan  (  A,  G)  et  enfin  I  le 
moment  d'inertie  du  pendule  par  rapport  à  A. 


(')  Le  volaiil  a  seulemenl  pour  rùlc  d'anioindi-ir  les  irrégularités  périodiques  ou 
passagères  de  la  machine.  Mais,  s'il  se  produit  une  diminution  persislanle  du  couple 
résistant,  il  n'empêcliera  pas  la  macliine  de  s'emballer;  il  ralentira  seulement  cet 
emballement.  Le  volant  ne  permet  donc  pas  la  suppression  du  régulateur. 

(■)  Ceci  s'applique  aussi  dans  le  cas  oi'i  la  vitesse  est  variable;  un  obtient  alors 
la  puissance  au  temps  t. 
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Pour  ohtciiir  l'cqualion  du  iiioux ciiicnl.  on  jkmiI  a[»[)li(juer  iiidlIlV-- 
l'cniiiient  le  tlicoiènie  du  hioiîkmiI  cinf'tique  ou  le  théorème  des  forces 
vives.  Appliquons  ce  dernier,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fail  pour  le 
pendule  simple  (n°  81).  Puisque  nous  supposons  qu'il  n'j  a  pas  de 
frottements,  la  seule  force  qui  travaille  est  le  poids  mg  du  corps 
solide.  11  dérive  d'une  fonction  de  force,  qui  est  éj;ale  à  mga  cosç. 
On  a  donc 

(i6)  \'^''-=  •.>in  ffa  cosç -\- h         (A  =  oonst.). 

On  retombe  sur  le  même  type  déquation  que  pour  le  pendule 
simple.  On  peut  même  identifier  complètement  les  deux  équations 
(  abstraction  faite  des  constantes  d'intégration)  en  prenant  /,  dans 
l'équation  (3i)  du  n"  81,  de  telle  manière  que  l'on  ait 

lin  i^a        2 ,.?• 

i      ""  T 

ou 

\  K'^ 

(i;)  1=  —  =—y 

ma         a 

en  appelant  K  le  ravon  de  giration  du  pendule  par  rapport  à  A. 

Ceci  nous  pioiiv(î  que  tout  pendule  composé  oscille  de  la  même 
manière  qu  un  certain  pendule  simple^  qui  est  appelé  son  pen- 
dule synchrone  et  dont  la  longueur  est  donnée  par  la  formule  (17). 

Si  l'on  appelle  K'  le  rajon  cïe  giration  autour  de  l'axe  parallèle  à  A 
meni-  par  (1,  on  sait  (t.  I,  n"  18i)  que  K- =:=  a--)- K'-.  En  j)ortanl 
dans  (  I-),  il  \ient 

K'2 

(18)  Z  =  «H 

a 

(  )n  voit  (pie  /  est  toujours  >  a.  On  i\\)\'ir\\{'  axe  d^  oscillai  ion  l'axe  V 
parallèle  à  \,  situé  dans  le  plan  (A,  (J  ),  au  delà  de  (j  et  à  la  distance  / 
d(;  A.  Sa  distance  a'  à  G  est  l  —  a^  soit,  d'aju-ès  (i8_), 


Oy) 

rt  =  — 
a 

ce  qui  s' 

'Ciit 

encor»! 

iio) 

na  =  K' 

On  \()il  que  la  relation  qui  lie  a  et  a'  est  symétrique.  Donc,  il  ]■  a 
réiiprocilé  entre  les  axes  de  suspension  et  d'oscillation  ;  si   l'on 
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suspend  le    pendule  autour  de   A',    la    durée    d'oscillalion    reslc   la 
même.  C'est  sur  cette  proj)riété  que  repose  le  pendule  de  Kaler. 

110.  Mouvements  osciLLATOinES  d'un  r.oiips  souini:.  — •  Imaginons 
un  corps  solide  S  qui  peut  tourner  autour  d'un  axe  fixe  O^,  par 
rapport  auquel  il  a  un  moment  d'inertie  que  nous  appelons  1.  Sup|)o- 
sons  qu'il  existe  une  position  d'équilibre  et  que  si  l'on  écarte  S  de 
l'angle  'i  de  cette  position,  il  j)renne  naissance  un  couple  égal 
à  —  /  cp,  k  désignant  un  coefficient  constant  positif.  Supposons,  en 
outre,  que  les  résistances  passives  aient  pour  effet  de  développer  un 
couple  égal  à  —  «es',  a  désignant  encore  un  coefficient  constant 
j)Ositif.  Ajipliquons  le  théorème  du  moment  cinétique  : 

Nous  retombons  sur  le  type  de  l'équation  (66)  du  n"  89.  Nous  allons 
donc  obtenir  un  nioinemenf  oscillatoire  amorti  ou  apériodique . 
si  rt  ^  o,  harmonique^  si  a  =:  o.  Toutes  les  conclusions  développées 
au  n"  89  s'appliquent,  sans  modification,  au  cas  actuel;  nous  n'v 
reviendrons  pas. 


CHAPITRE  YIII. 

LES    UNITÉS    EN    MÉCANIQUE. 


111.  Ukités  FONnAMEKTALES  ht  unités  nÉRivÉES.  —  Daiis  Ics  Cliapilres 
|)récédeiiLs,  nous  avons  introduit  différentes  grandeurs,  sans  jamais 
nous  préoccuper  des  unités  qui  servent  à  les  mesurer.  Cela  n'a  aucun 
inconvénient  quand  on  se  |)lace  à  un  point  de  vue  |)uremenl 
théorique.  Mais,  dès  qu'on  envisage  les  applications  pratiques,  la 
ipiestion  des  unités  devient,  au  contraire,  fort  im|)()rlante. 

()uand  on  introduit,  dans  une  science  expérimentale,  une  grandeur 
mesurable  d'espèce  entièrement  nouvelle,  c'est-à-dire  ne  pou\ant 
être  définie  au  moyen  de  grandeurs  déjà  connues,  son  unité  ne  ])cut 
être  choisie  qu'en  fixant  aihil  ralrement  un  étalon,  auquel  on  con- 
vient de  donner  poui"  mesure  un  nombre  déterminé,  tel  que  i,  loo, 
looo,  etc.  Une  telle  grandeur  s' i[[)^)v\lv  grandeur  fonda/ne /i  talc  v[ 
l'unité  cori'espcuidante  est  unv  unité  fondanirutalr. 

11  arrive,  an  contraire  (^  et  cela  est  beaucoup  pins  frc'queut  \  (pi'ou 
mlrodnlse  une  grandeur'  nonscHe  (i'  suseepllble  d'être  d(''finie  an 
moy(!n  de  grandeurs  G  déjà  connues  et  qui  ont  dépi  leurs  unités. 
Cette  définition  peut  toujcuiis  se  mettre  sons  la  forme  d'une  équation 
et  le  seul  fait  d'écrire  cette  équation  lni|»ll(pie  \v  choix  de  l'unité  de 
la  nouvelle  grandeur.  Il  suffit,  ponroblenir  celle  unlti-,  de  choisir  les 
grandeurs  G  de  telle  manière  que  la  mesure  de  (j',  tirée  de  l'équa- 
tion de  dé  finition .  ail  pour  valeni-  i  (').  Lue  grandeur  telle  que  G' 
e>t  appelée  grandeur  dérivée  et  son  unih-  e>l  une  unité  dérivée. 

Il    \   a  S(Mi\(iil   pin    leurs  manières  possd)les  de  choisii'  I  ('•fpiallon  de 


(')  Ceci  est  genéiaiemcnl  possible  d'iirn'  iiiliiiin''  dt  iiiiiiiièics  ;  mais  ou  clioisit, 
bien  entendu,  ics  valeurs  numériques  les  jilus  simples  pour  les  mesures  des  gran- 
deurs (j,  si  l'on  Mul  obtenir  l'('*nonc<';  le  plus  simple  pour  la  définition  de  l'unin'- 
de  G'.  Mais,   tous  les  (■•Mon(;(''s  sont  cvidemmcul  ('•ijuivalents. 
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(létînillon  et,  en  outre,  quand  on  a  choisi  l'une  d'elles,  on  est  encore 
libre  d'y  introduire  des  coefdeienls  numériques  arljitraires  (').  Dans 
la  pratique,  on  s'arrange  pour  que  les  équations  de  délinition  t)fïrenl 
le  maximum  de  simplicité.  Pour  ce  qui  concerne  la  Mécanique,  noire 
choix  est  déjà  fait;  il  résulte  de  toutes  les  équations  écrites  dans  les 
Chapitres  précédents,  dont  chacune  peut  servir  d'équation  de  défi- 
nition. 

11  j  a  aussi  une  certaine  part  d'arbitraire  dans  le  choix  des  gran- 
deurs fondamentales.  Rien  n'empêcherait,  par  exemple,  de  substituer 
le  volume  à  la  longueur  fondamentale  de  la  Géométrie.  De  même,  en 
Mécanique,  suivant  qu'on  expose  la  Dynamique  avant  la  Statique  ou 
inversement,  on  est  conduit  à  prendre  comme  grandeur  fondamen- 
tale la  masse  ou  la  force,  et,  eu  fait,  cela  a  donné  naissance  à  deux 
systèmes  diSt-rents  d'unités,  qui  sont  encore  employés  tous  deux.  On 
pourrait  aussi  adopter  l'énergie,  la  masse  et  la  force  devenant  alors 
toutes  deux  des  grandeurs  dérivées  (-). 

Suivant  la  manière  de  choisir  les  unités  fondamentales,  ou  aboutit 
à  tel  ou  tel  système  cVunités.  Nous  verrons,  un  peu  plus  loin,  quels 
sont  les  systèmes  actuellement  en  usage. 

11;2.  Changement  d'unités;  dimensions;  homogénéité.  —  Imagi- 
nons, pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  choisi  trois  grandeurs  fonda- 
mentales (X),  (Y),  (Z)  et  soit  (G)  une  grandeur  dérivée.  Tout  en 
gardantles  mêmes  grandeurs  fondamentales,  supposons  maintenant  que 
l'on  change  leurs  unités,  les  nouvelles  unités  étant  respectivement  X, 
Y,  Z  fois  plus  petites  que  les  anciennes.  La  nouvelle  unité  de  (G) 
devient,  de  ce  fait,  G  fois  plus  petite  et  il  est  bien  évident  que  le 
nombre  G  doit  être  une  fonction  d('lcrminée  des  trois   nombres  X, 


(')  C'est  ainsi  que,  pour  définir  l'accéiéialion,  on  peut  clioisir  l'une  ou  l'autre  des 
deu\  formules 

V  z=z  yt,        e  —  -  y  t-. 

2 

Kn   outre,   si    l'on  adoptait   la   seconde,  on  |)ourrait  toul  aus-.i  liien  y  supjirinier  le 

fai  leur  -  :    mais    on  introduirait  le  facteur  2  dans  la  première. 
2 
(-)  I.e    nombre   des    grandeurs   fondamentales   conslituant    un  système  n'esl   pas 

nécessairement  irréductible.  On  conçoit,  en  effet,  que  les  progrès  de  la  Science  per- 
mettent de  découvrir  un  jour  un  lien  entre  des  e;randeurs  qui  seuiblaient  primitivc- 
Jiient  indépendantes,  ainsi  qu'il  est  arii\é  poui-  la  clialcnr  cl  le  travail   mécanique. 
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^  ,  Z,  puisque  la  coimaissancr  des  uull('■^  fondaincMlalcs  cnliaîiie  ca-\\c 
(l<'s  iinitc'S  drrivées.  A  cliaquc  i;rand('iir  (h'-iixc'c  (G),  coi  r<'s|)()iid 
donc  une  certaine  fonction 

(.)  G=/(X.Y,Z:., 

qui  est  appelée  son  symbole  de  dhnensioJis  cl  qui  est  le  rapport 
(Id/is  lequel  est  réduite  l'unité  de  cette  grandeur  quand  les  unités 
fondamentales  sont  réduites  respectivement  dans  les  rapports  X. 
\,  Z.  Il  j-evient  an  même  de  dire  que  les  mesures  de  grandeiirs 
déterminées  de  V espèce  (G).  (X),  (^),  ou  (Z),  sont  multipliées 
respectivement  par  les  nombres  G,  \,  ^  ,  Z  ('  ). 

(')  ^îous  vérifierons,  dans  tous  les  cas.  que  G  est  luiijnurs  ilc  la  forme  \''^  ?/,'.', 
a,  p,  y  désignanl  des  exposants  constants.  ^ 

On  peut  le  démontrer  a  priori  de  la  manière  suivante.  .Soit 

(i)  g=V{x.y,z) 

une  relation  devant  exister  entre  les  mesures  x,  y,  z,  if,  quel  que  soit  le  système 
d'unités.  (Ce  sera,  par  exemple,  l'équation  de  délinitioii.  )  Si  les  unités  fondamen- 
tales deviennent  \,  Y,  Z  fois^pius  petites,  on  a  lidenlilé 

(^)  i;G       F{x\,y\,zy.). 

Dé)i\()ns-la  par  rapport  à  x  : 

(■')  Gg\.=  P_^ix\,y\,zZ)\; 

dérivons,  de  même,  piir  rapport  à  \  : 

Cl)  gO^=  F',.{x\,  yY,zZ)x. 

I>i\  isons  f  ,'|  )  par  (  .'5  )  : 

{:,)  *3  -  ^  ^ 

Si  nous  donnons  maintenant  à  x.  y,  z.  des  valeurs  numériques  queiroiiques,  le 
second  membre  prend  la  forme  ->  2  étant  une  (ouslanlc.  liés  lors,  en  inléi;ranl,  il 
vient 

Ci)  G:     X'-tpCY,  Z). 

l'iii  faisant  les  mi'ines  o|)crations  jxtur  _r  et  z.  on  voit  (|ue 

'7)  G --::  CXM.^ZV. 

('.  éiant  une  conslanle.  Comme  G  doit  être  (';;al  à  i,  si  X=  V  —  Z  =  1,  on  en  conclut 
que  C       1;  donc, 

(8)  G  =  X"\?ZY.  (;.  u.  F.  D. 
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De  même  qu'en  Géométrie  (i.  II,  n"  2),  toutes  les  formules  de  la 
Mécanique,  qui  sont  établies  en  laissant  les  unités  arbitraires, 
doivent  être  homogènes.  Soit,  par  exemple,  une  équation  de  la 
forme 

(•2)  A  +  B  +  C  =  o. 

Si  l'on  réduit  les  unités  fondamentales  dans  les  rapports  X,  Y,  Z, 
les  termes  A,  B,  C  sont  multipliés  respectivement  par  leurs  symboles 
de  dimensions  a,  b,  c.  Or,  si  l'on  veut  que  l'équation  (2)  soit  indé- 
pendante du  choix  des  unités,  il  faut  que  l'opération  précédente  la 
laisse  invariante  quels  que  soient  X,  \,  Z.  Il  en  résulte  que  les  trois 
symboles  «,  />,  c  doivent  être  identiques  quels  que  soient  X,  \  ,  Z. 
Autrement  dit,  dans  nHmporte  quelle  formule  de  Mécanique^  les 
différents  tenues  doivent  cuoir  les  mêmes  symboles  de  dimen- 
sions. 

113.  Ce  principe  d'homogénéité  rend  les  mêmes  services  en 
Mécanique  qu'en  Géométrie;  sa  vérification  fréquente  dans  les  calcids 
compliqués  sert  de  contrôle  et  permet  qiudquefois  de  déceler  des 
erreurs.  Une  faute  d^ homogénéité  est  toujours  une  faute  grave. 

Il  permet  aussi  de  calculer  facilement  les  symboles  de  dimensions 
des  différentes  grandeurs  dérivées.  Si  Ton  veutj  par  exemple,  le 
svmbole  de  la  grandeur  (G),  il  suffît  de  prendre  une  formule  quel- 
conque, où  ne  figurent  que  cette  grandeur  et  d'autres  grandeurs  dont 
ou  connaît  déjà  les  symboles.  En  égalant  les  symboles  de  deux  termes 
quelconques  de  cette  formule,  on  obtient  une  égalité  d'où  l'on  peut 
tirer  le  symbole  cherché  G  (  '  ). 

Pour  déterminer  pratiquement  le  symbole  de  dimensions  d'un 
terme  monôme  quelconque 

(3)  \.  =  kui'v'Uv'\ 

où  k  désigne  un  certain  facteur  numérique  et  où  u.,  e,  »'  représentent 
des  grandeurs  dont  on  connaît  les  symboles  U,  V.  W,  il  suffit  de 
remjdacer,  au  second  membre,  les  lettres  w,  v,  tv  par  ie>  symbole-- 


(')  Il  n'y  aurait  exception  que  si  G  se  trouvait  en  facltur,  avec  le  même  expo- 
sant, dans  tous  les  termes  de  la  formule,  autrement  dit  si  la  formule  proposée  se 
trouvait,  par  hasard,  être  homogène  par  rapport  à  la  grandeur  (G). 
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c()ri('sj)ondants,  eu  négligeant  le  fadeur  numérique  /, .  En  eilet,  dans 
un  changemeul  d'unités  quelconque,  les  nombres  (jue  i'ej)résentent 
les  Iciiies  M,  e,  iv  sont  respectivement  multipliés  par  U,  \  .  W;  il 
>>"eusuit  évidemmeul  que  A  est  niulli|)li(''  par  l  /'^  '/ \\ ''  ci  (-(la  jiislilie 
bien  noire  règle  pratique. 

114-.  Systèmes  usités.  — -  On  utilise  actuellement  en  France  trois 
systèmes  différents  d'unités. 

Système  C .  G.  S .  —  l.es  grandeurs  fondauienlales  sont  :  loji- 
gueur,  temps,  masse  ('). 

L'unité  de  longueur  est  le  centimètre,  qui  est  la  centième  partie 
de  la  longueur  à  o°  du  mètre  étalon,  conservé  dans  les  caveaux  du 
pavillon  de  Breteuil,  à  Sèvres. 

Lunité  de  temps  est  la  seconde,  qui  est  la  fraction  ^jj^^  du  jour 
solaire  moyen. 

L'unité  de  masse  est  le  gramme,  qui  est  la  millième  partie  du 
kilogramme  étalon,  également  conservé  au  pavillon  de  Breteuil. 

Nous  passerons  en  revue  les  unités  dérivées,  en  uièiiie  temps  cpie 
celles  des  deux  autres  svslèmcs,  au  n"  1  lo. 

Système  M.  T.  S .  —  Il  n'existe  oflieiellement  (jue  depuis  la  loi 
du  4  avril  1919.  Ses  grandeurs  fondamentales  sont  les  mêmes  (pu* 
pour  le  système  C.  (î.  S.;  mais,  les  unités  ont  (';té  choisies  de  manière 
à  les  rendre  plus  pralifpies  pour  les  usages  industriels. 

L'unité  de  temps  n'est  pas  changée.  T>'unité  de  longueur  est  le 
mètre,  qui  vaut  100  centimètres.  Enfin,  i'unilé  de  masse  est  la  tonne, 
(}ui  vaut  1000  fois  le  kilogramme  étalon  et,  par  conséquent,  1 000000 
de  grammes. 

Système  M.  A.  S.  —  Les  grandeurs  loudauieutales  soiil  :  /a/i- 
gueiir,  temps,  force. 

L'unité  de  longueur  est  le  mètre  cl  l'unité  de  temps  est  toujours 
\sl  seconde.  (^)uant  à  l'unité  de  force,  c'est  le  kilo  gramme- poids  ou 
kilogramme-force ,  cesl-à-dire  le  |)(iid>  à  Paris  i\\\  kdui;iauime- 
masse.  Elh;  ollre  théoriqTU'menI   le  grave  inconvénient  de  ne  pas  être 


f)  Kn  G<'-<im(''trif,  <in    n'utilise    (iiu-    la    |)t(nii('Te  ;    <'n    (  !iii('eii:il  i(|iic.    ii;i    niilisr  \:\ 

pniiiiiii-   il    hi    scCntidi- :   en    I  >\  Jiarniijlli'   ri   eu    Sl.iliijlK-,   un    \r^    iilili--c'    Inlllrs   !(•>   Irui-. 
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transpurtable,  car,  raccélératictii  de  la  pesanteur  n'étant  pas  la  même 
partout,  le  poids  du  kilogramme  élalon  change  quand  on  le  déplace 
à  la  surface  de  la  Terre  (  '  ). 

C'est  pourquoi  le  système  M.  R.  S.  n'est  jamais  employé  dans  les 
mesures  scientifiques.  Mais,  pour  les  mesures  industrielles,  qui 
n'exigent  pas,  en  général,  une  très  grande  précision,  cel  inconvé- 
nient n'existe  pas,  car  l'on  considère  comme  négligeables  les  petites 
variations  de  g  et  Ton  prend  pour  unité  de  force  le  poids  du  kilo- 
gramme-masse en  un  lieu  quelconque  de  la  Terre  (-). 

Ho.  Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  différentes  gran- 
deurs de  la  Mécanique  et  donner,  pour  chacune  d'elles,  la  défini- 
tion de  l'unité  dans  les  trois  systèmes  ci-dessus.  Nous  calculerons 
également  les  dimensions,  en  prenant  toujours  comme  grandeurs 
fondamentales  la  masse,  la  longueur  et  le  temps. 

Longueur.  —  Unité  :  centimètre  en  G.  G.  S.  ;  mètre  en  M.  T.  S. 
etM.  K.  S. 

Symbole  de  dimensions  :  L. 

Surjace.  —  Lnilé  :  carré  construit  sur  l'unité  de  longueur,  c'est- 
à-dire  cm-  errG.  G.  S.  et  m-  en  M.  T.  S.  et  M.  K.  S. 
Symbole  de  dimensions  :  L-. 

Volume.  —  l  nité  :  cube  construit  sur  l'unité  de  longueur,  c'est- 
à-dire  cm^  en  G.  G.  S.  et  m-*  en  M.  T.  S.  et  M.  K.  S. 
Dimensions  :  1^'. 

Angle.  —  Lnité  :  radian  =  angle  au  centre  correspondant  à  un 
arc  égal  au  rayon.  On  se  sert  aussi  du  degré  et  du  grade,  qui  valent 

respectivement  -—  et  -^  radians. 


(')  Si,  par  excMiplf,  ou  le  susjx'nd  à  un  pcson  à  ressort,  la  divisiuii  maiiim'i- 
cliange,  suivant  le  lieu  de  l'expérience. 

C)  Malgré  ses  inconvénients  théoriques,  le  système  jM.  K.  S.  est  presque  exclusi- 
vement employé  <'n  Mécanique  industrielle  et  le  sera  sans  doute  encore  longtemps, 
malgré  les  ellorts  des  savants  pour  faire  adopter  un  système  plus  rationnel.  Cela 
tient  à  ce  que  la  notion  statique  de  force  est  l)eaucoup  plus  répandue  que  la  notion 
dvnaniique.  Tout  le  monde  sait  se  représenter  une  force  de  i''s,  tandis  (|ue  peu  de 
gi-ns  peuvent  se  représenter  la  stliène,  pour  cette  bonne  raison  que  le  puljlic  ne 
possède  [)as  la  notion  d'accélération. 
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Dimensions  :  i.  —  La  valeur  dun  angle  en  radians  esl,  en  eflcl, 
indéj)en(lanle  de  lunité  de  longueur,  puisque  c'est  le  quotient  de 
l'arc  ])ar  le  ravon. 

Temps.  ■ —  L  nité  :  la  seco/tde  dans  tous  les  systèmes. 
Symbole  de  dimensions  :  T. 

Vitesse.  —  Prenons  j)our  ('(luation  de  délinilion  la  formule  du 
mouvement  unitorme 

(4)  e  =  it. 

Pour  e=i  et  t  =  i,  on  a  e^i.  Donc,  l'unité  de  vitesse  est  la 
vitesse  d'un  mobile  qui  parcourt,  d'un  mouvement  uniforme,  l'unité 
de  longueur  pendant  l'unité  de  temps.  Les  vitesses  sont,  par  suite, 
exprimées  en  cm.  par  sec.  dans  le  système  C.  G.  S  et  en  m.  par  sec. 
dans  les  deux  autres  systèmes. 

Dimensions  :  Appliquons  la  règle  générale  donnée  au  n"  Mlî,  en 
nous  servant  de  ré(juation  (4)j  nous  avons 

L  =  YT; 

d'où  nous  lirons  le  svinl)ole  clierelié  : 

(5)  Y=LT-i. 

Accélération.  — ■  Prenons  jjour'  ('(piation  de  délinilion  la  formule 
du  moiivemenl  unilormcmcnt  varié  : 

(6)  v  =  '[t. 

En  y  faisant  ('  =  /  =  i,  nous  voyons  (pic  l'unité  d'accélération  est 
l'accélération  d'un  mouvenuînt  uniformément  varié,  dont  la  vitesse 
s'accroît  d'une  unité  par  unité  de  temps.  Les  accélérations  sont  donc 
exprimées  en  cm.  par  sec.  par  sec.  dans  le  système  C.  (i.  S  et  en 
m.  par  sec.  par  sec.  dans  les  deux  autres  systèmes. 

Dmiciisions  :   En  se  servant  des  formules   iiV)  et  (:">),  nous  axons 

V 

(7)  r  =  _=LT^ 

Vitesse  ani;t(laire.  ~  l'icnous  pour  écpialion  de  d<''liiiition  la 
foi'iiiuir  de  la  rotation  iiiiiloniic 
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En  y  faisant  9  =  /  =  i,  nous  voyons  que  l'unité  do  vitesse  angu- 
laire est  la  vitesse  angulaire  d'un  corps  solide  qui  tourne  uniformé- 
ment d'un  radian  par  seconde. 

On  exprime  aussi  quelquefois  les  vitesses  angulaires  en  degrés  ou 
en  grades  par  seconde.  Dans  l'industrie,  les  vitesses  de  rotation  sont 
presque  toujours  évaluées  en  nombre  de  tours  par  minute.  Lors- 
qu'on a  des  données  de  cette  sorte,  il  faut  toujours  les  transformer 
en  radians  par  seconde,  si  l'on  doit  les  utiliser  dans  des  calculs  où 
interviennent  d'autres  éléments,  tels  que  des  vitesses  linéaires, 
moments  cinétiques,  forces  vives,  etc.  Ce  n'est,  en  effet,  qu'à  cette 
condition  que  l'on  peut  écrire  la  formule  r  =  /ho,  qui  donne  la  vitesse 
linéaire  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire. 

Dimensions  :  D'après  (8),  le  symbole  de  dimensions  est 

(9)  ■  £2=.l  =  T->. 

Vitesse  aréolaire.  —  Prenons  la  formule 

(10)  S  =  rt^, 

qui  donne  l'aire  balayée  dans  un  mouvement  obéissant  à  la  loi  des 
aires.  Nous  en  concluons  que  la  vitesse  aréolaire  a  s'exprime  en  cm- 
par  sec.  en  C.  G.  S.  et  en  m-  par  sec.  dans  les  deux  autres  systèmes. 
Dimensions  : 

(iij  A  =  L2T-i. 

Masse.  —  Unité  :  gramme  en  C.  G.  S.,  tonne  en  AI.  T.  S.  Dans 
le  système  M.  R.  S.,  elle  nous  est  donnée  par  la  formule 

(i2)  p  =  mg-, 

qui  relie  le  poids  à  la  masse.  Pour  avoir  /m  =:  i ,  il  faut  prendre 
p  =  g  =  g,Si.  Donc,  l'unité  de  masse  est  la  masse  d'un  corps 
qui  pèse.,  à  Paris.,  9''''',8i.  Elle  vaut  9,81  fois  la  masse  du  kilo- 
gramme étalon. 

Dans  la  pratique,  pour  évaluer  la  masse  d'un  corps  dans  le  svs- 
tème  M.  K.  S.,  on  calcule  son  poids  en  kilogrammes  et  on  le  divise 

Dimensions  :  Le  symbole  est  M. 

Masse  spécifique^  poids   spécifique.,  densité.  —  La  masse  spéci- 
Haag.  —  Cours,  III.  9 
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Jique  d'un  corps  lionioyèno  est  la  masse,  de  l' unité  de  volume  de 
ce  corps.  Si  on  la  flésio;ne  par  a,  la  masse  m  d'un  corps  de  ^olume  v 
est  donnée  parla  lnniudc 

On  en  dt'diiir.  qiie  le  svnibole  de  dimensions  de  la  masse  spc-cllique 
est^JL    '. 

he  poids  spécijique  o  est,  de  même,  le  poids  de  lunilé  de  \olume. 
I^e  poids  d'un  voluine  v  est 

/'  =  ,''•• 

On  en  déduit  le  symbole  de  dimensions  de  o  :  1MI^~-T'-. 
On  a,  entre  'j.  et  c,  la  relation 

On  appelle  densité  d  un  corps  le  rapport  entre  les  masses  ou  les 
poids  de  volumes  éiiaux  de  ce  corps  et  d'eau  distillée  à  4"-  Son  s\ui- 
hole  de  dimensions  est  i ,  de  sorte  que  la  densité  est  indépendante 
du  choix  des  unités.  C'est  pourquoi,  dans  la  pratique,  on  l'emploie 
de  préférence  à  la  masse  spécifique  on  au  poids  spécifique.  Si  on  la 
désigne  par  /^/,  on  a  d'ailleurs  les  relations  évidentes 

;jL  =  d,  en  C.  G.  S.     et   M.  T.  S.: 
p  =  loooc/,  en  M.  i\.  S. 

Dans  le  système  M.  K.  S.,  le  poids  dun  cj)rps  est  égal  à  looo  fois 
le  produit  de  son  voluuie  par  sa  tiensité.  Si  l'on  veut  qu'il  soit  égal 
à  ce  pr(Kluit,  il  faut  évaluer  le  Nolumc  en  dm-',  c'est-à-dire  prendre 
le  décimètre  pour  iinitc-  de  iougiieur.  1!  n'\  a  à  cela  aucun  inconvé- 
nient, si  les  longueurs  n'ont  pas  à  intervenir  autrement.  Mais  cela 
peut,  au  contraire,  conduire  à  des  erreurs,  si  les  longueurs  servent  à 
autre  chose  qu'à  mesurer  le  \olume,  coinnie  il  arrive,  par  exem|)le, 
dans  révaluation  des  moments  d'inertie.  Dans  ce  cas,  runiti'  de  lon- 
gueur doit  être  le  décimètre  j)Our  le  calcul  d(^s  volumes  et  le  mètre 
pour  tous  les  autres  calculs.  Il  y  a  là  une  difdeulté  qu'il  vaut  mieux 
«'■\iler  en  gardant  le  mrlrc  poiii'  uiiilc  iiiii<pic  et  se  ra|>p<lant  (pn'  \r 
poid^  du  m<'trc  «nhe  d'eau  est    looo'"-'. 

<>u<intttr   dt:    mouvement .  Sou    iiuiti'-    résulte    de-    iiuilcs    de 

masse  et  de  vitesse;  nous  laissons  au  lectcMir  le  soin  de  la  d('-(iuir  dans 
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les  trois  svslènics.  Son  symholc  de  dimensions  est 
(i4)  M\==,MLT-i. 

Moment  ciiiéliqae.  —  C'est  le  produit  d'une  quantité  de  mouve- 
ment par  une  longueur.  Le  lecteur  en  dc'fînira  1  unité.  Retenons  seu- 
lement les  dimensions 

Force.  —  Prenons  comme  équation  de  délinilion 

En  faisant  //^  =  *' ^  i ,  nous  voyons  que  l'unité  de  force  est  la 
force  qui  donne  à  l'unité  de  masse  l  unité  d'accélération. 
En  C.  Cf.  S.,  elle  donne  à  un  gramme  une  accélération  de  i'^'"  par 
sec.  par  sec;  on  l'appelle  la  dyne.  En  M.  T.  S.,  elle  donne  à  une 
tonne  une  accélération  de  i™par  sec.  par  sec;  <»n  l'appelle  last/iène. 

Dans  le  système  M.  K.  S.,  l'unilé  de  force  est  le  Idtogranime- 
poids. 

Dimensions  :  Elles  nous  sont  données  par  la  formule  (16)  : 

(17)  F=:.Mr  =  MLT-^ 

Couple  on  moment.  —  C'est  le  produit  d'une  force  par  une  lon- 
gueur. On  l'évalue  en  dyne-centimètres  en  C.  G.  S.,  en  sthène- 
mètres  en  AL  T.  S.  et  en  kilogrammètres  en  M.  K.  S.  Ses  dimen- 
sions sont 

(18)  FL  =  MIJT-2. 

Travail.  —  Prenons  comme  équation  de  définition  la  formule 

(19)  -  e  =  F/, 

qui  donne  le  travail  d'une  foret'  dtjut  le  point  d  ap[)lieation  se  déplace 
suivant  sa  propre  direction.  En  faisant  F  =  /:^i,  nous  voyons  que 
l'unité  de  travail  est  le  travail  de  l'unité  de  force  pour  un  dépla- 
cement égal  à  l'unité  de  longueur. 

En  C  (i.  S.,  c'est  le  travail  d'une  dyne  pour  un  di'plaeement  de  1""; 
on  l'appelle  Yerg.  En  AL  T.  S.,  c'est  le  ti-avail  d'une  slliène  pour  nu 
déplacement  de  i  "' ;  on  rajjpcUe  le  kilojoule.  En  M.  K.  S.,  c  ('--l  le 
travail  d'uu  kilogramme-poids  pour  un  déplacement  de  1'"  ;  on  1  a|)- 
nelle  le  hiloiirammètre. 
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Dinionsioiv^  :  Ell("s  sont  données  par  la  lonmilc  (iç))  : 

(20)  G  =  ML^'T-2. 

Ce  sont  les  mêmes  que  les  dimensions  d  un  eouple,  et  eela  est  bien 
confoi-me  à  la  règle  qui  donne  le  travail  d'un  couple  appliqué  à  \in 
corps  tournant,  puisque  ce  travail  est  égal  au  produit  du  couple  par 
langle  de  rotation,  lequel  a  pour  symbole  de  dimensions  1. 

l.'unité  de  couple  n'est,  au  fond,  pas  différente  de  l'unité  de  tra- 
vad  et  l'on  peut  évaluer  un  eouple  en  ergs,  kilojoules  ou  kilogram- 
mèti-es. 

force  vive  ou  énergie.  —  Nous  savons  (n"  64)  que  la  variation 
de  demi-force  vive  est  iin  travail.  Il  est  donc  nalurel  de  prendre 
pour  unité  d'énergie  (ou  demi-forct'  vive)  l'unité  de  travail.  e'e>^l- 
à-dire  1  er»,  le  kiloj'oule  ou  le  kilograminèlrc. 

Comme  véi'ilication,  les  dimensions  doivent  être  les  mêmes  que 
celles  de  la  formule  (20).  Effectivement,  on  a  bien 

(21)  MV'-=ML2T-2. 

Puissance.  —  On  a 

(22)  G  =  P/. 

On  en  déduit  que  l'unité  de  puissance  est  la  puissance  d'un  moteur 
qui  produit  une  unité  de  travail  par  seconde^  c'est-à-dire  un  erg 
par  seconde  en  C  (j.  S.,  un  kilojoule  par  seconde  en  M.  T.  S.  ei  un 
kilogrammètre  par  seconde  en  M.K.  S.  L'unité  M.  T.  S.  s'apj)elle 
le  kilowatt. 

Dimensions  :  D'après  la  formide  (22),  le  sMubole  de  dimensions 
est 

(23)  I'  =  I\IL2T-3. 

On  arri\e  au  même  rt'sultal,  en  se  ra|»|ielanl  (pie  la  puissance  d  iiu 
nujteiir  est  ('-gale  an  prodiiil  de  son  couple  par  sa  \ilesse  angulaire  el 
en  applifpiaiit   les  lonii  iile>.  (  1  S  )  et  (()). 

Moiiienl  (I  inertie.  —  Contenions-nous  de  doiiuer  les  diiiieiisioiis 
(■d\)  I=IVIL2. 
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Eu  multiplianl  par  0-,  on  retrouve  le  symbole  de  dinieiislons  de 
lénergie  cinéti(|iie. 

1 1().  Tvbleal:  rkcapitulatif.  — •  Nous  donnons  ci-dessous  nnTableau 
récapitulatif,  indiquant  les  noms,  les  grandeurs  relatives  et  les  sym- 
boles de  dimensions  des  différentes  unités.  Nous  signalons  en  même 
temps  quelques  u/iitrs  pratiques,  qui  sont  souvent  employées,  au 
lieu  de  l'unité  absolue,  pour  des  raisons  de  commodité  dans  les  cal- 
culs numériques,  par  exemjde  pour  éviter  l'emploi  de  nondares  trop 
grands  ou  trop  petits. 

Pour  l'évaluation  des  rapports  d'unités,  le  plus  simple  est  de  se 
servir  des  symboles  de  dimensions.  Pour  le  passage  du  système 
M,  T.  S.  au  système  C.  G.  S.,  il  faut  prendre  L  =  io-,  JMzz^io". 
Pour  le  passage  inverse,  on  prend  évidemment  les  valeurs  inverses. 
Pour  le  passage  du  système  M.  K.  S.  au  système  G.  G.  S.,  on  a 
L=  10-  et  M  =  98 10. 

Valeur  en 

Nom  ■!!  ^^m      Symbole 

de  la  j:raii<loui-.  Nom  de  1  iinilc.  C.  G.  S.  >I.  T.  S.  M.  K.  S.         do  dimensions. 


^    Conlimètrc 


10 — 


Longueur . .  .    ^   ,. .                                 '  ,  î         L 

'^  (   Meli-e lo'  I  I  ) 

Temps ScconciL' i  i  i  T 

/ 


Gramme. 
Masse /  Tonne.. . 


9810 

I 

(),Si 


,    Mètre  par  sec 10-  i  i  I       t  n- 

\  itessc <  >      Ll 


Ivilogramnic. 


Centini.  par  sec i 

Mètre  par  sec. . . . 

Kilom.  à  l'heure. 


1000  10  10 

36  36  36 


,, ,       .         (    Cm.  par  sec.  par  sec.  i  10—  io~-  )      r  n^--» 

vccelcralion.       ,,  ,  [      '-i    ' 

(    M.  par  sec.  par  sec.  10-                    i                      i  ) 

r^ad.  ])ar  sec i                      i                      i  \ 


Vitesse  angu- 
laire     I   Tours  [)ar  min. 


Dyne. 


98 1  000 


[''orce {        ,  „  100  )•     MI.T 

Sthene 10^  i 


Kilogramme ySiooc         0,00981 


0,98 1 
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Valeur  on 

Nom. — ™«^^.^ — ^ Suiiliolc 

do  la  ^'Fandcur.  Nom  dp  l'uiiilo.  ('..  (1.  S.  M.  T.  S.  M.  K.  S.  de  diiiieiisiini! 


Ers 


y,«' 


KilMJoulo 


[),^^ 


Travail ,..,  ,  .  .  '   MJ.-T-^ 

KilograinmcU'c (),bi  x  lo'       o,i)09!m  i  i 

Joule lo  lo   •'  • 1 

9,81  1 

Kilowalt-lieurc .')*)  x.  10'-  3('>0()  867  x  m' 


iM'g  par  s<'C. 
KiluwaLl  .  .  . 


1000 
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117.  Conseils  viatiques  poir  les  calculs  jnumériqces.  —  Dans  les 
applications,  il  arrive  fréqnenimont  qne  les  données  sont  évaluées  au 
moyen  d'unilés  pratiques  diverses.  I*ar  cxenq^le,  on  donn(;ra  la  lon- 
gueur d'un  arbre  de  transmission  en  mètres  et  son  diainélre  en 
millimètres.  On  donnera  sa  vitesse  angulaire  en  tours  par  jninute  et 
la  puissance  transmise  en  chevaux.  On  donnera  un  effort  langenliel 
en  kilogrammes  ou  bien  en  tonnes,  etc. 

On  peut  évidemment  garder  ces  données  telles  quelles  pour  les 
introduire  dans  les  calcids.  quitte  à  corriger  les  formules  ordinaires 
de  la  Mécanique  par  l'adjonction  de  facteurs  numéiiques  conve^ 
nables,  dont  le  rôle  est  de  tenir  compte  de  la  non-concordance  des 
unités  employées  avec  les  équations  de  définition.  Mais,  celte 
manière  de  procéder  exige  une  attention  continuelle  et  peut  occa- 
sionner facilement  des  erreurs.  Aussi,  croyons-nous  préférable 
d'opérer  de  la  manière  suivante  : 

(Jn  c/ioisù  un  sy.slèina  d'unités  a/jsolues  :  C.  G.  S.,  M.  T.  S. 
ou  M.  K.  S.,  se  lapproclianl  le  plus  possible  des  unités  praticpics 
fpii  servent  à  évaluer  les  données.  Fuls,  on  I  iiiiisiorme  ces  dcrnièies 
dans  le  syslénie  choisi.  On  fait  ensuite  les  calculs  dcinaïuh's.  Mnlin, 
on  transforme  les  résultats  en  unités  |)ratiques. 

Quelle  que  soit  la  manière  de  procéder,  il  est  toujours  |)rudciit  de 
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se  rendre  compte  a  priori  de  l'ordre  de  grandeur  des  différents 
nombres  que  l'on  calcule,  en  arrondissant  grossièrement  les  données. 
Cela  permet  d'éviter  les  erreurs  ridicules  auxquelles  on  s'expose 
quand  on  fait  les  calculs  mécaniquemenl,  sans  les  soumettre  au 
contrôle  du  bon  sens.  Cette  évaluation  de  l'ordre  de  grandeur  est 
d'ailleurs  à  chaque  instant  nécessaire,  quand  on  emploie  la  règle  à 
calculs,  puisque  cet  instrument  ne  donne  les  résultats  des  opérations 
qu'à  une  puissance  de  lo  près. 


CHAPITRE  IV. 

STATIQUE. 


118.  Équilibre.  —  Soit  un  système  S  de  points  matériels,  soumis, 
par  rapport  à  un  Irièdre  de  référence  déterminé,  à  une  loi  de  forces 
et  à  des  liaisons  données,  que  nous  supposons  indépendantes  du 
temps.  On  dit  qu'une  position  (')  particulière  S  est  une  position 
d  équilibre  si  le  système  y  demeure  indéfiniment  quand  on  l'y  aban- 
donne sans  aucune  yitesse  initiale. 

On  dit  que  l'équilibre  est  stable  si  S  reste  constamuienl  dans  le 
voisinage  de  S  (-),  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  pouryu 
que  les  vitesses  initiales  soient  suffisamment  petites  et  la  position 
initiale  suffisamment  voisine  de  S. 

L'équilibre  est  dit  instable  dans  le  cas  contraire,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  peut  trouyer  une  position  initiale  aussi  voisine  qu'on  le 
veut  de  ^  et  des  vitesses  initiales  aussi  petites  qu'on  le  désire,  telles 
que  S  s'écaile  d'une  qiiaulilc  liuic  de  i]  dans  la  suile  (bi  moiiyemenl. 

La  recherche  des  positicnis  ou  des  conditions  d'équilibre  fait 
l'objet  de  la  Statique.  Quant  à  l'élude  de  la  stabilité,  elle  rentre 
dans  le  domaine  de  la  Dynamique  et  constitue  quelquefois  une  ques- 
tion fort  difficile.  Toutefois,  dans  bien  des  applications  pratiques,  on 
j)eut  se  contenter  d'un  raisonnement  intuitif  plus  ou  moins  rigoureux 
poui-  reconnaître  qu'une  ])osilion  d'é(piilibre  est  stable  ou  instable. 

TiiÉoniiMK.  —  JJans  une  position  d  équilibre,  la  force  relative 
appliquée  à  chaque  point  du  système  est  nulle  et  réciproquement. 


M)  Nous  enlentloiis  ici  le  mol  posilinn  dans  le  sens  large  de  position  cl  rontifjuia- 
tion,  pour  le  cas  où  l'on  a  alFaiic  à  un  système  déformahle. 

{'')  Ceci  veut  dire  que  chaque  point  de  S  doit  rester  voisin  du  [loint  correspon- 
datil  de  X. 
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La  condilidii  est  évidemment  nécessaire,  car  lorsque  le  système 
reste  au  repos,  chacun  de  ses  points  a  une  accélération  nulle,  donc 
une  force  relative  nulle. 

Elle  est  également  suffisante,  car  si  elle  est  remplie  pour  S.  les 
équations  diflerenlielles  du  mouvement  sont  vérifiées  quand  on 
suppose  que  S  reste  indéfiniment  en  S.  En  outre,  les  conditions 
initiales  sont  également  satisfaites,  si  l'on  suppose  que  la  position 
initiale  est  S  et  que  les  vitesses  initiales  sont  nulles.  Or,  on  sait  qu'il 
n"v  a  qu'une  solution  possible  remplissant  toutes  ces  conditions. 
Donc.  S  reste  nécessairement  en  ï. 

119.  Théorème  des  travaux  virtuels.  —  Le  théorème  précédent 
ne  serait  pas  d'une  application  commode  dans  la  pratique,  surtout 
quand  on  a  affaire  à  un  système  constitué  par  un  milieu  continu, 
comme  il  arrive  presque  toujours.  C(^  sont  surtout  ses  conséquences 
qui  sont  litilisées  et  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Imaginons  un  petit  déplacement  de  S  à  partir  de  il,  tel  que  la 
nouvelle  position  S'  obéisse  toujours  aux  liaisons  générales  imposées 
au  système.  Un  tel  déplacement  élémentaire  est  appelé  déplacement 
virtuel.  On  l'appelle  ainsi  parce  que  ce  n'est  pas  un  déplacement 
réel  pris  efTectivement  par  le  système;  il  est  purement  fictif  et  arbi- 
traire, sous   la  seule  condition  d'être  compatible  avec  les  liaisons. 

Considérons  maintenant  la  somme  algébrique  des  travaux  élé- 
mentaires des  différentes  forces  appliquées  au  système,  correspon- 
dant à  ce  déplacement.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  travail  virtuel.  On 
a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  {des  travaux  virtuels).  —  Pour  que  la  position  S 
soit  une  position  d'équilibre,  il  faut  et  il  suffît  que  le  travail 
virtuel  soit  nul.,  quel  que  soit  le  déplacement  virtuel. 

La  condition  est  évidemment  nécessaire,  d'apiès  le  théorème 
du  n"  118,  car,  s'il  y  a  équilibre,  la  force  totale  appliquée  à  chaque 
point  est  nulle,  donc  aussi  son  travail. 

Démontrons  maintenant  qu'elle  est  suffisante.  Supposons-la 
remplie  et  montrons  que  S  ne  peut  pas  se  mettre  en  mouvement,  si 
on  l'abandonne  sans  vitesses  initiales  dans  la  position  ï.  Si  un  mou- 
vement quelconque  prenait  naissance,  au  bout  d'un  temps  t  infini- 
ment petit,   le  système  aurait   une  énergie  cinétique  non  nulle,   et 


l38  CHAPITRE    IX. 

connue,  au  leuips  zéro,  celte  énci'gie  esl  nulle,  elle  ;nii"all  cerlalue- 
juenl  subi  un  accroissemenl  positif.  D'après  le  théorème  des  forces 
vives,  le  travail  élémentaire  des  forces  appliquées  au  système  serait 
donc  posilil.  Or,  le  déplacement  réel  qu'aurait  subi  S  ferait  néces- 
sairement partie  des  déplacements  virtuels  possibles  et  l'on  abou- 
tirait ainsi  à  un  travail  virtuel  particulier  qui  ne  serait  ])as  nul, 
contrairement  à  l'hypothèse  (  '  ). 

Remai'que.  —  Cette  démonstration  nous  prouve  ([ue,  lorscpi'il 
n'y  a  pas  équilibre,  le  mouvement  que  prend  le  système  est  tel  que 
le  travail  comnience  par  cire  positif,  l^ar  exemple,  s'il  y  a  une 
fonction  des  forces,  cette  fonction  commence  par  augmenter. 

Dans  le  cas  où  le  système  ne  dépend  que  d  un  seul  j)aramètre  (on 
dit  alors  qu'il  est  à  Liaisons  complètes).,  cette  remarque  suffit  pcnir 
prévoir  le  sens  dans  lequel  commence  nécessairement  le  mouvement. 

120.  Cas  où  il  y  a  une  Jonction  de  forces.  —  Lorsqu'il  v  a  une 
fonction  des  forces  U,  le  travail  virtuel  est  la  dillerentielle  totale  de 
cette  fonction.  Dans  une  position  d'équilibre,  cette  diflercntielle 
doit  donc  être  identiquement  nulle,  (pielles  que  soient  les  difï'éren- 
tielles  des  variables  Indépendantes  dont  dépend  le  système.  Cela 
revient  à  dire  que  les  dérivées  parùelles  de  U  par  rapport  à  ces 
\ariables  doivent  toutes  être  nulles.  Ceci  arrive,  en  particulier, 
lorsque  U  est  maximum  ou  minimum. 

Signalons,  à  ce  propos,  le  théorème  siiixant.  (pu  rend  souvent  des 
services  dans  les  annlications. 


(  '  )  Si  l'on  veut  (]ue  celle  ditiHuisliat  icm  soit  cntiùieiiKMil  rigoureuso,  il  (aul  tenir 
compte  des  ordres  d'infinitude.  (Juand  nous  disons  que  le  travail  virtuel  éléinenlaire 
esl  nul.  cela  signifie  qu'il  est  nul,  au  second  ordre  prés  ])ar  rapport  aux  déplace- 
nienls.  Or,  ces  derniers  sont  au  moins  du  second  ordie  par  rapport  à  /,  pane  qui! 
les  vitesses  initiales  sont  nulles.  IJonc,  le  travail  au  temps  t  esl  nul,  au  fiualriome 
ordre  ])rès  par  rapport  a  t. 

|)"aulrc  part,  si  l'une  des  forces  /*  n'était  |)as  nulle  au  tcm|)s  o,  le  point  i\l  au(|uel 
elle  est  uppliijuée  prendrait,  au  temp^  /.  la  vitesse  /V,  au  second  ordre  prés,  ainsi 
(ju'on  le  voit  en  appliquant  les  équalions  inhinséijues  et  s'appuyanl  toujours  sur 
riiypotlièse  que  la  vitesse  initiale  esl  nulle.  On  aurait  alois,  au  temps  /,  une  énergie 

cinétique  égale  îi  (-  7  mf^]/'-,  au  troisième  ordre  près  par  rapport  ;i  /.  t'ille  serait 
du  second  ordre,  tandis  que  le  travail  sérail  au  moins  du  (jnatrième  ordre.  Il  est 
donc  nécessaire  que  loutes  les  forces/  soient  nnllcs.  <)n  (;sl  aluis  ramené  au  théo- 
rème du  n°  118. 
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TiiKOHÈME.  —  Lorsque  la  Jonction  des  foixes  est  maximum  [ou 
le  potentiel  minimum),  la  position  d'équilibre  est  stable. 

On  peut  se  rendre  compte,  grosso  modo,  de  la  raison  d'èlre  de 
celle  proposition,  en  remarquant  que  si  l'on  écarte  S  infiniment  peu 
de  la  position  S  considérée  et  si  on  l'abandonne  ensuite  sans  vitesse 
initiale,  U  doit  augmenter,  en  vertu  de  la  remarque  faite  à  la  fin  du 
numéro  précédent;  or.  cela  n  l'st  [)Ossible  que  si  S  se  rapproche  de  ii, 
car  L  diminue  quand  S  s'éloigne  de  S. 

Voici  maintenant  nne  démonstration  ligoureiise. 

Nous  supposerons,  pour  simplider,  que  S  ne  dépend  que  de  trois  para- 
métres 37,  j',  :;.  Notre  démonstration  s'appliquerait  dans  le  cas  d'un  nombre 
quelconque  //  de  paramétres;  mais  la  i-cprésentation  géométrique  ci-dessous 
se  ferait  dans  l'espace  à  »  dimensions. 

Nous  représenterons  la  position  de  S  par  le  point  M(ic,  y,  ::),  rapporté  à 
un  système  d'axes  quelconques.  Nous  supposerons  que  les  valeurs  de  x,  y,  z 
qui  rendent  U  maximum  sont  o,  %  o  et  que  ce  maximum  est  nul,  résultats 
qu'on  peut  toujours  obtenir  par  un  changement  de  variables.  A  la  position  S, 
correspond  alors  l'origine  O.  Il  faut  démontrer  que,  si  M,,  est  suffisamment 
voisin  de  0  et  si  les  vitesses  initiales  sont  assez  petites,  M  reste  indéfiniment 
voisin  de  O. 

A  cet  effet,  considérons  l'intégrale  des  forces  vives 

(i)  T  =  U-H/i, 

laconstante  h  étant  donnée  par 

(■>.)  A  =  To-Uo. 

Le  premier  membre  de  (  l'i  est  ;,o\  il  en  est  donc  de  même  du  second  et  l'on 
peut  affirmer  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  on  a 

(3)  U-i-A;^o. 

I.e    point  M    reste  donc   indi'finiinent   dans   le  domaine  défini    par  cette  iné- 
galité. 

Or,  du  fait  que  U  est  maximum  et  nul  au  point  O,  on  peut  conclure  que 
\j''l — /,  il  l'intérieur  d'une  surface  fermée  (.s/,)  entourant  O  et  tendant  à  se 
ri-duire   à  ce  point  quand  /tend  vers  /.éro  (i),  la  valeur  de  U  sur  {s/,)  étant 

('j  On  peut  démontrer  rigoureusement  cette  propriété  intuitive  de  la  manière 
suivante.  Considérons  une  spiière  A,  de  centre  O  et  de  rayon  r.  La  définition  du 
inaxiiiium  de  U  nous  apprend  que  si  /•  est  assez  petit,  U  est  né?;&tif  sur  la  surface 
de  cette  splière.  Soit  — a  sa  plus  grande  valeur  algébrique,  a  étant  un  nombre  cer- 
tainement >  o  et  qui  tend  vers  zéio,  en  même  temps  que  /■,  si  l'on  suppose  que  U 
est  une  fonction  continue. 

Cela  posé,  considérons  une  demi-droite  ()  A  quelconcpic  issue  de  O.  Si  AI  part  de  0, 
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juste   égale   à  — k.  Soit   alors   ï   un   nombre   positif  donné   i\  l'avanre  et  aussi 
petit  qu'on  veut.  Choisissons  Mq  à  linlérieur  de  fs-\  et  choisissons  en  outre 


les   vitesses   assez    petites  pour  que  To  <  -  •  D'après  (2),  nous  aurons  alors 

(4)  h<-  +  -  =  t. 

Je  dis  que  M  reste  indéfiniment  à  l'intérieur  de  la  surface  (sç).  En  efl'et,  il 
est,  au  temps  zéro,  à  l'intérieur  de  cette  surface,  puisqu'il  est  à  l'intérieur 
de  (s^\.  S'il  en  sortait,   il  la   traverserait  à   un   certain   moment,   puisque  sa 

trajectoire  est  continue.  A  ce  moment,  on  aurait  U  = —  s  et,  par  conséqucHt. 
d'après  (3),  A^s,  ce  qui  est  contradictoire  avec  (4). 

Si  nous  nous  reportons  maintenant  à  (i),  comme  nous  savons  que  U  reste 
compris  entre  o  et  —  e,  nous  pouvons  affirmer  que  T  reste  ^  /i  <^  z.  Donc.  les 
vitesses  des  différents  points  de  S  restent  infiniment  petites,  si  t  est  infini- 
ment petit,  l.a  stabilité  est  démontrée. 

Application  à  un  système  pesant.  —  Si  ;  désigne  la  cote  du  cenlrc  de 
gravité,  l'axe  Oc  étant  la  veiticale  descendante,  la  fonction  des  forces  est  P-c, 
en  appelant  P  le  poids  total.  I,e  théorème  précédent  nous  apprend  alors  que 
le  système  est  e«  équilibre  stable^  lorsque  son  centre  de  :;rai'ité  est  le 
plus  bas  possible. 

121.  Cas  du  mouvement  permanent.  —  11  est  (|uclquefoi.s  codi- 
niode  d'envisa<^er  l'extension  suivante  du  lliéM)rèine  des  li'avaiix 
virtuels. 

iinaj:;inons  (jue  le  sjstènie  S  ail  un  niou\ entent  tel  que  ehaeun  de 
ses  points  garde  une  vitesse  de  grandeur  eonstante,  comme  il  arrive, 
par  exemple,  pour  une  macliine  qui  tourne  d'un  mouvement  uni- 
forme. On  dil  alors  que  le  système  est  à  l'état  de  mouvement  ou  de 
régime  permanent.  Son  énergie  cinétique  reste  constante;  donc,  le 


eu  suivant  cette  demi-droite,  l  varie  d'une  uiaiiière  continue,  en  parlant  de  la 
valeur  o  pour  atteindre,  sur  A,  une  valeur  ^ — a.  Si  /.  <  a,  IJ  passe  donc,  au  nmins 
une  fois,  par  la  valeur  — /,.  Soit  P  le  premier  point  pour  lequel  cela  arrive.  Sur  le 
segment  OP,  U  > — /■  et,  en  P,  U  -:  —  k.  Si  l'on  fait  maintenant  pivoter  Oa  autour 
de  O,  le  point  P  engendre  une  surface  (^^ )  intérieure  à  A.  A  l'intérieur  de  cette 
surface,  U  > — /.  et  sur  son  contour,  U  =  —  /,.  D'autre  part,  si  /.  tend  vers  zéro,  on 
peut  supposer  qu'il  en  est  de  même  de  a\  donc,  r  tend  aussi  vers  zéro.  La  sphère  A 
et,  par  suite,  la  surface  (vu),  qui  lui  est  intérieure,  tendent  donc  à  se  réduire  au 
point   O.  La  surface  (s^^)  jouit  bien  de  toutes  les  pioprictés  annoncées. 
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travail  clcmentaire  réel  des  forces  qui  lui  sont  ap[)llquées  est  nul  à 
chaque  instant.    . 

Cette  proposition,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  des 
forces  vives,  ne  nous  permet  pas  d'affirmer  que  tous  les  travaux  vir- 
tuels possibles  à  chaque  instant  sont  nuls,  puisqu'il  ne  s'agit  que  du 
travail  réel  correspondant  au  déplacement  réel  du  syslème.  Celle 
affirmation  n'est  légitime  que  si  le  système  dépend  d'un  seul  para- 
mètre, parce  qu'il  n'existe  qu'un  seul  déplacement  virtuel,  qui  cor- 
respond à  l'accroissement  infiniment  petit  de  ce  paramètre.  11  n'y  a 
donc  qu'un  seul  travail  virtuel  et  il  ne  peut  pas  diflérer  du  travail 
réel.  Dans  ce  cas,  les  conditions  que  doivent  remplir  les  forces 
pour  qu'il  y  ait  régime  permanent  sont  exactement  les  mêmes  que 
les  conditions  d^équilibre. 

l!2'2.  Systèmes  sans  frottement.  — ■  Les  forces  appliquées  à  un  sys- 
tème comprennent  les  forces  données,  qui  sont  connues  et  les  réac- 
tions extérieures  ou  intérieures,  qui  ne  le  sont  pas.  Dans  l'application 
du  théorème  des  travaux  virtuels  (comme  des  forces  vives,  n°  73),  il 
faut  tenir  compte  des  unes  et  des  autres. 

On  dit  que  le  système  est  sans  frottement  lorsque  le  travail 
virtuel  des  réactions  est  nul  quel  que  soit  le  déplacement  virtuel 
envisagé.  Cette  définition  est  bien  conforme  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  dans  le  cas  particulier  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer 
sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  fixe  [cf.  n°  71).  Lorsque  le  sys- 
tème est  sans  frottement,  on  a  le  droit  d'appliquer  le  théorème  des 
travaux  virtuels  (de  même  que  le  th(''orème  des  forces  vives,  n"  71) 
sans  s'occuper  des  réactions,  puisque  celles-ci  donneraient  à  coup 
sûr  un  travail  nul. 

On  obtient  ainsi  des  équations  qui  ne  renferment  pas  d'autri- 
inconnue  que  les  paramètres  qui  déterminent  la  position  (hi  système. 
Le  nombre  de  ces  équations  (distinctes)  est  d'ailleurs  égal  au 
nombre  n  de  ces  paramètres.  On  obtient,  en  eflet,  n  déplacements 
virtuels  indépendants  en  supposant  successivement  qu'on  dcmne  un 
petit  accroissement  à  chacun  des  paramètres,  les  autres  demeurant 
constants.  Tout  autre  déplacement  est  une  combinaison  linéaire  des 
précédents   (M    et   donne    une    équation    qui    e>  t    une    combinaison 

(')    ^'   y")  'h  ''■>  ■■■    désignent    les   paramétrée,   les  coordonnées  d'un   point  quel- 
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linéaire  des  fi  équalions  distincles  t'ournics  par  les  déplacemcnils  par- 
liculiers  ci-dessus.  Le  ihéorème  des  travaux  virtuels  conduit  donc 
toujours,  dans  le  cas  des  systèmes  sans  frottement,  à  un  nombre 
d'équations  égal  au  nondire  des  inconnues,  11  s'ensuit  que  le  nombre 
des  positions  d'équilibre  est  limité  (').  Leur  recherche  dépend  de  la 
résolution  d'un  certain  système  d'équations  finies  et  ne  comporte 
aucune  intégration.  Au  point  de  \ue  de  l'Analyse,  la  Statique  est 
donc  beaucoup  plus  simple  que  la  Dynamique. 

l'23.  Systèmes  avkc  frottement.  —  Lorsque  le  systr/ne  a  du 
frollement^  on  fjdniet,  comnu^  un  fait  expérimental,  que  le  liun'ail 
réel  des  réactions  est  toujouis  né  natif  ou  nul.  Cela  est  vérifié 
(n"  71^)  dans  le  cas  particulier  duii  point  ■  iir  une  roiiibe  ou  sur  une 
surface  fixe,  en  vertu  de  la  première  loi  du  frottement  de  glissement. 
On  peut  le  vérifier  aussi  dans  le  cas  du  frottement  de  deux  corps 
solides  (n°  133).  Et  ce  sont  là  les  seuls  cas  dont  nous  avons  à  nous 
occuper.  Ce  principe  ne  diffère  pas  d'ailleurs  du  principe  général  de 
la  dégradation  de  V énergie^  en  vertu  duquel  l'énergie  mécanique 
(cinétique  ou  potentielle)  ne  se  conserve  pas  là  où  il  y  a  frottement 
et  se  transforme  en  chaleur. 

Si  l'on  applique  le  théorème  des  travaux  virtuels  en  négligeant  les 
réactions,  on  olitient  encore  des  positions  d'équilibre.  Si  l'on  se 
reporte,  en  cfirt.  à  la  déiuoii'  traliou  du  n"  119.  on  constate  que 
Ihvpothèse  contraire  conduirait  à  l'existence  d'un  travail  réel  po-  itif 
des  réactions,  ce  que  ne  permet  pas  le  principe  ci-dessus. 

Mais,  ces  positions  particulières  ne  sont  pas  les  seules  possibles. 
Il  eu  existe  toujours  une  infinité  «l'aiitres.  ain;  i  que  nous  le  \  errons 
plie  loin  (  n"  131  j,  (pii  (constituent,  en  (pielcpie  sorte,  des  régions 
d  équilibre.  La  délimitation  de  ces  régions  ne  peut  jias  se  faire  par 
le  théorème  des  travaux  virtuels.  Elle  exige  l'élude  de  chaque 
ri-aetion    p:irlieiilièie.  qui   doil   obéit   aux  lois  ex|)<''rimeiilales  du  (l'Ot- 


conquc  M  du  système  sont  ries  fonctions  de  terminées  de  ces  variables.  Les  compo- 
santes dx^  ily.  (Iz  du  déplacement  élémenlairc  de  M  pour  un  déi)laccmcnt  virtuel 
(|uclconquc  du  système  sont  les  didV-rentielles  totales  de  ces  fonctions:  ce  sont  donc 

des  fonctions  linéaires  de  dp,  df/,  <tr 

(')    D'une    manière    plus   précise,   ces    positions   ne  dépendent   d'ati'iiii    paramètre 
arbitraire. 
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tement  au  repos,  dont  il  sera  parlé  [)lu>;  loin  (n"  l'29).  On  est  alors 
obligé  d'avoir  recours  à  une  aulre  méthode  générale  de  Slalicpie, 
([ui  est  ordinairement  plus  compliquée  et  que  nous  allons  mamlcnanl 
exposer. 

124.  VjKS  six  ÉQl  AïIOINS   UMVEUSELLES  I)'KQClLIl!r.K.    ThKORÉMIC.    

Etant  donné  an  système  quelconque  en  équilibre,  les  forces  exté- 
rieures qui  lui  sont  appliquées  forment  un  système  de  vecteurs 
équivalent  à  zéro. 

Cela  est  évident,  d'après  le  théorème  du  n"  118,  pour  le  système 
formé  par  toutes  les  forces.  Or.  les  forces  intérieure^.  forment  toujours 
un  sAstème  équivalent  à  zéro,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction  (cf.  n°  100  ).  U  en  est  <lonc  de  même  des 
forces  extérieures. 

Ce  théorème  se  traduit  analytiquement  par  six  équations,  obtenues 
en  écrivant  que  la  somme  géométrique  du  système  et  son  moment 
résultant  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  l'espace  sont  nuls 
(t.  II,  n"  116).  Si  l'on  introduit,  par  exem|)le,  un  trièdre  Oxyz  quel- 
conque, les  six  coordonnées  du  système  par  rapport  à  ce  trièdre 
doivent  être  nulles  : 

(5)  X  =  o,         Y  =  o,         Z  ^  o,         L  =  o,         M  =  o,         N  =  o. 

Ces  six  équations  peuvent  toujours  être  écrites  pour  un  sv  tenu; 
quelconque  en  équilibre  et,  par  suite,  aussi  pour  une  partie  (piel- 
conque  d "un  tel  système.  Elles  portent  le  nom  d'équations  univer- 
selles d' équilibre.  Mais,  il  faut  l)ien  remarquer  que,  si  elles  soûl 
nécessaires,  elles  ne  sont  pas,  en  ^'énéral.,  suffisantes.  Si  elle.-;  sont 
remplies,  on  peut  bien  affirmer  que  l'ensemble  des  forces  appliquées 
aux  différents  points  forme  un  système  équivalent  à  zéro;  mais,  on 
ne  peut  en  conclure  que  la  force  appliquée  à  cluupui  point  e>  I  nulle. 

125.  Cas  du  corps  soliof..  —  Tmkokkmic.  —  Les  six  équations 
universelles  sont  suffisantes  dans  le  cas  d\in  corps  solide. 

On  sait,  en  efl"et(n"  102),  que  le  lia\ail  de  toutes  les  force-  «,'  l  nul 
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quel  quo  soit  le  (lé))lacem('iil.  Oa  est,  dès  lors,  ramené  au  théorème 
des  lra\  aux  \  irluels. 

On  (Icduil  de  ce  ihéorènie  que  l'cni  peut,  sans  détruire  l'équilibre 
d'un  curps  solide,  remplacer  les  forces  extérieures  (pii  lui  sont 
aj)pliquée>:  par  d'autres  forces  formant  un  système  équivalent.  En 
particulier,  on  j)eut  leur  faire  subir  des  opérations  élémentaires 
(t.  II,  n"  117). 

11.  existe  une  méthode  élémentaire  d'exposition  de  la  Statique  du 
corps  solide,  qui  consiste  à  admettre  a  priori^  comme  des  postulats, 
la  légitimité  de  ces  opérations.  On  peut  ainsi  se  passer  des  quelques 
considérations  de  Dynamique  dont  nous  axons  fait  usage  dans  ce 
Chapitre.  Mais,  la  méthode  que  nous  suivons  ici  est  évidemment  plus 
générale,  j^uisquelle  n'exige  pas  d'autres  axiomes  qm^  les  axiomes 
fondamentaux  de  la  Dynamique. 

126.  PiuvciPE  m-:  soLiDiPicATiON.  —  Quand  ou  a  alfalre  à  un  sys- 
tème non  solide,  on  fait  quelquefois  un  raisonnement  qui  consiste  à 
isoler  par  la  pensée  une  partie  du  système  et  à  affirmer  qu'on  ne 
troublera  pas  l'équilibre  si  on  la  suppose  solidifiée.  Et  tout  ceci  pour 
avoir  simplcuient  le  droit  décrire  ensuite  les  six  é([uatu)ns  uuiver.- 
selles.  Point  n  est  besoin  de  faire  autant  d'hvpothèscs,  puisque  nous 
savons  (jue  ces  six  équations  sont  toujours  vérifiées  pour  n"inq)orte 
fjuel  système,  donc  en  particulier  pour  le  systèuie  isolé  par  la  pensée 
dans  le  système  total.  Mais  il  convient  de  se  rappeler  que  ces  équa- 
tions ne  sont  pas,  en  général,  suffisantes.  Par  exemple,  de  ce  qu'une 
partie  d'un  liquide  obéirait  au  princij)e  d'Archinu-de,  on  ne  saurait 
conclure  (pie  ce  h(pii(le  est  en  é([udd)i'e. 

127.  .SvsTÎi.MES  DE  coiu's  soLiDivS.  —  (^)iiand  un  sxslèuie  S  est 
composé  de  j)lusieurs  corps  solides,  entre  lesquels  sont  étal)lies  (h-s 
liaisons  déterunnées,  on  peut  euiplo\ci'  deux  u\(''tln)des  pour 
rechercher  ses  positions  tl'éqiubhri;. 

Première  méthode  (des  travaux  virtuels).  —  C/est  la  méthode 
générale  exposée  au  n"  Iî2i2.  Elle  n'est  a|)|)lieable  pralifpnuneut  que 
s'il  n\y  a  pas  frolteiuent.  Mais,  dans  ce  cas,  elle  es!  (ucbuairemeul 
la  pbis  simple. 

Jfeu.i  ième  méthode  (  â'ilc  élénte/ilaire).  — •  On  iiilioibnl  des  réac- 
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lions  partout  où  un  corps  solide  du  svstrme  est  en  contact  soit  avec 
un  autre  corps  du  système,  soil  a\ec  un  obstacle  extérieur,  l'uis,  on 
prend  successivenie/it  tous  les  corps  solides  et  l  on  écrit  pour 
ctidcun  deu.r  les  sir  équations  universelles  cVèciuilibre.  On 
oblicnl  ain>  i  ()//  écjuations.  S'il  est  possible  de  trouver  une  position 
du  système  cl  des  réactions  telles  que  ces  6/i  équations  soient 
yériliées,  en  même  temps  que  les  hypothèses  particulières  que  l'on 
doit  faire  sur  les  réactions  ( égalité  de  raction  et  de  la  réaction, 
absence  de  frottement,  lois  du  frottement),  on  admet  que  la  position 
trouvée  est  une  position  d'équihbre.  (On  pourrait,  dans  chaque  cas 
particulier,  démontrer  rigoureusement  que  tout  mouvement  est 
impossible.  ) 

Cette  mélhode  est  évidemment  plus  compliquée  que  la  première. 
Par  contre,  elle  a  l'ayantage  de  pouvoir  s'appliquer  même  quand  il  y 
a  frottement;  en  outre,  elle  permet  le  calcul  des  réactions  ('),  ce  qui 
a  souvent  une  grande  importance  pratique  au  point  de  vue  de  la 
résistance  des  matériaux. 

On  peut  en  varier  l'application  en  groupant  plusieurs  corps  du 
système  et  écrivant  les  six  équations  universelles  pour  le  système 
partiel  obtenu.  On  élimine  de  la  sorte  les  réactions  intérieures  de 
ce  système  partiel.  On  peut,  en  particulier,  envisager  ainsi  le  sys- 
tème total  proposé.  Toutes  les  équations  que  l'on  obtient  sont  des 
combinaisons  linéaires  des  6«  équations  que  donne  la  méthode  régu- 
lière; elles  peuvent  en  remplacer  une  partie;  mais  il  faut  bien  prendre 
garde  que  le  nouveau  système  d  équations  soit  équivalent  à  l'ancien. 

128.  Frottement  des  corps  solides.  —  Si  l'on  ne  tait,  sur  les  réac- 
tions, aucune  hypothèse  autre  que  le  [)rincipe  général  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction,  oia  constate  très  souvent  que  les  équations 
obtenues  par  la  méthode  précédente  sont  en  nombre  inférieur  au 
nombre  des  inconnues.  La  Mécanique  est  alors  impuissante  à  elle 
seule    à   déterminer    les   positions    d'équilibre.    //  jaut    demander 


(')  D'une  faron  plus  précise,  on  peut  calculer,  pour  ctiaque  corps  du  système, 
un  système  de  forces  équivalent  au  système  des  réactions  qui  lui  sont  appliquées. 
Mais,  il  y  a  des  cas  où  l'on  ne  peut  pas  en  déduire  la  distribution  de  ces  réactions 
sans  faire  appel  à  la  théorie  de  l'élasticité.  On  dit  alors  que  les  liaisons  sont  Ityper- 
■stati'iites. 

Haag    —  Cours,  lit.  10 
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à  l'expérience  des  équations  suppLénienlaires.  On  y  ani\c  en  cUi- 
dianl  expérimentalement  les  propriétés  des  réactions  des  corps  solides 
les  uns  sur  les  autres. 

Soient  deux  corps  solides,  limités  par  les  surfaces  S  et  S'  assujel- 
lies  à  rester  tani;entes.  Soient  M  le  j)oinl  de  contact,  Wn   la  normale 

commune  etTle  plan  tangentcommun.  SoientRla  réaction  de  S  sur  S' 

et  R':^  —  R  la  réaction  de  S'  sur  S. 

Cas  où  il  n  y  a  pas  froHenienl .  —  C'est  le  cas  où  les  deux  reac- 
tions sont   normales,  c'est-à-dire  portées  par  M/î.  En  outre,    tant 

cpi'il  y  a  contact,  R  doit  être  dirigée  vers  S'  et  R'  vers  S. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  dans  cette  lijj)otîicse,  le  travail  total  des 
denx  réactions  est  nul  pour  tout  déplacement  élémentaire  compatible 
avec  la  liaison,  c'est-à-dire  laissant  les  deux  solides  en  contact. 

En  effet,  nous  savons  d'abord  que  ce  travail  est  indépendaul  (h: 
trièdre  de  référence  (n°  102).  Nous  pouvons  donc  supposer  que  S, 
par  exemple,  est  fixe.  Le  travail  de  R'  est  alors  nid  parce  que  son 
noiul  d'application,  qm  appartient  à  S,  ne  se  déplace  pas.  (^)iianl  au 
travail  de  R,  il  est  également  nul  parce  que  son  point  d'a|)plication, 
qui  appartient  à  S',  se  déplace  tangentiellement  à  S,  donc  perpendi- 
culairement à  R. 

l!29.  FiiOTTEMEXT  BK  CLISSE ME\T.  —  L'iijpotiièse  précédente  est 
tout  à  fait  tliéorique  et  ne  se  réalise  jamais  rigoureusement  dans  la 
prati(iiie.  On  peut  seulement  s'en  a|ipi'ocliei-,  en  polissant  les  surlaces 

Fiff.  6. 


ou  en  les  lid)ri(iant.  Voyons  mainlenant  ce  qui  se  passe  lorscpi'il   y  a 
du  frottenuMit.  c'est-à-dire,  en  somme,  dans  la  réaliti'-. 

On  (lil  t\\ic  les  deux  surfaces  glissent   l'une  sur  lanlic   lor^(|iie  le 
poinl  (le  coiitiicl   M.  considère''  |)ar  exemple  comme  solidaiic  de  S',  a 
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une  vitesse  non  nulle  p;u'  rapport  à  S.  Celle  vitesse  G,  qui  est  néces- 
sairement dans  le  j)lan  Unigenl  T,  s'appelle  la  vitesse  de  glissement 
de  S'  sur  S. 

(  hiand  il  y  a  glissement,  la  réaction  R  obéit  aux  lois  du  frottement 
de    glissement,  qui    s'énoncent  de    la   même    manière    qu'au    n°    72, 

Si  N  et  (I>  désignent  ses  projections  sur  la  normale  INI  Ai  et  sur  le  plan 
tangent  T  : 

i"  La  coinijosantc  tatigentielle  <I>,  appelée  aussi  force  de  frot- 
te ment,  est  opposée  à  la  vitesse  de  glissement  G; 

2°  Le  rapport  —  est  constant  et  égal  au  coefficient  de  frotte- 
ment de  glissement  f  des  deu.r  surfaces  l'une  sur  l'autre. 

Si,  au  contraire,  //  n'y  a  pas  de  glissement^  c'est-à-dire  si  (ji=o, 
ce  (jui  arrive,  en  particulier,  lorsque  les  deux  corps  solides  sont  au 

l'epos  ('  ),  on  ne  sait  rien  a  priori  sur  la  direction  de  *!>  ;  on  peiitseu- 
lemen!  at'lirmer  rpie  le  rapport  —  est  plus  petit  gré  un  certain  coef- 
ficient f ,  toujours  plus  grand  que  /',  et  <pi'on  appelle  le  coefficient 
de  frottonent  au  repos. 

Si,  en  modifiant  progressivement  les  forces  appliquées  à  S  ,  on  fait 

croître  —■,  le  glissement  commence  aussitôt  (pie  ce  rapport  dépasse /'. 

Inimédiatement  après,  il  redevient   égal  à  /.  conformèmenl  aux  loi> 

(lu  froltcment  de  glissement;  en  outre,  <^l>  est  opposée  à  la  vitesse  G. 
On  peut  donc  dire  que,  au  moment  où  le  glissement  va  prendre  nais- 
sance dans  une  certaine  dire(;tion,  la  force  de  frottement  est  opposée 
à  cette  direction  et  son  ra[)[)ort  à  la  réaction  normale  est  égal  au  coef- 
ficient de  frottement  au   repos   (qu'on  ap|)elle  aussi  coefficient  de 

frottement  au  dépari).  Mais,  tant  ([ue  ^  •  /',  le  gilssemenl  ne  se 
pro(lu!l  pas. 

V,\\).  Afin  de  donner  au  lecteur  une  idée  <\v  lurdre  de  grandeur  des 


(')  Cel;i  pt-iil  arriver  dans  d'aulrcs  cas  (  n"'  l.'JÔ  ol   13G;. 
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<'(»efficienls  de   frottement,  nous  reproduisons  ci-dessoiis  le  "J'al)lean 

de  quel([iies  ((tetlicienls  usuels  : 

KroUeinent. 

Nature  des  surfaces.  Marclie.  Départ. 

Fer  sur  fonte,  à  sec 0.18  o.  t<) 

Acier  sur  fonte,  suivant  hi  n;iliu(>  du  graissage o,()Jào,it)        » 

Acier  sur  iiu-lal  l)lanc  (  antifriction),  à  sec. o,ïi  » 

»                      graissage  sous  pression o.oi  » 

Fer  sur  chêne,  avec  glissement  parallèle  aux  fihres,  à  sec.  0,40  o,()o 

»                surfaces  niouillé<'s o.'ij  0,60 

»                 siufaces  graissées 0,08  O,  l:> 

Chêne  sur  cliêiie.   giiss(>nn'iit    |tci|)eu(li<ulaire    aux    lii)res, 

à  sec. 0.34  o ,  5  j 

»                  surfaces  mouillées o,>,j  0,70 

»                  surfaces  graissées 0,07  0,20 

»                  glissement  parallèle  aux  fihres.  à  s<>c...  o, 'JS  o,()'. 

Cuir  sur  fnute  polie,  à  sec 0.10  » 

»                       surfaces  grasses 0.V.0  » 

Cuir  sur  chêne,  à  sec o.îo  o,4') 

»                surfaci'S  mouillées o.'îo  <^.7) 

Corde  ueuAc  sur  fonte  polie 0,08  »  ^ 

»              sur  chêne o.îo  o,So 

Caoutchouc  sur  sol  moyen,  sec »  o.lio 

»                            humide n  o,  >o 

»                            houeux »  0,10 

131.  Considérons  un  .svstènie  de  corps  solides  frottant  les  uns  sur 
les  autres  et  sur  des  ol)sla('les  extérieurs.  Pour  qu'une  position  soit 
une  position  d'équilibre,  il  faut  que  l'on  ])uisse  détei'uiiner  en  lous 
les  points  de  contact  dfs  iM-actions  satisfaisant  aux  équations  univer- 
selles, comme  il  a  été  expliqué  au  n"  ll27,  et.  en  oiitic,  en  ciiacjue 
point,  à  linéj^alité 

y"  d(}si^nant  le  coefficient  de  irottcnicnt  au  repos  en  ce  p<iiiil. 

Réciproquement,  si  l'on  peut  faire  une  telle  délerminalion,  on 
admet   qu'il    j  a   éqiiihhi-e  (  '  ).    (On    peut  démouircr,   dans   des   cas 

(')  Ceci  suppose;  toutefois  que  les  liaisons  sont  telles  que  lnul  rouienicul  ou  pivo- 
Icmenl  est  inipossihie.  Mais  il  y  a  des  cas  où  il  n'en  esl  pas  ainsi  et  l'on  ne  pcul 
iilors  affirmer  ré<)uiiii)re,  mais  seulement  l'absence  de  ^.'iissemcnt.  Il  faut  pousser  la 
question  plus  loin  el  faire  intei'veiiir  ii/s  Inis  du  frot  Iciinrit  di-  roideriniit  ou  dr  pivo- 
Krn.Tit  (W'  13.".  l'i  i:!G). 
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simples,  (jiie  loul  mouvemenl  esl  impossible.  Mais,  en  général,  on 
i'onsidère  ceci  comme  un  résultai  dexpérience.) 

Quand  il  j  a  froUement,  les  inéi;alilés  telles  que  (6)  remplacent 
les  égalités  <1>  =  o  que  donne  l'absence  de  frottement.  On  en  conclut 
que  les  positions  d'équilibre  sont  déterminées  |)ar  des  inégalités  entre 
les  paramétres  dont  dépend  le  système.  Par  suite,  elles  sont  en 
nombre  infini;  il  j  a,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  des  régions 
d'équilibre.  La  délimitation  de  ces  régions  peut  être  très  compliquée, 
surtout  (piand  le  système  dé|)end  de  plusieurs  j)iuinuètres.  Dans  le 
<'as  d'un  système  à  liaisons  conq)lètes  (n"  119),  le  |)ioblème  est  géné- 
ralement plus  sim[)le.  Un  seul  mouvement  est  ])ossil)le;  son  sens  seul 
n'est  ]jas  déterminé.  On  suit  alors  la  marche  suivante  pour  trouver 
les  limiles  de  la  région  d'équilibre. 

On  suppose  que  le  mouvement  va  se  produire  dans  un  certain 
sens.  L'inégalité  ((3)  devient  égalité  et  l'on  a  autant  d'équations  que 
d'inconnues.  Par  suite,  on  ])eut  déterminer  la  position  d'équilii)re 
limite  à  partir  de  laquelle  le  mouvement  se  produirait  dans  le  sens 
considéré.  On  recommence  ensuite  un  calcul  analogue,  en  supposant 
cjue  le  mouvcnu-nt  est  sur  le  point  de  se  produire  dans  l'autre  sens  et 
l'on  obtient  l'autre  position  limite.  On  peut  ensuite  vérifier  qu'entre 
ces  deux  positions,  on  peut  toujours  satisfaire  aux  inégalités  (6). 

Cette  méthode  réussit  en  général.  Mais  il  y  a  des  cas  où  elle  est  en 
défaut.  11  peut  arriver,  en  effet,  que  les  positions  d'écpiilibre  soient 
comprises  entre  deux  positions  extrêmes,  pour  lescpielles  le  démar- 
rage se  produit  dans  le  même  sens  (voir,  par  exemple,  l'Exercice 
résolu  n"  9). 

132.  Voici,  au  contraire,  une  méthode  qui  est  toujours  applicable 
et  qui,  au  surplus,  est  souvent  plus  sim|)le.  Elle  con\ient  dans  le  cas 
général  d'un  système  déj)endant  d'un  nombre  ([uclconcjue  de  para- 
mètres et  présentant  un  noml)rc  (pielconque  de  points  de  contact 
pouvant  donner  du  frottement. 

Soient  X,  y,  z,  ...  les  j)aramètres  dont  dépend  le  système,  Suj)po- 
sons   qu'on   donne,   en   chacpie   point  de   contact,   une  \aleur   déter- 

minée  au  rapport  ^>  et  soient  \,  \  .  /,  ...   ces   \ah'urs.  Connaissant 

\,  ^  ,  Z,  ...,  on  peut  déterminer  la  position  d'cMpiiHbre,  car  on  se 
trou\e  dans  les   mêmes   conditions  que  <huis   le   démarrage  envisagé 
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plu'   liant.  Soient 

(7)  .r  =  F(X.  Y.  Z.  ...I.         j  =  G(X.  V.  Z.  ...), 

les  valeurs  cori-cspondanlcs  de-  paraiiièlrc'..  '^i  /'  /'  •  J  .  •••  ilésii;ii('nt 
1rs  cocffiiicnls  de  frollcmciit  rclalil'  aux  (lillV'iciils  points  de  contacl, 
les  |)0.silions  d'équilihre  sont  alors  d('(inics  |)ar  les  fornudcs  (  -)  et  les 
inégalités 

.8)     _/<X<-f-/.         _/'<Y<+/'.         _/"<Z<-/",         .... 

En  particuliei'.  s'il  j  a  un  seul  ])aranié(rc  cl  un  seul  point  de  contact, 
on  peut  construire  la  courbe  .r  =  F(\).  Les  positions  d'étjuilibre 
correspondent  aux  arcs  de  celle  courbe  couipris  entre  les  deux 
(I roi  les  pai'allèles  X=zt:y". 

133.     TllAV  AIL   DES  FORCES    T)E    FROTTEMENT.  Ou   peill    vélifiei-,    dans 

le  cas  du  IrollemenI  de  deux  corps  solides,  (pie  le  lra\ail  lohi!  rref. 
des  réactions  e.-l  toujours  néi;alif  ou  nul.  ainsi  (pie  nous  I  a\ons 
admis,  d  une   manière   ;;énérale.  au    n"  l!2){.  Comme  au   n"  l^S,  nous 

pouxoiis  .supposer  S  fixe.  Il  ne  reste  alors  (pie  le  liavail  de  li.  (pii  est 
bien  négatif,  en  vertu  de  la  jucmière  loi  du  frollemeni  de  i;lis- 
semeul. 

134.  IliivKRsnui.iTii  des  .machines.  —  Dans  inic  iiiarliiiic.  il  y  a  une  fiiroe 
moiricc  1^  et  uni'  force  icsislantc  O  (  *  ).  Il  y  a,  en  unlrc  dos  forces  de  fn)lt(,'- 
iiiciil  011  résistances  passives.  Il  arrive  assez.  frér|iienuiicnl  f(ue  ces  résistances  11e 
«lépiiiiliMil  prat  ii[iiriii(nl  i|i:c  di-  la  ror<'c  (,).  à  la(|ii(llc  elles  sont  oroporl  iiinnelle->. 
I,e  trasail  ab-oriié-  par  le-  iVollenienl  P/-  csl  alors  |)roporl  ionnel  an  travail 
utile  C,;  (le  la  l'oree  <).  soil  f/=/iê„.  Si  (E,„  désigne  le  travail  moteur,  on  a. 
dan-  la  niarehi'  direeie. 

Dan-  la  marelie  inver-e.  les  rôles  de  1*  el  de  O  sont  interverti-  et  Ton  a 

S„  =  G,„  -H  îr/. 

<)<(i  nous  iiionlre  rjue  la  réversiliilili-  ncrl  possible  (jne-i  U  „  îr /•.  e"esl-à-dirc 
si  /         I.  Ceci  s"iiilerprèle  sinipleinent    au    moyen    dn    rendement   de  la  machine 


(')  Ce(;i  esl  un  seliéma.  car  il  jjcut  y  avoir  plus  d'uiic  force  motrice  ci  plus  d'um 
forc(;  résista  nie. 
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G  1 

eu  niarclic  dlicctt^   C<'   rendement    R   est,   en   effet,   éi;'al   à    — —  =  r-     l.;i 

ÎBm        1  -+-  /. 

conditiiin  /,        i  é(|uivaut  à  R  ^  -•  Xous  avons  ddnc   la    rèule  lies  siniiile  sui- 

■1  ' 

vante  : 

La  niacltine  est  irrr\ersible  si  son  rendement  est  plus  petit  que  -  • 

Mais,  il  faul  bien  prendre  i;arde  que  eet  énoncé  n'est  léijitinie  que  moyennant 
Ihypodiè^c  faite  |)lus  haut  que  les  frottements  ne  dépendent  que  de  Q.  S'ils 
dépendaieni  en  même  temps  de  P.  coninie  la  force  P  qui  équilibre  Q  dépend 
du  sens  dans  lequel  tourne  la  machine,  ÎBf  n'aurait  pas  la  même  expression 
dans  les  deux  cas  et  notre  raisonnement  serait  en  défaut. 

133.  Frottement  di-:  uoimîment.  —  Soit  un  cylindre  C  en  équilibre  sur  un 
plan  P,  auquel  il  est  tanjient  le  long  d'une  génératrice  G.  Appliquons-lui  un 
couple  dont  le  moment  M  soit  parallèle  à  G  et  croisse  progressivement  à  partir 
de  G.  L'expérience  montre  que  le  cylindre  reste  en  équilibre  tant  que  M  ne 
dépasse  pas  une  certaine  limite  IM'.  Aussitôt  (|ue  cette  limite  est  dépassée,  le 
cylindre  se  met  à  muler  sur  le  plan. 

Ceci  nous  prouve  cjue  les  réactions  du  plan  sur  le  cylindre  ne  peuvent  pas 
être  considérées  comme  étant  appliquées  aux  différents  points  de  G.  car.  s'il  en 
était  ainsi,  leur  moment  résultant  par  rapport  à  G  serait  nul  et.  par  ctmsé- 
quent,  elles  ne  pourraient  pas  équilibrer  le  couple  ci-dessus,  dont  le  moment 
par  rapport  à  G  est  ]\1  et  peut  varier  de  o  à  M'. 

En  réalité,  le  contact  entre  C  et  P  a  lieu  suivant  une  petite  bande  admettant 
sensibli'ment  G  pour  axe  de  symétrie.  Les  réactions  sont  appliquées  aux  diffé- 
rents points  de  cette  bande  et  leur  moment  par  rapport  à  G  est  à  chaque  ins- 
tant égal  et  opposé  à  M.  Elles  peuvent  être  remplacées  par  des  réactions 
appliquées  aux  différents  points  de  G  et  par  un  couple  de  moment  — M.  Ce 
couple  est  appelé  couple  de  frottement  de  roulement. 

La  limite  M',  qu'il  ne  peut  dépasser  sans  cjue  le  roulement  se  produise,  est 
sensiblement  proportionuelic   à  la  résultante  N  des  réactions  normales  ou,  si 

M' 

l'on  \eut.  à  la  pics-ion  exercée  par  C  sur  P.  Le  rapport  h  =  -—  ne  dépend  que 

de  la  nature  des  surfaces  en  contact  et  porte  le  n<.m  de  coefficient  de  frotte- 
ment de  roulement  ou  encore  {\r  paramètre  de  résistance  au  roulement.  Il 
est  à  remarquer  que  sa  valeur  numérique  dépend  du  choix  de  l'unité  de  lon- 
gueur, car  son  symbide  de  dimensions  est  L.  <  hi  admet  généralement  qu'il  est 
indépendant  du  rayon  du  cylindre  (du  rayon  de  courbure,  si  le  cylindre  n'est 
pas  de  révolution  ).  Mais,  en  réalité,  les  expériences  n'ont  pas  été  faites  en  fai- 
sant varier  ce  rayon  dans  de  larges  limites.  Dans  tous  les  cas,  on  a  toujours 
trouvé  pour  h  des  valeurs  très  faibles  vis-à-vis  du  rayon.  Il  s'ensuit  que  si  les 
forces  appliquées  au  cylindre  ont  des  bras  de  levier  du  même  ordre  de  grandeur 
que  le  rayon,  il  suffit  d'une  force  très  faible  par  rapport  à  N  pour  produire  le 
roulement.  C'est  dans  ce  sens  qu'on  peut  diri'  ipie  les  frottements  de  roulement 
sont  beaucoup  plus  petits  que  les  frottements  de  glissement. 
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l'tini-  nu  cvlimlic  eu  hni-  ridilant  sur  du  Ixùs.  //  peut  vnrit'r  de  o'"'".")  à  '2""". 
l'iMii  uur  roue  lie  véliicMilc.  h  \;irie  (]<•  lo'"'"  à  io'"'".  suivant  Trial  de  la  chausscc. 
I^iiur  les  liillcs  (Ml  acifi- eiu()lovécs  daus  les  hicyrlcllcs.  h  est,  en  luoycunr,  égal 
à  ()""",<>'!. 

VM\.  Frottk.ment  de  pivotement.  —  Soit  un  corps  solide  limité  par  une  sur- 
face S.  en  contact  avec  un  corps  solide  fixe  limité  par  une  surface  S'.  Suppo- 
sons que  S  puisse  tourner  autour  de  la  normale  Oz  au  point  de  contact  O. 
Appliquons-lui  un  couple  dont  le  innmenl  'S\  soit  parallèle  à  O  :;  cl  croisse 
graduellement  à  partir  de  o.  L'expérience  montre  que  le  pivotement  ne  se 
produit  que  lorsque  M  a  dépassé  une  certaine  limite  M'. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  phénomène  de  la  manière  suivante.  Vu  lien 
d'un  point  géométrique  de  contact,  il  y  a,  en  réalité,  toute  une  aire  de  con- 
tact A,  ayant  sensiblement  0  pour  centre  de  symétrie.  Les  deux  solides  frottent 
l'un  contre  l'autre  et,  au  moment  du  démarrage,  on  a,  <ii  chaque  point  P,  une 
force  de  frottement  obéissant  aux  lois  ordinaires  du  frottemenl  de  glissement. 
Si  l'on  prend  une  petite  aire  û?S  environnant  P  et  si  l'on  appelle  n  la  pression 
normale  par  unité  de  surface  en  ce  point,  celle  force  de  frottement  est  égale 
àfn.dS  ;  eu  outre,  elle  est  opposée  à  la  vitesse  que  va  prendre  P,  donc  perpen- 
diculaire à  OP.  Son  moment  par  rapport  à  Oz  est  fnr.dS,  en  appelant  /•  la 
distance  OP.  Le  moment  résultant  de  toutes  les  forces  de  frottement  analogues 
est  précisémeni  le  couple  opposé  à  M  :  on  ra|)|jelie  le  couple  de  frottement 
de  pivotement.  Il  est  égal  à  f(I.nr.dS ).  Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  il  est 
donc  proportionnel  à  /".  Si  la  pression  n  était  uniforme,  la  somme  entre  paren- 
thèses serait  égale  à  N— — ^ j   on   appelant    N   la  pression  totale  et  S  l'aire 

totale  de  A.  Si  A  était  indépendante  de  M,  M'  serait  pro|)ortiounel  à  N.  INlais, 
en  réalité,  lorsque  N  augmente,  réerasemenl  des  surfaces  devient  plus  grand, 
l'aire  A  s'accroît  et  M'  augmente  plus  rapidement  que  s'il  était  proportionnel 
à   N. 

On  voit  toute  la  complexité  de  celle  question  du  froiiement  de  pivotement, 
dont  on  |)eul  dire  seulement  qu'il  augmente  avec  la  pression  normale  et  qu'il 
est  proportionnel  au  froiiement  de  glissement. 

MM.  l'^ouiLiiîHE  relatif:  foi'.ce  <;entuifu(;k.  -  Il  uiiivc  (jiirh|ii(>l()is 
(jiK-,  les  toi'ces  élanl  données  ])ar  rapport  à  un  eerlain  trièdic  ilc  rc'IV- 
rcnce  T,  on  demande  les  positions  d'éfpiililjre  par  ra|)porl  à  un  aulre 
Irièdre  T',  de  tnoiivenienl  (;onnu  par  iii[)p(>il  au  |)reniier.  Un  Ici  équi- 
lihre  csi  appelé  ('quilihre  rehtlif. 

]Sous  avons  vu  (n"  18)  (\uv  le  cliaii^cinenl  de  Irièdre  de  référence 
exi;;(',  en  i;én(''ral,  (pion  a|)pli(pie  à  eliafpic  poini  M,  de  niasse  m, 
deux  lorccs  nouvelles,  (pic  ikmis  avons  a|>pcl(''es  la  foi  ce  cVciilidirle- 
iiifiil    cl    la    lorcc  de    (Joiiolis.    Mais,    dans    le   cas    parliculicr   où    le 
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poinl  jM  (loil  rester  au  repos  par  rapport  à  T',  la  force  de  Goriolis  est 
nulle  el  il  ne  subsiste  cpie  la  force  (l'entraînement,  ce  qui  simplifie 
considérahlcmcul  le  prohléuie. 

On  peut   (Tailieurs  le   traiter  directement,,  sans  faire  intervenir  la 

composition  des  accélérations.  Soit  v  le  vecteur  accélération  du 
point  M,  supposé  en  équilibre  relatif,  dans  son  mouvement  j^ar  rap- 
j)ort   à  T,  cest-à-dirc,  en  somme,  son  accélération  d'enlraînemenl. 

Siy"  désigne  la  force  relative  au  triédre  T  qui  lui  est  iq»|)li(piée,  on  a 
(  9)  f  =  /«y  ou         j  —  m  y  =  o. 

On  appelle  yb;*ce  cVinerlie  le  vecteur  y}  = — /«y,  c'est-à-dire,  en 
somme,  ce  que  nous  avons  ap[)elé  force  cV entraînement  au  n"  48. 
L'égalité  (9)  s'écrit,  avec  cette  convention, 

KO)  f^J)=o. 

La  condition  cV équilibre  relatif  d' un  point  e/,  pat'  suite,  d'un 
système,  s^obtient  donc  à  la  manière  habituelle,  à  condition 
d'ajouter  à  toutes  les  forces  données  les  forces  cV  inertie  d^  entraî- 
nement. 

Un  cas  j)articulier  1res  sim[)le  est  celui  où  le  mouxcnu'nt  d'entraî- 
nement est  un  mouvement  de  translation .  Les  forces  d'inertie  sont 
alors  toutes  parallèles  et  ])r()porti()nnelles  aux  masses.  Dans  l'applica- 
tion des  équations  uni\erselles,  on  [)eut  les  remplacer  par  leur  résul- 
tante, qui  est  la  force  d'inertie  du  centre  de  graxité,  où  l'on  suppose- 
rait concentrée  toute  la  masse  du  système. 

138.  Un  autre  cas,  moins  sim|)ie,  uuils  très  important  dans  la  pra- 
li(jue,  esl  celui  où  le  moiiveuient  d'entraînement  est  uni'  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  fixe.  Si  P  désigne  la  j)roj('ction  de  INI  sur 
cet  axe  et  si  (o  désigne  la  vitesse  angulaire,  on  sait  (pie  l'accélération 

d'entraînement  eisl  (o-MP;  donc,  la  force  d'inerlic  esl  ///co-PM.  On 
\''A\\\^v\\i'\\\  force  centrifu<:e.  (^est  une  répulsion  de  l'axe  propor- 
lionnclie  à  la  masse,  à  la  dislance  à  l'axe  el  au  carre-  de  la  \ilessc 
angulaire. 

Itésultanle  des  forces  rentrifi(ires  sur  un    corps   solide.  —  Gonsidéions 
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tou>  les  j)iiiiil<  iM  siliK-s  (laii^  tin  inrmr  |)I,in  |)er|)ciuli(ul;uie  à  \';\\r  ()  z.  Poiii- 
tous  ii's  pitiiils.  l'  est  le  iiièrnc  et  les  forces  eentrirui^cs  ([iii  leur  sont  appliquée> 

ont  une  résnltanlc  égale  à  i<)-'^[j7i  PM  )  =  w^  ,j^  p  o-  en  appelant  [j.  leur  ina<-i' 
totale  et  ,i,'  leur  centre  tic  giavilé.  Si  !(>«  points  tels  que  .^  sont  distribués  nim- 

porte  couirnent.  les  forces  lo- 'x  P  ir  n'oni  pas  de  résultante.  Mais,  si  ces  points 
sont  tous  ilttns  un  nicnir  plan  arec  Oz.  n-  (|ui  arri\c.  |)ar  exemple.  >"il  cxistf 
un  plan  de  syméiric  cou  tenant  cette  droite,  les  forces  en  qu(;stion  sont  i)aial- 
léles  et  admettent  une  résultante  égale  à  leur  somme  algébrique,  soil 

o>''I.'xP^=  (o^.M.OG. 

en  appelant  AI  la  niasse  lolale  du  corps  solide.  G  son  centre  (le  i;ravilé  et  O  la 
projection  de  ce  point  sur  O^.  Autrenu^nt  dit,  la  résultante  est  é^^ale  à  la 
force  centrifuge  qui  s'exercerait  sur  le  centre  de  graillé,  si  toute  la 
niasse  était  concentrée  en  ce  point.  Mais  elle  n'est  pas  nécessairement  appli- 
<iuée  en  G.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faiil  et  il  suffit  ipie  l'on  ait 


en  prenant  OG  pour  axe  îles  x.  Ceci  a  lieu,  en  particulier,  si  le  corps  solide 
admei  uu  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  Taxe. 

Si  les  dimensions  du  corps  solide  sont  petites  par  rapjio't  à  sa  distance 
à  Vaxe,  les  forces  centrifuges  sont  sensiblement  parallèles  et  proportionnelles 
aux  masses;  elles  ont  donc  pour  résultante  la  force  centrifuge  du  centre 
de  graillé. 

139.  Statiquj::  du  point.  —  Nous  allons  niiiiuh'naul  passer  en 
tr\  ik;  (jii(l([ii('s  cas  pari  icii  licfs  siin[)l('s,  ({iii  se  roiicoiiireial  dans  les 
a|)|)licali(tns. 

\()iis  coinincncci'oiis  par  examiner  le  cas  où  le  ,s>slènic  se  rédiill 
à  lin  point  {)laeé  dans  un  eliainp  de  forces  délerniiné.  Si  le  |)oinl  est 
ld»re.  les  positions  d'c'ujii ilihre  soni  les  points  où  la  force  F  est  nulle 
In"  ll8j.  Leurs  coordonnées  st-  calciileni  en  annulant  les  trois  coin- 
|)Osanles  de  celle  force  el  en  résolvant  1(;  svslcine  obtenu  par  rapport 
à  X.  y.  z. 

Si  le  point  est  i^êné.  l()rs(|ii'il  est  en  ('•(piiUhre.  la   li'aclion  (;sl  éji;ale 

et  oppos(''e  à  la  force  V  donnée.  Si  donc  il   n  v  a  |)as  Irollemeiit,  on  a 

le-  positions  d  eipiihhre  en  clierc  liant  le>-  points  pour  lesrpiels  I'"  esl 
normale  à  la  eoiiioe  ou  à  la  surface,  sur  la(|uelle  le  point  matériel  est 
assit  jet  ti  à  iest(;r. 

S  il  j  a  frolleinent.  le  rapport  de   la   eomposanle    tatii;entielle    de   I" 


STATIQUE.  l5') 

à  sa  com|)os;inte  ndimale  doil  être  intérieur  an  coclficienl  de  frolte- 
mcnt/.  Il  revient  au  même  «le  dire  ([iie  L'angle  que  fait  F  avec  le 
plan  normal  à  la  courbe  ou  avec  la  normale  à  la  surface  doit  être 
inférieur  à  /'aingle  de  rnoTTEAiENT  (an<;le  doni  la  langenlc  esl  J). 
Celte  oondilion  détermine  les  arcs  ou  aires  d  é(iuHibre. 

140.  Corps  solide  ayant  un  point  fixe.  —  Les  forces  F  données  et 
la  réaction  R  du  point  fixe  O  doi\('nl  satisfaire  aux  conditions  uni\er- 
selles.  En  particulier,  le  moment  |)ar  ra[)port  à  O  doit  être  nid.  Or,  le 
moment  de  R  est  nul;  donc,  il  doit  en  être  de  même  du  moment 
résultant  des  forces  F.  Si  celte  condition  esl  remplie,  il  ne  reste  plus 
qu'à  prendre  R  éi^ale  et  opposée  à  la  somme  i;éom(''trl(jue  des  F. 
Donc  : 

THÉORi-:\iE.  —  Pour  qu'ily  ait  équilibre^  il  faut  et  il  suffit  que 
le  moment  résultant  dés  forces  données  par  rapport  au  point 
fixe  soit  nul. 

11  re\ient  au  même  de  diie  que  ces  forces  doi\enl  admettre  une 
résultante  passant  par  O.  Cette  résultante  n'est  autre  (jue  la  réaction 
(ou  pression)  du  corps  solide  sur  son  appui. 

141.  Corps  solide  ayant  un  axe  fixe.  —  Prenons  cet  axe  pour  axe 
des  ;.  les  autres  axes  étant  cjuelconques.  Nous  avons  des  réactions 
distribuées  entre  les  différents  points  où  S  ^'appuie  sur  O:;.  Elles 
doivent  former  un  système  nul  avec  les  forces  F  données.  Comme 
elles  ont  un  moment  nul  par  rapport  à  O-:?,  le  moment  résultant  N 
des  V  par  rapport  à  cet  axe  doit  être  également  nul.  Si  cette  con- 
dition est  remplie,  S  est  en  équilibre,  comme  le  montre,  par  exemple, 
le  théorème  des  travaux  virUuds.  On  peut  chercher  à  déterminer  les 
réaclions. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  n'\  ail  ([ue  deux  points  d'appui,  <jui 
soient  l'origine  O  et  un  point  O',  de  cote  h.  Soient  X',  Y',  7J  les 
composantes  de  la  réaction  de  O,  et  X",  \\  /'  celles  de  la  réaction 
de  O'.  Soient  enfin  \,  ^  ,  Z,  L,  M,  o  les  (-oordonnées  du  système 
des  F.  On  doit  avoir 


1 1 1 


X'+  V  =  —  \,         Y'-f-  Y '  =  -  V.         Z  -f-  Z'  =  —  Z, 


(12)  /tV"=::L.  //X"=—   M. 
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On  aura  X"  et  \  '  par  (12),  puis  \'  et  \'  par  (i  i).  Mais  on  ne  pourra 
pas  calculer  séparément  Z'  et  Z";  on  connaîtra  seulement  leur  somme 
algébrique. 

L'indétermination  est  encore  plus  grande  lorsqu'il  j  a  plus  de 
deux  points  d'ap])ui.  La  Statique  pure  est  impuissante  à  donner  la 
distril)utu)n  des  réactions;  il  faut  l'aire  appel  à  des  iiypothèses  jiarti- 
culiéres  ou  à  la  tliéorie  de  rélastlcité. 

Par  exemple,  si,  comme  il  arrive  ordinairement  dans  les  machines, 
la  liaison  est  réalisée  au  moyen  de  deux  tourillons  munis  dépaule- 
îuents  destinés  à  empêcher  les  glissements  longitudinaux,  il  n'y  a 
jamais  qu'un  seul  de  ces  épaulements  qui  entre  en  jeu,  suivant  le 
signe  de  Z.  Il  en  résulte  qu'une  des  composantes  Z'  et  Z"  est  nulle 
et,  par  suite,  l'autre  est  égale  à  —  Z.  Si  Z  =  o,  les  deux  composantes 
sont  nulles. 

142.  FnoTTKMKNT  DES  TOURUJ.oxs  siit  ].K  •  coissiMiTS.  —  Daiis  la  pialiqiio. 
Taxe  a  loiijnurs  une  épaisseiu-  finie  ri  il  n'est  pas  permis  de  supposer  que  les 
réaelions  sont  appliquées  en  diUérenls  points  de  la  ligne  géoméirique  O^;  de 
sorte  que  les  conclusions  qui  ])ié(èdent  ne  sont  que  des  conclusions  théoriques 
approximatives.  Nous  allons  reprendre  la  question  de  plus  prés,  en  nous  bor- 
nant au  cas  de  deux  tourillons  et  en  supposant  Z  =  o. 

Chaque  tourillon  louche -on  coussinet  le  long  d'une  giMiérat  rice.  Nous  admet- 
trons f|ue  les  réactions  ont  une  résultante  appliquée  en  un  point  M  de  la  sec- 
tion droite  moyenne.  Celle  résidlailtc  sera  d'ailleurs  dans  le  |)lan  de  cette 
section,  en  vertu  de  rhvpothèse  Z  =  o.  ain-i  (|ue  nous  Pavons  exj)liqué  à  la  fin 
du  luwnéro  précédent. 

Les  équations  (11)  cl  (12)  sont  toujours  valables  et  nous  donnent  les  com- 
posantes des  deux  réaelions,  que  nous  pouvons  donc  considérer  c(unme 
eonnucs. 

Considérons  d'abord  /e  cas  théorlgnc  où  il  11  y  aurait  pas  de  frottement 
entre  les  Ifiurillons  et  les  coussinets.  Cliaqu(?  réaction  doit  être  normale  et,  par 
conséquent,  le  rayon  MO,  par  exemple,  doit  être  dirigé  suivant  la  réaction 
en  Al.  Celte  condition  détermine  ('Nidemmenl  chaque  point  de  contact.  En 
oulre,  on  \(iil  (|ue  le  moment  (le>  réactions  pai'  rapjiort  à  <*;  (^sl  nid.  I^a  con- 
dition d'équilibre  est  donc  encore  N  =  o.  ((imine  au  n"   MI. 

Supposons  mainlenani  qu'il  y  ait  du  frol  liinciil . 

Oeeupons-nous  du  tourillon  O.  Appelons  P  la  réacl  ion  correspondante  cl , 
pour  >implifier  les  caleul»..  prenons  l'axe  des  x  parallèle  à  cette  réaction  et  de 
sens  contraire.  Soit  alois  7.  l'angle  polaire  du  point  de  coulaet  M.  Les  compo- 
sanlc  noiniale  cl  lau^enl  i(dlc  d(,'  la  iiai  1  ion  -ont  l'eo^iz  et  I' sin  7,  en  orien- 
tant la  noiniale  dan>  le  sens  i\U)  ei  la  laiigente  par  l'angle  |)olaire  a  -!-  — • 
Leur  rap])oil   laii^:'/  d(pit   (-i  re  eoinpiis  eut  re  — f  c\    -V-f,  en    di'signant   par  /"le 
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coefficient  de  frottement.   En  (nitic,  le  momeni   de   P  par   rapport   à    O:;   est 
/■l*sina,  /■  désignant  le  rayon  du  tourillon. 

On  verrait  de  même,  pour  le  tourillon  O',  en  a|)pelanl  a'  l'angle  de  la  direc- 

FJg-  7- 


tion    opposée   à    P' avec    O'M',  que  le  rapport    tanga'doit   être  compris  entre 
— f  et  -+-/'  et  que  le  moment  de  P'  par  rapport  à  O^  est  /-'P'sina'. 
Le  moment  résultant  des  réactions  par  rapport  à  Qz  est 

rP  sin  7.  -i-  r'P'  sina'  ; 

la  condition  d'équilibre  pour  une  position   déterminée  des  tourillons  est  donc 

(i3  )  N  =  —  (/-P  sina  -t-  r'  P'  sina'). 

Si  l'on  appelle  cp  et  o'  les  angles  de  frottement,  les  angles  a  et  a'  doivent 
être  respectivement  compris  entre  —  cp  et  -ho  et  entre  —  ©'  et  -l-  o'.  On  doit 
donc  avoir 


(li) 


(  /■  P  sincp  -H  r'P'  sincp')  <  N  <  (rP  sin  9  -1-  /-'P'sino'). 


Si  cette  double  inégalité  est  satisfaite,  on  peut  toujours  trouver  des  angles 
a  et  a'  satisfaisant  à  (i3)  et  inférieurs  aux  angles  de  frottement  en  valeur 
absolue  (i).  On  peut,  par  conséquent,  trouver  un  système  de  réactions  satis- 
faisant au\  équations  universelles  d'équilibre  et  aux  lois  du  frottement.  Donc, 
il  y  a  équilibre  (n°  127). 

Si,  au  contraire,  N  dépasse,  par  exemple,  la  limite  supérieure  que  lui  assigne 
l'inégalité  (i4).  il  est  impossible  que  les  angles  a  et  y!  soient  respectivement 
supérieurs  à  — 9  et  à  — ç'.  Or,  si  a  < — 0,  le  tourillon  O  se  met  à  glisser  sur 
son  coussinet;  la  réaction  obéit  aussitôt  aux  lois  du  frottement  en  marche; 
donc  y.  devient  égal  à  —  ç  (ou  mcuK;  à  un  angle  algébriquement  plus  grand. 


(')  II  y  a  niênie  une  infinité  de  solutions,  de  sorte  que  la  position  que  prennent 
les  tourillons  sous  l'action  de  forces  données  ne  peut  être  entièrement  déterniince 
par  la  Statique  pure.  On  peut  y  ariiver  en  taisant  intervenir  la  torsion  élastique  de 
Taxe. 
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si  le  coefficient  de  fnitlement  au  départ  est  plus  grand  que  !e  coefficient  de 
frottement  en  marche).  Mais  alors,  a'  est  nécessairement  <  —  ç' et  le  deuxième 
tourillon  glisse  également.  Le  glissement  a  lien  dans  un  sens  tel  que  la  vitesse 
de  glissement  en  chaque  point  de  contact  soit  opposée  à  la  force  de  frotte- 
ment; dans  riiypotliése  actuelle,  la  rotation  a  li<u  dans  le  sens  positif.  Elle 
aurait  lieu  dans  le  sens  négatif,  si  N  était  |dus  petit  que  le  piemier  membre 
de(i4). 

En  résumé,  les  choses  se  passent  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  le 
couple  N  croisse  d'une  manière  continue,  à  partir  de  zéro.  Au  début,  ou  peut 
ailmellre  que  les  angles  a  et  a'  sont  nuls  ('),  comme  cela  doit  être  quand  il 
n'y  a  |)as  frottement.  Puis,  chaque  tourillon  se  met  à  rouler  sur  son  coussinet , 
de  manière  que  y.  et  a'  deviennent  négatifs  et  augmentent  en  valeur  absolue. 
A  un  certain  moment,  l'un  de  ces  angles,  par  exemple  a,  atteint  la  valeur  —  o. 
Le  tourillon  corres|)ondant  se  met  alors  à  glisser,  son  point  de  contact  M 
demeurant  lixe  sur  le  coussinet,  l/aulre  tourillon  CDUlinue  à  muler  jusqu'à  ce 
que  N  ait  atteint  sa  liiuile  supérieure.  A  ce  momeni,  a'  atteint  la  valeur  — ç' 
el  le  deuxième  tourilhjn  se  met  aussi  à  glisser  comme  le  premier. 

1  i3.  Coups  solide  reposant  si  r  u\  plan  kixi;:.  —  Le  contacl  a  lieu  en 
un  cerlaiu  nombre  (ini  ou  infini  de  points.  On  appelle  hase  de  susten- 
tation la  plus  petite  aire  convexe  renl'ernianl  tous  eespoints.  Elle  esl 
limitée  par  une  ligne  constiluée  par  des  points  de  conlaet  ou  par  des 
segments  ajanl  pour  (ixtrémités  des  poinLs  de  conlaet.  Elle  peut 
S3  réduire  à  un  segment  ou  à  un  point,  dans  les  cas  particuliers  où  les 
points  de  contact  sont  tous  en  ligne  droite  ou  bien  réduits  à  un  seul 
point. 

Supposons  d'ahord  qu^ii  n'y  ail  pas  Jiollenienl.  Toutes  les 
réactions  sont  normales  au  plan  et  dirigées  du  côté  où  se  trouve  le 
corps  solide  S.  Elles  admettent  une  résultante  jouissant  de  la  même 
propriété  et  appliquée  en  un  point  qui  appartient  certainement  à  la 
hase  de  sustentation.  Cette  résultante  doit  former  un  système  nul 
avec  les  forces  F  données;  donc,  ces  dernières  doivent  aussi 
admettre  une  résultante  11  normale  au  plan^  perçant  celui-ci  en 
un  point  O  appartenant  à  la  base  de  sustentation  et  diris^ée  rers 
la  région  où  ne  se  trouve  pas  S.  Récipro(piemeiit,  si  cette  eondil  ion 
est  remplie,  on  peut  toujours  trouver  trois  j)oints  de  contact  formant 
iiii  t.'iatiglc  comjirenant  ()  à  son  inlc'-rieur  ('-');  puis,  déconi|tos('r  II  en 

(')  V.n  réalité,  cela  ne  résulte  pas  (Je  la  Statique  pure,  mais  de  réluile  de  la 
torsion  de  l'ave. 

(  ■)  .Si  la  hase  «le  sustentatioa  est  un  segment,  on  chercliera  sciilciiienl  dnux  |ioinls 
<Jc  contact,  entre  lesquels  se  trouve  <).         . 
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trois  forces  parallèles  appliquées  aux  sommets  de  ce  triangle.  En 
prenant  enfin  les  forces  op|)os«''es,  on  obtient  un  système  de  réactions 
formant  un  système  nul  avec  les  forces  F  et,  par  conséquent,  il  v  a 
équilibre.  Quant  à  la  détermination  effective  des  réactions  véritables, 
elle  ne  peut  se  faire  que  si  le  nouibre  total  des  points  de  contact  est 
égal  à  trois  (deux,  si  les  points  sont  en  ligne  droite).  Sinon,  la  liaison 
est  liyperstatique;  il  faut  faire  intervenir  l'élasticité. 

lii.  S'il  y  a  frottement,  avec  un  coefficient  de  frottement  unifoinie  dans 
tout  le  |ihin,  (in  petit  seulement  aflinner,  quand  il  y  a  équilibre,  que  cliaque 
léai'hdii  fait  iiMi:  la  normale  au  plan  1111  angle  inférieur  à  l'angle  de  frottement, 
^lais  ces  réactions  n'admettent  pas  nécessairement  une  résultante.  Prenons  la 
résultante  .\  de  leurs  composantes  normales.  Elle  est  appliquée  en  un  certain 
point  O  de  la  base  de  sustentation.  Faisons  maintenant  la  réduction  en  O 
des  composantes  tangenticlles.  Nous  obtenons  une  force  de  frottement  4»  et  nn 

couple  C  qui  est  le  couple  de  frottement  de  pivotement  (  n"  136).  Le  rapport  — 

doil  être  inférieur  au  roefiuient  de  frottement  /',  car.  si  l'on  transporte  toutes 
les  réactions  au  point  O,  elles  sont  toutes  intérieures  au  cône  de  frottement 
(cône  de  sommet  O.  dont  l'axe  est  la  normale  au  plan  et  le  demi-angle  au 
sommet  langle  de  frottement)  et  par  suite  aussi  leur  somme  géométrique. 
Quant  au  couple  G,  on  peut  remarquer  que  la  réaction  appliquée  en  un  point  M 
situé  à  la  distance  r  du  point  O  a  un  moment  par  rapport  à  O  nécessai- 
rement compris  entre  — fnr  et  -\-fnr,  si  n  désigne  sa  composante  normale. 
Donc.  G  est  nécessairement  compris  entre — f.I.nrel-^f.I.nr.  La  somme  Snr 
dépend  de  la  distribution  des  réactions  normales  entre  les  différents  points  de 
contact;  on  peut  la  désigner  par  oN,  p  désignant  la  moyenne  des  distances  r 
affectées  des  coefficients  n.  moyenne  nécessairement  comprise  entre  la  pluspetite 
et.  la   plus  grande  de  toutes  ces  distances.  Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer 

G    ,   .     . 
que  ^  doit  être  compris  entre  —  /p  et  -i-Jp- 

Si  nous  revenons  maintenant  aux  forces  données  F.  on  peut  toujours  les 
réduire  à  une  force  unique  I^  appliquée  en  un  certain  point  0  du  plan  et  à  un 
cou|)le  !'  dont  le  moment  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  (Le  point  O  n  est 
autre  que  le  pôle  du  plan  par  rapport  au  complexe  linéaire  attaché  au  sys- 
tème des  vecteurs  F;  cf.  t.  IL  n"  12o.  1  D'après  ce  qui  précède,  il  faut,  pour 
qu'il  puisse  y  avoir  équilibre,  que  le  point  O  soit  intérieur  à  la  base  de  sus- 
tentation et  que  R  fasse  avec  la  normale  au  plan  un  angle  inférieur  à 
l'angle  de  frottement.  Quant  au  couple  T.  qui  doit  être  opposé  au  couple  C, 
on  sait  seulement  qu'il  doit  être  inférieur  en  valeur  absolue  à  une  certaine 
limite,  qui  dépend  de  la  distribution  des  réactions  normales,  mais  dont  on 
peut  dire  toutefois  qu'elle  est  proportionnelle  à  /  el  aussi  à  N,  si  l'on  fait 
varier  proportionnellement  t©utes  les  réactions  normal.^s. 

Le  seul  ca«    simjde  est  celui   où  les  forces  I''  ont  une   résidtanle 


l6o  CllVl'ITUE    IX. 

unique  R.  La  seule  comliliou  d'équililu'c  est  alors  que  celte  force 
soit  (livifiée  vers  le  plan  ^  le  perce  à  r  intérieur  de  la  hase  de  sus- 
tentation et  fasse  a^'ec  la  no/ maie  un  ansle  inférieur  et  l'angle 
de  frottement.  Si  eette  condilion  est  renî|)lie,  on  |)eul  trouver, 
comme  dans  le  cas  du  plan  j)oli,  trois  réactions  parallèles  ayant  pour 
résultante  la  force  — R  et,  par  conséquent,  il  y  a  équilibre  ('). 

Il  est  à  remarquer  que  la  condition  d'équilibre,  dans  le  cas  d'une 
seule  force  R,  ne  dépend  que  de  la  direction  de  cette  force  et  nullement 
de  sa  grandeur.  Sicile  est  remplie,  l'équilibre  persiste  si  grande  que 
soit  la  force.  C'est  le  pliéuomène  de  \arc-houtement . 

l^o.  Remarque.  --  Il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  tous  les  pro- 
blèmes examinés  aux  n*^*  1  iO  à  143,  le  nombre  des  équations  indé- 
pendantes des  réactions  est,  lorsqu'il  n'y  a  pas  frottement,  juste  égal 
au  nombre  des  paramètres  dont  dépend  la  ])osition  du  corps  solide. 

1  iO.  ^»oTio>s  SUR  l'équilibre  dks  fils.  —  Un  fil  est  un  milieu  con- 
tinu assimilable  à  une  ligne  géométrique.  On  dit  qu'il  est  i ne.rtensihle., 
si  la  longueur  qui  sépare  deux  quelconques  de  ses  points  est  iuvariabl(\ 
Dans  la  pratique,  un  tel  fil  n'existe  pas,  car,  quelle  que  soit  sa  nature, 
il  s'allonge  toujours  un  peu  quand  on  le  tend.  La  théorie  de  l'élasti- 
cité tient  compte  de  cet  allongement.  Nous  le  considérerons  ici  comme 
négligeable. 

Considérons  un  fil  AB  et  soit  M  un  de  ses  points.  L'arc  Mlî  exerce 
sur  l'arc  MA  certaines  réactions,  dont  nous  ne  savons  rien  a  priori. 
Oudil  (pie  le  fil  est  parfaitement  flexible  lorsque  ces  réactions  se 

réduisent  à  une  force  unicpie  T  appiiqiK'e  au  point  iM  (-).  Inver- 
sement, l'arc  MA  exerce  sur  MB  la  force  —  I  . 


(')  Les  réactions  vérilal)les  ne  sont  pas  nccessaircnient  les  réailions  (iclives  ainsi 
«iélermiiiées.  lîn  parliciiiier,  on  ne  peut  affirmer  iftir  pyrallc'lisiiu'  ipii;  lnrs(|ue  l"'>n 
se  trouve  à  la  limite  de  l'équilibre,  c'est-à-dire  au  morucnt  (ji'i  le  ylissciiicnl  \a  se 
produire.  Ce  glissement  ne  peut  iTailIcurs  être  qu'une  translation,  sans  ((uoi  il  \ 
aurait  un  couple  de  pivotement,  qui  serait  le  moment  résultant  des  rcactiims  i)ai 
rapj)ort  au  centre  instantané  de  rotation  (cf.  n°  13(j). 

(  •  )  Cela  revient  A  din;  que  l'arc;  Mtî,  considéré  «(imiiu'  nn  rorps  solide,  peut 
pivoter  lilircmcnt  d.ms  toutes  les  ilii  cri  ions  autour  du  point  M.  (|ii;ind  on  consi<lére 
l'arr  MA  comme  fi\c.  Auitin  couple  (de  flexion  cA  de  torsion  j  ne  s'oppose  à  '<' 
pivotement.  Hans  \?.  pialique,  Cela  n'est  jamais  n'alisé  rigoureusement;  un  11!  ;i 
toujours  fie  la   raideur. 
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Considérons  d'abord  le  cas  simple  où  les  seules  forces  exl(''rieures 

appliquées  au  lîl  sont  une  force  F  appliquée  en  A  et  une  force  F' 
appliquée  en  B.  D'après  les  conditions  universelles  d'équilibre,  ces 
deux  forces  doivent  former  un  système  nul;  elles  sonl  donc  égales, 
dirigées  suivant  la  droite  AB  et  de  sens  opposés. 

Considérons  maintenant  l'arc  AM.   Les  forces  extérieures  qui  lui 

sont  apj)liquées  sont  F  et  la  réaction  T.  En  vertu  des  conditions  uni- 
verselles d'équilibre,  nous  voyons  comme  précédemment  que  T  doit 

être  dirigé  suivant  AM  et  égale  et  opposée  à  F.  Comme  ce  raisonne- 
ment est  valable  quel  que  soit  le  point  M  choisi  sur  le  fil,  celui-ci  est 
nécessairement  rectiligne.  En  outre,  la  réaction  T  est  dirigée  sui- 
vant le  fil;  elle  est  constante  et  égale  et  opposée  à  la  force  qui 
s'exerce  à  l'extrémité  A;  on  l'appelle  la  tension  du  fil. 

Théoriquement,  nous  ne  savons  rien  sur  le  sens  de  cette  tension. 
Mais,  l'expérience  la  plus  vulgaire  nous  apprend  que,  pour  tendi^eun 

lil,  il  faut  tirer  et  non  pousser  aux  deux  bouts.  Autrement  dit,  F  doit 

être  dirigée  dans  le  sens  BA  et,  par  suite,  T  dans  le  sens  MB.  La 
tension  exercée  par  MB  sur  MA  doit  èlre  positive^  si  l'on  oriente  le 
lil  de  A  vers  B. 

Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner  n'est  jamais  rigou- 
reusement réalisé,  car  un  lil  est  toujours  soumis  à  d'autres  forces  que 
celles  qui  s'exercent  à  ses  extrémités,  (juand  ce  ne  serait  qu'à  son 
poids,  qui  est  réparti  tout  le  long  du  lil.  Toutefois,  dans  la  pi'atique, 
il  arrive  souvent  qu'on  s'en  approche  beaucoup.  11  en  est  ainsi,  par 
exemple,  lorsque  le  poids  du  fil  est  négligeable  vis-à-vis  des  forces  F 
et  F'  exercées  aux  extrémités.  Dans  ce  cas,  les  conclusions  précé- 
dentes sont  applicables  même  si  le  fil  est  en  mouvement,  pourvu  que 
les  accélérations  de  ses  différents  points  ne  soient  pas  très  grandes  par 
rapport  à  l'accélération  de  la  pesanteur.  On  peut,  en  effet,  appliquer 
encore  les  conditions  universelles  d'équilibre,  à  condition  d'introduire 
les  forces  d'inertie  (n"  137).  Or,  celles-ci  sont  négligeables,  tout 
comme  le  poids,  puisque  le  rapport  -|-  n'est  pas  très  grand. 

^'47.   Cas  i:énéral.  —  Envisageons  maintenant  le  cas  général  oîi  chaque  élé- 
ment M\i'  (lu  ni  est  soumis  à  une  force  proportionnelle  à  sa  masse  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  sa  longueur  ds,  soit  <l>t/s.  Le  vecteur  <!' est  supposé  connu 
Haau.  —  Cours,  III.  II 
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en  chaque  point,  1\1  et  peut  d'ailleurs  varier  en  i^iandeur  et  en  direction, 
d'un  point  à  l'autre.  Nous  désignerons  ses  composantes  suivant  les  axes 
de  référence  par  X,  Y.  Z.  Quant  au  point  d'application  de  la  force  élémen- 
taire 'P  ds,  nous  supposerons  seulement  qu'il  est  quelque  part  sur  l'arc  MM'. 
Gela  posé,   écrivons  les  condilions  universelles  d'équilibre  pour  l'arc  MM'. 


M  H/,' 


^y 


Les  forces  extérieures  sont  <I>r/5,  la  réaction  T'  de  M'15  sur  MM'  et  la  réac- 
tion —  T  de  AM  sur  MM'.   Prenons  d'abord  le  moment  résultant  par  rapport 

à  M.  Le  moment  de  — T  est  nul;  celui  de  'i> ds  est  infiniment  petit  du  second 
ordre  par  rapport  à  ds,  car  la  force  et  le  bras  de  levier  sont  chacun  du  premier 

ordre;  donc,  le  moment  de  T'  est  aussi  du  second  ordre.  Comme  la  force  T' 
est  finie  (puisqu'elle  est  égale  et  opposée  à  la  somme  géométrique  des  forces 
appliquées  sur  AM'),  on  en  conclut  que  son  bras  de  levier  est  du  second  ordre. 
Or,  la  tangente  en  M'  est  la  seule  droite  qui  passe  à  une  distance  de  M  infini- 
ment petite  du  second  ordre  par  rapport  à  l'arc  MM' (t.  II,  n"  330).  Donc, 

T'  est  tangente  en  M'  au  fil.  Ceci  est  vrai  quel  que  soit  M'.  Donc,  la  réaction 
de  MB  sur  MA  est,  en  chaque  point,  tangente  au  fil.  Nous  admettrons,  de 
plus,  comme  un  fait  d'expérience  (cf.  n"  I46),  qu'elle  est  dirigée  du  côté 
de  MB,  c'est-à-dire  suivant  la  demi-tangente  positive,  si  l'on  oriente  le  fil  de  A 
vers  B.  Nous  l'appellerons  la  tension  du  fil  au  point  M. 

Ecrivons  maintenant  que  la  somme  géométrique  des  forces  appliquées  à  MM' 
est  nulle  : 


*.r/5-FT'— T  =  o 


* 


T'— T 

ds 


Comme  ds  est  infiniment  petit,   le  second   tenue  n'est  autre  que  la  dérivée 
géométrique  du  vecteur  T  par  rapport  à  s.  On  a  donc 


(l5^ 


*  -I 7-    =   o. 

ds 


Telle  est  la  condition  d'équilibre,  qui  doit  êtie  vérifiée  tout  le  long  du  fil. 
On  a,  en  outre,   des   conditions  au.r  limites,  qui  sont  que  la  tension  en  A 

doit  être  égale  et   opposée  à  la  force  F  et  que  la  tension  en  B  doit  coïncider 

avec  la  force  F',  ainsi   qu'on  s'en   rend   compte,   en  supposant  que  l'arc   MM' 
a  une  extrémité  en  \  ou  in  B. 


«TATlOLi:. 


i6:j 


148.  L'égalité  géométrique  (ij)  équivaut,  comme  on  sait,  à  trois  égalités 
algébriques  obtenues  en  la  projetant  sur  trois  axes.  Si  l'on  projette  sur  les 
axes  de  référence  Oxyz,  on  a,  en  appelant  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  do 
la  demi-tangente  positive  et  T  la  grandeur  de  la  tension  en  M, 


(i6) 


X 


(Is 


./(TA) 


ds 


—  o, 


d{Tc) 
ds 


Ce  sont  les  équations  différentielles  qui  permeitent  de  déterminer  la  forme 
que  prend  le  fil  dans-  sa  position  d'équilibre,  ainsi  que  la  tension  en  chaque 
point. 

On  peut  aussi  projeter  sur  les  axes  de  Frenet  (t.  il,  n"  324),  comme  nous 
■l'avons  déjà  fait  en  Dynamique  (n°  38).  Si  l'on  remarque  que 


ds  ds 


da        dT 
ds         ds 


R 


en  appelant  (a',  //,  c')  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  et  appli- 
quant une  formule  de  Frenet,  on  voit  que  les  équations  (i6)  équivalent  aux 
suivantes  : 

T 


(17) 


dT        , 


*/. 


en  appelant  <Pt,  'l'/i,   'i'h  les  projections  du  vecteur  <1>  sur  la  tangente,  la  nor- 
male principale  et  la  binormale. 

Ces   équations  sont   appelées   les    équations  intrinsèques   d'équilibre.    On 
remarquera  leur  analogie  avec  les  équations  de  même  nom  de  la  Dynamique. 
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x\PPLICATIONS    DE    LA    STATIOUE. 


Nous  allons,  dans  ce  Chapitre,  appliquer  les  méthodes  générales 
exposées  au  Chapitre  précédent  à  quelques  problèmes  simples,  qui 
se  présentent  couramment  dans  la  pratique. 

149.  Levier.  —  Un  laner  est,  en  jirincipe,  un  corps  solide  pouvant 
tourner  autour  d'un  axe  fixe  O  et  soumis  à  deux  forces  P  et  Q  per- 
pendiculaires à  cet  axe  et  appelées  l'une  puissance^  l'autre  résis- 
tance. 

Si  a  et  b  sont  les  bras  de  levier,  c'est-à-dire  les  plus  courtes  dis- 


tances OA  et  OB  {fig.  ()),  la  condition  d'équilibre  est  (n"  1  ij  ) 
(i)  Pa  =  Q6, 

les  forces  devant,  en  outre,  être  dirigées  dans  des  sens  contraires,  de 
manière  que  leurs  moments  par  rapport  à  O  soient  de  signes  diffé- 
rents. 

On  peut  aussi  obtenir  l'équation  (i)  par  le  théorème  des  travaux 
virtuels.  Si  le  levier  tourni!  de  d-3^  le  point  A  a  un  déplacement  sui- 
vant P  égal  à  «''/'-p;  le  travail  élémentaire  de  la  puissance  est  Vcid's. 
De  même,  celui  de  la  résistance  est  —  Q/)d'Si,  en  supposant  Q  dirigée 
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dans  le  sens  opjxjsé  au  sens  de  la  rotation.  En  annulant  la  somme  de 
ces  deux  travaux  et  divisant  par  di^  on  retrouve  bien  (i). 

Habituellement,  le  levier  est  c/roil,  c'est-à-dire  que  les  points  A, 
B,  O  sont  en  ligne  droite,  les  forces  P  et  Q  étant  parallèles.  On  dis- 
tingue alors  trois  genres,  suivant  la  position  de  O  par  rapport  à  AB. 
Mais,  cette  distinction  n'a  pas  grande  importance. 

Lorsque  les  points  A,  B,  O  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  dit  que 
le  levier  est  coudé. 

loO.  Balance.  —  Une  application  très  importante  du  levier  est  la 
balance^  qui  sert  à  comparer  les  poids  et,  par  suite,  les  masses  de 
deux  corps  quelconques. 

Citons  d'abord  la  balance  romaine  ifig-  lo).  Le  point  O  est  entre 


A  et  B.  Le  [)oids  P  est  celui  d'une  masse  constante,  qui  peut  glisser 
le  long  du  jléaa  OD.  Le  poids  Q  est  celui  du  corps  à  peser.  Soient 
enfin  Q'  le  poids  de  la  balance  quand  on  supjn-ime  P  et  Q,  et  G  son 
centre  de  gravité.  En  appelant  a,  6,  c  les  distances  OA,  OB,  OC,  la 
condition  d'équilibi'e  dans  la  position  horizontale  du  fléau  est 


(1) 


Q6-+-Q'c. 


On  voit  que  Q  est  une  fonction  linéaire  de  a.  On  en  déduit  immé- 
diatement la  graduation  de  l'appareil.  On  détermine  le  zéro  en  suj)- 
priuiant  Q,  puis  le  [)oint  lo,  par  exemple,  en  suspendant  un  poids  Q 
de  lo'^s.  11  \\y  a  i)lus  ensuite  qu'à  diviser  en  parties  égales. 


loi.  La  balance  ordinaire  esl,  en  j)rinci|)e,  un  levier  rectiligne. 
appelé  fléau,  dont  les  deux  bras  OA  et  OB  sont  égaux  et  dont  le 
centre  de  gravité  G  est  juste  au-dessous  du  point  de  suspension 
quand  l'aiguille  est  au  zéro,  xVB  étant  alors  sensiblement  horizontal. 
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On  suspend  en  A  et  en  B  deux  poids  P  et  Q.  Tour  que  l'équilibre 
subsiste,  l'ai-uille  restant  au  zéro,  il  faut  et  il  suffil  que  l*  =  Q.  L'équi- 
libre est  dailleurs  stable,  car  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  pos- 
sible (n"  120). 

Cette  théorie  est  très  suffisante  j)our  les  ])esées  de  la  vie  courante. 
IMais,  pour  les  pesées  de  haute  précision  qui  sont  exigées  dans  les 
laboratoires,  il  faut  voir  les  choses  d'un  ])eu  plus  près. 

Bien  que  les  constructeurs  s'efforcent  de  les  réaliser,  les  conditions 
supj)osées  ci-dessus  ne  sont  jamais  remplies  exactenuuit.  Les  trois 
couteaux  A,  O,  B  ne  sont  |)as  en  ligne  droite  et  les  bras  OA  et  OBne 
sont  pas  égaux.  Reprenons  alors  la  théorie,  en  ne  faisant  aucune 
hypothèse. 

Posons 


(3)        OA  =  a,         0\i  =  h, 


OG 


AOG  =  oc,         HOG  =  [5. 


Appelons  P  et  Q  les  poids  susj)endus  en  A  et  B  et  R  le  poids  du 
lléau.  Soit  H  l'angle  de  la  verticale  descendante  Oc-  avec  OG,  lorsque 
la  balance  est  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  poids,  le  plan  étant 
orienté,    par   exemple,    de   0.27  vers   Oz   {/ig-    i  i)-  Ecrivons  que  le 


momenl  résullanl  |)ar  iap|)ortà  O  est  nul;  nous  avons,  en  remaicjuaut 
que  les  angles  polaires  de  OA,  OB,  OG  j)ar  rap|)ort  à  Ox  sont  respecti- 
vement -  +  0  ^  a,  7  -^-  0  H-  'i,  -  +  0, 

Va  cos  /-  -\~  0  -  7\  ^  Q/,  cos  /"-  +  0  -}-  [i)  ^-  W  cos  /^  +  o]  =  o 


ou 


V  a  si  II  1  0  —  a  )  -4-  Q  h  si  n  (  0  4-  fj  )  4-  li  c  sin  0 


Telle  est  l'équation  d'équibbre.  On  priurrail,  pai- exemple,  la  résoudre 
par  rapport  à  tangO. 
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L'aiguille  est  au  zéro  quand  la  balance  est  vide,  c'est-à-dire 
quand  P  =  Q  =:  o.  L'équation  (4)  nous  donne  alors  0  ^  o,  ce  qui 
était,  du  reste,  évident  a  priori.  On  dit  que /«  balance  est  juste  si 
l'aiguille  reste  au  zéro  lorsqu'on  met  des  poids  égaux  quelconques 
dans  les  |)lateaux.  Autrement  dit,  l'équation  (4)  doit  être  vérifiée 
identiquement  pour  f)  =  o  et  P  =  Q;  ceci  exige  la  condition 

(  5  )  a  sin  a  =  ^  sin  ^-j. 

Si  elle  n'est  pas  remplie,  on  ne  peut  affirmer  que  les  poids  des  deux 
plateaux  sont  égaux  quand  l'aiguille  est  au  zéro.  Pour  éviter  cette 
cause  d'erreur,  on  emploie  la  méthode  bien  connue  de  la  double 
pesée . 

Quelle  que  soit  la  construction  de  la  balance,  on  peut  aftirmer  que, 
pour  des  valeurs  données  de  0  et  de  Q,  l'équation  (4)  n'a  qu'une  seule 
solution  en  1^.  Si  donc  on  fait  successivement  deux  pesées,  en  rame- 
nant toujours  la  balance  dans  la  même  position  (par  exem])le, 
l'aiguille  au  zéro;  mais,  ce  n'est  pas  nécessaire  )  et  en  gardant  le  même 
poids  Q  dans  le  plateau  B,  on  peut  affirmer  que,  dans  les  deux  expé- 
riences, le  poids  P  aura  été  le  même.  Il  suffit,  dès  lors,  que  la  pre- 
mière pesée  ait  été  faite  avec  le  poids  inconnu  et  la  seconde  avec  des 
poids  marqués. 

loâ.  Sensibilité.  —  La  balance  est  d'autant  plus  sensible  que 
l'aiguille  s'écarte  davantage  du  zéro  pour  une  |)etlte  augmentation 
donnée  du  poids  P.  par  exemple.  Pour  calculer  l'amplitude  d^  de  cet 
écart,  différentions  totalement  l'équation  (4)  par  rapport  à  P  et  à  9  : 

(6j      ^Posin(0  —  a)-+-  fPacos(0  — 'y.)-hQ6cos(0-^  ^)h-  HecosOJ^/fJ  =  o. 

Si  nous  supposons  B  ^  o  (on  fait  les  pesées  en  rameuanl  l'aiguille 
au  zéro),  il  vient 

^'^-'  d^  "^   H  a  cos  X  -H  g  «^  cos  [i  -t-  H  c  * 

Ce  ra|)j)ort  peut  être  considéré  comme  la  mesure  de  la  sensibilité. 
Si  la  balance  était  construite  comme  nous  l'avons  supposé  au  début, 

on  aurait  a  =  fi  =  -  •  La  sensibilité  serait 

'  2 

<8)  S  =  ^. 
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Elle  sérail  InHépendanle  des  poids  P  et  Q  ou,  comme  on  dit,  de  la 
charge:  elle  serait  j)roportionnelle  à  la  longueur  du  tléau,  inver- 
sement proportionnelle  à  son  poids  et  inversement  proportionnelle 
à  la  distance  OG.  Pratiquement,  les  angles  a  et  3  sont  toujours  1res 
voisins  de  -  et  la  formule  {%)  est  encore  à  peu  près  exacte.  Toutefois, 
pour  une  forte  charge  et  si  Rc  est  petit  <  comme  on  s'efforce  de  le 
réaliser  pour  augmenter  S  ),  on  peut  dire  que  la  sensibilité  dépend 
de  la  charge  (  '  )  ;  de  là  vient  la  pratique  de  faire  les  doubles  pesées 
en  employant  toujours  la  même  tare  Q,  pour  avoir  une  sensibilité 
constante. 

133.  Balance  de  Bobenal.  —  Dans  la  balance  ordinaire,  les 
poids  P  et  Q  sont,  comme  on  sait,  posés  dans  deux  plateaux  suspen- 
dus à  des  couteaux  fixés  en  A  et  en  B  dans  le  fléau.  Les  forces  P  et  () 
de  la  théorie  précédente  sont  alors  les  réactions  sur  ces  couteaux. 

Dans  le  commerce,  on  utilise  peu  ce  mode  de  suspension  et  l'on 
emploie  plutôt  la  balance  de  BoheiKCil  (/is'.    12  ).  Les  plateaux  sont 

Fig.  12. 


8' 


au-dessus  des  couteaux.  Mais,  comme  ils  seraient  en  équilibre  instable, 
on  les  empêche  de  chavirer  et  l'on  assure  leur  horizontalité  au  moven 
du  double  parallélogramme  articulé  AOBB'O  A'.  Par  con>tructlon, 
00'  est  vertical;  il  en  «^st  donc  (h'  uiriiic  dc^  tiges  AA'  et  BB'  rt,  par 
suite,  les  platraux  d<'m<'urent  horizontaux. 

On  pourrait  chercher  la  condition  d'équilibre  en  ajjpliquanl  hi 
méthode  élémentaire  (n"  127)  à  ce  système  de  corjjs  solides;  mais,  il 
est  plus  simple  d'appliquer  le  théorème  des  travaux  virtuels.  Quand 
le  parallélogramme  se  déforme,  les  déplacements  verticaux  des  points 
A  et  Jî  et  par  suite  des  centres  de  gravité  des  cor|)s  placés  dans  les 
plateaux  sont  égaux  et  de  sens  contraires.  Pour  que  le  tra\ail  virtuel 


('j  Kll'.-    (Iirniiiue,    quand    la    cliarge    augiiienle.    si    les  aniiles   a   el  |i  sont  ai;;iis, 
com:iie  il  arrive  g<'néralcmenl. 


APPLICATIONS    DK    LA    STATIQUE.  1 69 

total  de  P  et  de  Q  soit  nul.  il  faut  et  il   vuffit  que  ces  poids  soient 
égaux. 

loi.    Bascule.  —  Elle  se  compose  schématiqnrmcnt  ^  fig-  i3  l  d"un 

Fig.  i3. 

A     B  C 


\ 


levier  ABOC.  dont  le  point  fixe  est  en  O.  Au  point  C  est  suspendu  un 
poids  marqué  p.  En  B  et  en  A  sont  articulées  deux  tiges  verticales  BD 
et  AA',  qui  s'articulent,  d'autre  |)art.  la  première  en  D  avec  le 
tablier  DE  sur  lequel  repose  le  corps  à  peser,  la  seconde  en  A'  avec 
un  autre  levier  A'O',  de  point  fixe  O'.  Le  tablier  repose  en  E  sur  un 
couteau  solidaire  de  O'A'.  Le  tout  est  construit  de  manière  que, 
lorsque  ABOC  est  horizontal,  DE  et  A'O'  le  soient  aussi. 

Cela  posé,  appliquons  le  théorème  des  travaux  virtuels.  Donnons 
à  AOC  une  rotation  virtuelle  de  l'angle  infiniment  petit  z.  dans  un 
sens  tel  que  C  descende,  par  exemple.  Le  travail  virtuel  de  p 
est  p. OC.  î.  Pour  calculer  celui  du  poids  P,  il  faut  connaître  le  dépla- 
cement vertical  du  point  G.  Ce  déplacement  doit  être  indépendant  de 
la  position  du  corps  sur  le  tablier,  si  Ton  ne  veut  pas  que  l'équation 
d'équilibre  dépende  de  cette  position.  Pour  cela,  il  faut  etil>uflit  que 
le  tablier  reste  horizontal,  c'est-à-dire  que  le  déplacement  vertical 
de  D  soit  égal  à  celui  de  E.  Or,  le  déplacement  de  D  est  égal  à  OB.î 
et  il  e>t  dirigé  vers  le  haut.  Celui  de  E  est  le  même  que  celui  de  E', 

lequel  est  dans  le  rapport   .     \  avec  le  déplacement  de  A'.  Or.  le 

déplacement    de   A'    est   égal    à   celui   de   A.   soit    ()\.£   et  vers  le 

liant.  Donc,    le  déjilaccment  de  E  est  ^.    ,  .OA.  ;  et,   comme    celui 

de  D,  il  est  dirigé  vers  le  haut.  Finalement,  pour  que  le  tablier  reste 
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horizontal,  il  faut  el  il  suflit  (jiie  l'on  ait 


OB.ï 


O'A' 


0A.£ 


OB 
(JA 


O'A'' 


Cette  condition  étant  réalisée,  le  déplacement  vertical  du  point  (i 
est  égal  à  OB.s  et  le  travail  virtuel  de  V  est  —  P.OB.s.  L'équation 
d  équilibre  est  donc 

y,.OC  — P.OB  =  o        ou         V=j).      ' 


(9) 


08 


OC 


Habituellement,  le  rapport  — rr  est  égal  à  10,  de  sorte  que  P=  \op. 
On  peut  anssi,  comme  dans  la  balance  romaine  (n°  ioO),  donner  à  /; 
une  valeui-  constante  et  déplacer  le  point  C.  Le  poids  P  est  alors 
proportionnel  à  la  distance  OC  et  il  sufTitde  graduerle  bras  du  levier. 
Enfin,  on  peut  (■oml)iner  les  deux  méthodes,  en  uu'ltanl  un  poids 
variable  p'  à  la  distance  fixe  OC  et  faisant  l'appoint  au  moyen  du 
poids  p  à  la  dislance  variable  OC.  Le  lliéoréme  des  travaux  virtuels 
donne  alois,  en  supposant  OC  1=  10  x  OB, 


(10) 


10  p 


OH 


OC. 


On  ajoute  les  poids  que  donnent  séparément  les  deux  méthodes, 
c'est-à-dire  le  poids  lu  sur  la  graduation  et  10  fois  le  poids  marqué 
placé  dans  le  plateau  susj)endu  en  C. 

loo.  l^oihiK  Fixi:.  —  C'est  un  cercle  qui  j)eul  tourner  ault)ur  d'un 
axe  O  pei'pendiculaire  à  son  [)lan  et  passant  par  son  centre  et  sur  la 
circonférence    duquel    est   enroulée    une    corde,   aux   extrémités   de 

V\?,.  i4- 


larpielb-  soni  applicjuées  la  puissance  I'  et  la  résistance  Q.  Si  l'on 
néglige  le  jioids  de  celte  corde  et  si  on  la  suppose  parfaitement 
flexible,  cliaquc  brin  est  reclilignc  (  n"  l'ifj)  el  tangent  à  la  circonfé- 
rence. 

Si  l'on  .ijipbque  ;"i  tout  le  svslénic  (poulu",   coi'de  1  le  lli(''Oi"éme  des 
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moments  par  rapport  à  l'axe,  on  voit  que,  si  l'on  néglige  les  frotte- 
ments de  la  poulie  sur  son  axe,  la  puissance  doit  (Hre  égale  à  la 
résistance. 

La  même  conclusion  est  valable  si  l'on  suppose  que  la  poulie  tourne 
d'un  mouvement  uniforme  (n°  121),  comme  cela  a  généralement  lieu 
dans  la  pratique. 

lo6.  Si  l'on  veut  maintenanl  tenir  compte  du  frottement  de  la  poulie  sur  son 
axe,  on  peut  procéder  comme  au  n"  142.  Nous  n'avons  qu'un  seul  tourillon,  qui 
est  fixe,  et  c'est  l'œil  de  la  poulie  qui  joue  le  rôle  du  coussinet.  Bornons- 
nous  au  cas  où  les  deux  brins  sont  parallèles.  La  réaction  de  l'axe  sur  la  poulie 


est  parallèle  à  Ox  {Jlf,^.  i5)  et.  elle  est  égale  à  P  +  Q.  En  prenant  les  moments 
par  rapport  à  O,  nous  avons  l'équation 


d'oii 

(II) 


(P-Q;R  =  ,-(P  +  Q)sina; 


p         i+^s.na 


i--j^s.na 


Ce  rapport   est   une    fonction  crois'^ante  de  sina;  comme  a  doit  être  compris 

entre   — ç  et  -i-o,   il  s'ensuit  que       doit  être  compris  entre  les  deux  limites 

obtenues  en   remplaçant,  dans  le  second  membre,   y.  |)ar  — o  cl  par -f-  z.  En 
supposant,  pour  fixer  les  idées,  P-Q,  la  condition  d'équilibre  est 


(IV,) 


P        '^K^'"? 
I-  j^sinç 
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P 

La  poulje  ne  cominence  à   tourner  qne  lorsque  —  atteint  le  seconii  membre. 
On  voit  donc  que  la  puissance  doit  être  snpiii'ienie  à  la  résistance. 

137.  Glissement  de  la  corde  sur  la  i;orge  de  la  poulie.  —  La  condition 
d'équilibre  précédente  est  une  condition  nécessaire.  Mais,  nous  ne  pouvons 
affirmer  qu'elle  est  sullisanle  que  si  nous  su|)posons  que  le  système  est  solide, 
c'esl-à-dire  si  nous  admettons  que  la  corde  ne  glisse  pas  sur  la  poulie. 
Cherchons  à  quelle  condition  il  en  est  ainsi. 

11  nous  faut  envisager  séparément  l'équilibre  de  la  corde,  que  nous  assimi- 
lons à  un  fil  parfaitement  llexible  (M  et  inextensible.  D'abord,  comme  nous 
négligeons  son  poids,  la  teu'^ion  en  A  (Jig.   16)  est  V  et  la  tension  en  B  est  Q 


(n"  14-6).  Occupons-nous  maintenant  de  l'arc  AB.  Sur  cliaque  élément  INllM' 
s'exerce  la  réaction  de  la  poulie,  dont  nous  désignons  les  composanle.>  nor- 
male et  tangenlielle  par  N  ds  et  ¥  ds.  Si  nous  supposons  que  le  glissement  est 
sur  le  point  de  se  produire  dans  le  sens  BA,  que  nous  prendrons  comme  sens 
positif  de  rotation,  la  force  de  frottement  F  ds  est  dirigée  dans  le  sens  négatif  et 
égale  à  fS  ds,  f  désignant  le  coefficient  de  frottement  de  la  corde  sur  la 
poulie. 

Cela  posé,  écrivons. les  équations  intrinsèques  de  l'équilibre  (  n°  148) 


(i3j 


^^-' 


T 


l'éliminons  F  et  N,  en  tenant  con)pte  de  F  ~- /N  : 
(i4) 

Cette  équation  s'intègre  iminédiatcnienl  et  donne,  eu  prenant    l>  pour  origine 


d'V  _     T 
'ds  ~-'  V,' 


(')  Dans  la  réalilc,   les  cordes  oui  <lc  la  raideur:  on  eu  licMil   ipicliiuefois  ionipl<- 
(cf.  lilxercico  proposé  11"  10). 
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des  arcs  et  se  rappelant  que  la  tension  en  ce  point  est  Q, 

(i5)  T  =  qe^' 

ou,  en  introduisant  Vajigle  0  d'enroulement^  compté  à  partir  du  rayon   Oli, 

(i6)  T  =  QeA 

Enfin,  si  nous  appelons  a  l'angle  total  d'enroulement,  depuis  B  jusqu'à  A  (i), 
nous  avons 

I  i7j  P  =  Qe/='. 

Telle  est  la  puissance  à  partir  de  laquelle  commence  le  glissement.  Donc,  les 
conclusions  du  numéro  précédent  ne  sont  valables  que  si  le  second  membre 
(le  (12)  est  inférieur  à  ef"-. 

r 

Pratiquement,  cette  condition  est  toujours  remplie,    car  le   rapport  —  est 

très  petit. 

158.  Puissance  transmise  par  une  poulie  de  transmission.  —  Dans  le 
cas  d'une  poulie  de  transmission,  la  poulie  est  soumise  à  1  action  d'un  couple 
moteur  ou  résistant,  suivant  que  la  poulie  est  menante  ou  menée.  Déplus,  la 
corde  est  ordinairement  une  courroie.  Soit  G  le  couple,  que  nous  supposerons 
moteur,  pour  fixer  les  idées. 

L'ensemble  des  réactions  de  la  courroie  sur  la  poulie  forme  un  système 
équivalent  à  l'ensemble  des  tensions  P  et  Q  des  deux  brins,  puisque  les 
réactions  opposées  de  la  poulie  sur  la  courroie  doivent  former  un  système 
nul  avec  ces  deux  tensions,  en  vertu  des  conditions  universelles  il'équilibre. 
Comme  nous  supposons  le  régime  permanent,  les  forces  P  et  Q  et  le 
couple  G  doivent  former  un  système  nul.  Geci  nous  prouve  d'abord  que  le  brin 
le  plus  tendu  doit  être  dirigé  en  sens  inverse  de  la  rotation,  comme  l'indique 
d'ailleurs  le  bon  sens.  (Sur  la  figure  i5,  si  l'on  suppose  toujours  P  >■  Q,  la 
roue  doit  tourner  dans  le  sens  de  A  vers  B.  On  aurait  des  conclusions  inverses 
si  la  poulie  était  menée,  au  lieu  d'être  menante.)  En  outre,  on  doit  avoir 

(18)  G  ==(P—  Q)R=  QR(>/a_i)  =  pR(,_  e-/a^. 

Si  0)  désigne  la  vitesse  angulaire,  la  puissance  transmise  est  (11°  108) 

(19)  W  =  Cr.>=.P\io>(i  —  e-f^). 


(')  Cet  angle  est  généralement  inférieur  à  ait,  pour  les  poulies  employées  pour  la 

transmission    d'un    mouvement.    Mais,    si    l'on   veut   ohlcnir  une  grande  valeur  du 

p 
rappoit  —  )  on  peut  enrouler  la  corde  plusieurs  fois.  C'est  ce  que  font,  par  exemple, 

les  marins,  (|uand  ils  veulent  arrêter  un  baleau. 
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Io9.  PotLiE  AroiîiLi:;  ASSEMBLAGES  DE  POULIES.  —  Considérons  une 
poulie  mobile,  c'esl-à-dire  dont  l'axe  n'est  plus  lixe,  mais  supporte 
une  certaine  charge,  de  poids  R  i^fig-    i~)-  Négligeons  le  frottement 

Fig.  17. 

0 


du  tourillon.  La  poulie  est  soumise  aux  forces  P  et  Q  et  aux  réaclions 
de  son  axe.  En  prenant,  comme  au  n°  ioo,  les  moments  par  rapport 
à  cet  axe,  nous  voyons  d'abord  que  P  =  Q.  Considérons  maintenant 
tout  le  système  formé  par  la  poulie  et  son  axe;  il  est  soumis  aux  forces 
extérieures  P,  Q,  R.  Ces  forces  doivent  former  un  système  nul. 
Donc,  R  doit  être  dirigé  suivant  la  bissectrice  des  brins  et  égal  à 

'  20)  R  =  2P  cosa. 

Pour  une  valeur  donnée  de  R,  la  tension  des  brins  est  minimum  et 

égale  à  —  pour  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  les  brins  soni  parallèles,  ce 

(pii  est  généralement  réalisé. 

Dans  la  pratique,  on  ul  dise  la  poulie  mobile  en  al  lâchant  l'extrémité 
du  brin  B  à  un  poini  fixe  cl  en  faisant  passer  le  brin  A  sur  une  poulie 
(i\e,  qui  a  simplemeni  pour  rôle  de  changer  le  sens  de  la  Icnsion. 
On  suspend  en  O  le  poids  R  à  soulever  et  l'on  lire  sur  le  brin  libre 

delà  corde.  Une  foice  —  esl  suKisiinlc  pour  faire  monter  d'un  mou- 

V.  ' 

vement  uniforme  le  poids  R.  Nbii^  il  faul  remarquer  ([ue,  confor- 
mémeul  au  ibéorème  des  travaux  \irtu(ds,  l'exlrémité  de  la  corde  doit 
j)arcourir  un  chemin  double  de  celui  dont  s'élève  R.  (7esl  ce  que  l'on 
exprime  vulgairement  en  disant  que  ce  que  l'on  gagne  en  force,  on  le 
perd  en  cbrimii  parcouru. 

On  peut  comljiner  |)lusieurs  poulies  mobiles,  de  nianière  à  mul- 
ti[)li('r  leurs  eUets,  comme  l'indique  la   (igure    18.  Le  brin  libre  de 
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chacune  d'elles  est  attaché  à  l'axejde  la  précédente  et  le  poids  R  est 
suspendu  à  l'axe  de  la  dernière.  La   tension  de  la  corde  est  divisée 


Fig.    .8 


y 


(5 


tR 


par  2  quand  on  passe  d'une  poulie  à  la  précédente.  De  sorte  que  la 
tension  de  la  première  corde  est 

(21)  P=— 5 

si  Ji  est  le  nombre  des  poulies  mobiles.  Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  vérifier  encore  dans  ce  cas  le  théorème  des  travaux  virtuels. 

160.  Ce  dispositif  est  très  avantageux;  mais  il  est  peu  commode,  à 
cause  de  la  multiplicité  des  points  fixes.  On  emploie  de  préférence  le 
palan  qui  est  constitué  par  deux  moufles  ou  groupes  de  n  poulies 
montées  sur  la  même  chape,  soit  avec  des  axes  parallèles  {fig-  19)'; 
soit  avec  le  même  axe  (/^o.  20)  (les  poulies  étant,  bien  entendu,  indé- 
pendantes ).  La  moufle  du  haut  est  fixe  ;  celle  du  bas  supporte  le  poids  Q 
à  soulever.  Une  seule  corde  passe  sur  toutes  les  poulies;  une  de  ses 
extrémités  est  fixe  (on  l'attache  ordinairement  à  la  chape  de  la  moufle 
supérieure);  sur  l'autre,  s'exerce  la  puissance  P.  La  théorie  générale 
de  la  poulie  fixe  ou  mobile  s'applique  toujours  et  nous  prouve  que 
la  tension  est  la  même  tout  du  long  de  la  corde.  Comme  tous  les 
brins  sont  sensiblement  parallèles,  la  moufle  inférieure  est  soumise 
à  2/i  tensions  verticales  dirigées  de  bas  en  haut  et  égales  à  i*.  Elle  est 
soumise,  d'autre  part,  au  poids  Q.  On  a  donc,  d'après  les  conditions 
universelles, 

(22)  2/1 P  =  Q,        P  =  ^. 


Vérifions,  à  titre  d'exercice,  le  théorème  des  travaux  virtuels.  Si  Ton 
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allonoe  le  brin  libre  de  x^  la  puissance'efïectue  le  travail  Po;.  Si  y  est 
la  quantité  dont  monte  la  moufle  inférieure,  le   travail  de  la  résis- 


tance est  —  Qj.  On  doit  donc  avoir  Vx  =  Qy.   Or,  la  distance  des 
centres  de  deux  poulies  consécutives  a  diminué  dey;  donc  les  deux 


Fi; 


brins  tangents  à  ces  deux  poulies  se  sont  raccourcis  chacun  de  y.  Le 
raccourcissement  total  de  la  longueur  de  corde  enroulée  est  2ny; 
comme  il  est  égal  à  l'allongement  du  brin  libre,  on  a  ;r  =  2ny  et  la 

formnlc  à  vérifier  revient  à  (22). 
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16J .  Treuil.  —  Le  treuil  est  un  cylindre  de  révolution  pouvant 
tourner  autour  de  son  axe,  lequel  est  horizontal.  Sur  ce  cylindre  est 
enroulée  une  corde,  dont  une  extrémité  est  libre  et  supporte  le  poids  Q 


Fig.  2, 


°<im 


à  soulever  et  dont  l'autre  extrémité  est  fixée  au  treuil.  Sur  l'axe  est 
calée  une  manivelle  OA,  à  l'extrémité  de  laquelle  est  appliquée  la 
puissance  P.  Négligeons  les  frottements  des  tourillons  et  écrivons  que 
le  moment  résultant  des  forces  P  et  Q  par  rapport  à  l'axe  est  nul.  Si 
nous  supposons,  pour  simplifier,  que  P  est  perpendiculaire  à  l'axe  et 
à  la  manivelle  ^(ce  qui  lui  donne  le  plus  grand  moment),  l'équation 
d'équilibre  est,  en  appelant  R  le  rayon  du  treuil  et  /la  longueur 
de  la  manivelle, 

(23  j  P/=QR        ou        P  =  Qy. 

Le  lecteur  vérifiera  sans  peine  qu'on  arrive  au  même  résultat  par  les 
travaux  virtuels. 

Au  lieu  d'appliquer  au  treuil  la  force  P,  on  peut  lui  appliquer  un 
couple  moteur  C  et  l'on  a 

(24)  C  =  QR. 

Ces  équations  conviennent  non  seulement  à  l'équilibre,  mais  aussi  à 
la  rotation  uniforme. 

Le  cabestan  est  un  treuil  à  axe  vertical,  qui  possède  généralement 
quatre  manivelles  égales  et  à  angle  droit.  Si  la  même  force  P  est 
appliquée  à  chacune  d'elles,  on  a  un  couple  moteur  C  =  4/P?  qu'il 
suffit  de  porter  dans  l'équation  (24). 

Haag.  —  Cours,  III.  12 
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162.  Engrenage.   —  Soient  deux  roues  dentées,  dont  les  axes  O 
et  O'  sont  fixes  et  qui  engrènent  en  A  {fig-  22).  Appliquons-leur  les 


couples  C  et  C  et  cherchons  la  condition  d'équilibre  en  négligeant 
les  frottements.  Le  plus  simple  est  d'employer  les  travaux  virtuels. 
Si  O  tourne  de  l'angle  s,  O'  tourne  de  ï— £  et  en  sens  contraire,  si, 
comme  le  suppose  la  figure,  les  roues  sont  tangentes  extérieurement. 
Les  travaux  des  deux  couples  sont  Ce  et  —  C'-^e.  La  condition 
d'équilibre  est  donc 


(25) 


r      r'  R 


G        C 


Les  couples  doivent  être  de  même  sens  et  proportionnels  aux  rayons 
des  roues,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  leurs  nombres  de  dents. 


163.  Effort  sur  une  dent.  —  Soil  F  rellorl  exercé  par  la  roue  O'  sur  la 
roue  0,  en  supposant,  pour  simplifier,  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  paire  de  dents 
en  contact.  Son  moment  par  rapport  à  O  doit  être  égal  et  opposé  au  couple  C. 
Or,  on  sait  que  la  normale  au  point  de  contact  M  passe  toujours  par  le  point 

de  contact  A  des  circonférences  primitives  (n°4.3).  Soit  a  rano;le  MAO'.  Le 
bras  de  levier  de  F  est,  en  négligeant  le  frottement,  la  distance  de  0  à  MA, 
soit  OB  =  R  sina.  On  a  donc 

(v>6  j  C  =  FR  sina  ou  F 


R  sin  a 


Le  sens  de  la  force  F  est  d'ailleurs  celui  indiqué  par  la  figure  22,  en  sup|>osant, 
pour  fixer  les  idées,  que  O'  est  la  roue  menante  et  que  les  rotations  ont  lieu 
dans  les  sens  indiqués  par  les  flèches.  La  réaction  de  O  sur  O'  est,  de  même, 
C 


égale  a 


R'  sinx 


En  égalant  à  la  valeur  que  donne  ('?,6),  on  retrouve  (9.5). 
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La  formule  ('G)  nous  montre  que,  si  l'on  veut  une  pression  constante  sur 
les  dents  en  prise,  il  faut  que  l'angle  y.  reste  constant  pendant  toute  la  durée 
du  contact.  Les  dents  en  forme  de  développante  de  cercle  (cf.  Chapitre  III, 
Exercice  proposé  n"  27)  répondent  seules  à  cette  condition. 

Dans  la  pratique,  l'angle  a  est  voisin  d'un  angle  droit  (75"  pour  les  engre- 
nages à  développante  de  cercle)  et  l'on  peut  confondre  son  sinus  avec  l'unité. 

C        C 
L'effort  sur  les  deux  dents  en  prise  est  alors  F  —  ^  =  — ,. 

Rappelons  que  tout  ce  qui  précède  s'applique  tant  que  les  roues  tournent 
d'un  mouvement  uniforme. 

16i.  Plan  inclink.  —  Soit  un  plan  faisant  l'angle  t  avec  le  plan 
liorizontal  et  sur  lequel  repose  un  corps  solide  S  de  poids  Q.  Appli- 
quons-lui une  force  quelconque  V  située  dans  le  plan  passant  par  son 

Fiir.  2.3. 


centre  de  gravité  et  perpendiculaire  aux  horizontales  du  plan  incliné 
et  cherchons  la  condition  d'équilibre,  en  supposant  un  coefficient  de 
frottement  uniforme  /. 

Les  forces  P  et  Q,  se  rencontrant,  admettent  une  résultante.  Nous 
supposerons  que  leur  point  de  rencontre  est  assez  |)rès  du  plan 
incliné  pour  que  cette  résultante  passe  à  l'intérieur  de  la  base  de 
sustentation  (n"  113).  La  seule  condition  d'équilibre  est  alors  que  le 
rapport  de  la  composante  tangenUelle  à  la  composante  normale  soit 
plus  petit  que/  en  valeur  absolui-. 


163.  Pour  définir  avec  préci-ion  la  foice  F,  clioisissons  un  axe  OX  dirigé 
suivant  la  ligne  de  plus  grande  penle  doscendanle  et  un  axe  ()Y  perpendicu- 
laire au  jilau  et  dirigé  vers  le  bas  {fig. -y.'i).  Nous  appellerons  I'  la  mesure 
algébrique  de  la  force  donnée  sur  la  demi-droite  OÀ  d'angle  polaire  a,  cet 
angle  pouvant  être  supposé  comjjris  entre  o  et  -,  si  l'on  accepte  les  valeurs 
négatives  de  P.  Mn  projetant  les  deux  forées  P  et  Q  sur  OX  et  sur  OY,  nous 
obicnons  les  compo-anles  t;mgeiiliolle  et  normale  de  leiu-  ré-ultante,  soit 


(27) 


F  =  P  eo>a  -H  Q  sin  /. 


X  =  P  sin  a  -i-  Q  eo>  /. 
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Posons,  conformément   à   la   inélliode   générale  exposée   au  n"  132,  —  =  x. 

P 

Nous  eu  lirons  la  valeur  du  rapport  —  =  y  : 

siiii  —  X  cos  J 

(28)  r=  — : 

X  sina  —  cosa 

Les  valeurs  de  y  convenanl  à  l'équilibre  sont  celles  qui  correspondent  aux 
valeurs  àc  x  comprises  entre  — /et  -h/'.  En  outre,  comme  la  composante  N 
doit  être  positive,  on  doit  avoii 

.         cos/ 

(29)  y  à ■■ — 

Poui'  interpréter  commodément  ces  conditions,  considérons  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (28).  C'est  une  hyperbole  équilatère,  qui  a  pour  asymp- 
totes les  droites 

(  B)  X  =  col  a, 

cos/ 
(A)  y= : 

D'après  (29),  les  points  situés  au-dessus  de  (A)  seuls  conviennent;  nous 
n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  la  branche  supérieure  II  de  notre  liy[)er- 
bole,  les  points  de  la  branche  inférieure  correspondant  à  un  dérolleineni  enlie 
le  plan  incliné  et  le  corps  S. 

L'a/c  d'équilibre  est  la  j)ortion  de  II  comprise  entre  les  droites  D  et  D' 
parallèles  à  Oy  el  d'abscisses  respectives  /' d  — /.  Il  faut  connaître  la  position 
de  (  B)  par  rapport  à  ces  droites,  c'est-à-dire  comparer  cota  à 


f  =  langcp  =  col  I  -  —  ç  j 


et  a 

-/=eot(^^  + 

Nous  aurons  donc  à  tenir  compte  de  la  position  de  0>.  par  rapport  à  l'an t; le  [JiO;i.' 

(/^.  23). 

(/y 
Si    l'on   ralcule    maintenant    la    dérivée   -^  »    on    trouve    qu'elle   a    le   signe 

dx 

de  cos(a -(-/).  Ce  signe  dépen<l   donc  de   la   valeur  de  a  |)ar  rapport  à  -  — 1, 

c'est-à-dire  de  la  position  de  ()}.  par  rapport  à  la  verticale  descendante  OZ. 
La  position  relative  de  OZ  et  âr  O  [x  dépend  d'ailh-urs  des  valeurs  relatives 
de  /et  de  ç.  Nous  pouvons  maintenant  très  aisément  faire  notre  discussion. 

1(1(1.    I.  9  <  /.  —  OZ  est  dans  l'angle  \<  )  \s.  : 

1°  O).  est  dans  l'angle  XOZ.  —  Nous  avons  la  figure  2^,  a.  Ii]lle  nous  mont  re 
(|iril  \   a  nii   arc   fini   d'équilibre    Kl'".  \.c   |)oint    de  rencontre  C  de  M  avec  Oar, 
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qui  a  pour  abscisse  lang/,  est  extéiieur  à  cet  arc.  l^os  ordonnées  des  points  F 
et  F', 

sini  —  fcosi  s\ni  -^  fcosi 

(3o)  yi=  T-- — '- '      yi  =  —  -r-- — ' 

^      '  "^         /?ina  —  cosa  -^  ysina-f-cosa 

sont  toutes  deux   négatives.   L'équilibre  n'est  possible  que  pour  des  valeurs 
de  y  comprises  entre  ces  deux  limites.  Autrement  dit,  la  force  P  doit  être 

Fis.  24. 


D' 

o 

y 

i\ 

fi 

''    le 

(oc-) 


dirigée  vers  le  haut  et  comprise  entre  deux  limites  déterminées.  Si  elle  dépasse, 
en  valeur  absolue,  la  limite  supérieure  — ^sQ,  le  point  représentatif  M  sort 
de  l'arc  d'équilibre  par  F',  x  devient  <  — f,  il  y  a  glissement  vers  le  haut. 
Si,  au  contraire,  [  P  |  est  inférieure  à  — ^'iQ,  M  sort  par  F,  x  devient  >/", 
il  y  a  glissement  vers  le  bas. 

2°  OÀ  est  dans  l'angle  ZO\x.  —  On  a  la  figure  i^-ib.  L'arc  d'équilibre 
n'existe  pas,  H  étant  tout  entière  à  droite  de  D.  F^'équilibre  est  impossible 
quelle  que  soit  P;  il  y  a  toujours  glissement  vers  le  bas. 

3°  OÀ  est  dans  l'angle  \x.O\x'.  —  On  a  la  figure  24,  c.  L'arc  d'équilibre  est 
infini;  il  est  tout  entier  au-dessus  de  Ox.  Si  P  <  Qj^i,  il  y  a  glissement  vers 
le  bas.  Si  P  >  Q^i,  il  y  a  équilibre.  La  force  est  alors  dirigée  vers  le  plan  et 
l'équilibre  persiste  si  grande  que  soit  «a  valeur;  il  y  a  arc-hoittenient  (n"  [Ai). 

4°  OX  est  dans  l'angle  jjl'OX'.  —  Figure  >4,d.  Arc  d'équilibre  FF'.  Con- 
clusions analogues  à  celles  de  1°,  avec  cette  différence  que  ^  doit  être  positif 
pour  l'équilibre;  autrement  dit,  la  force  doit  être  dirigée  vers  le  plan.  Si  elle 
est  trop  faible,  il  y  a  glissement  vers  le  bas;  si  elle  est  trop  forte,  il  y  a  glis- 
sement vers  le  haut. 

Ce  cas  comprend  le  cas  limite  où  O).  se  confond  avec  OX'.  On  a  alors  a  =  -; 
l'équation  (28)  devient 


(3i) 


V  =  sin  i  —  X  cost. 


H  est  une  droite.  .Ahtis,  il  n'v  a  rien  à  changer  aux  conclusions  précédentes. 
Ce  cas  pourrait  d'ailleurs  aussi  être  considéré  comme  cas  limite  de  i", 
pour  a  :=  o. 
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II.  ç  >  «".  —  O  ;jt  est  dans  l'angle  XOZ  : 

i"  OX  est  dans  l'angle  XO  [jl.  —  Figure  25,  a.  Arc  d'équilibre  FF'.  La 
seule  différence  avec  I,  i°,  est  que  C  appartient  à  cet  arc;  autrement  dit,  il  y 
a  équilibre  quand  on  supprime  la  force  P.  Ce  rt'sullat  est  évidemment  indé- 
pendant de  a  ;  nous  devons  donc  le  retrouver  dans  tous  les  cas  qui  vont  suivre. 

■2"  OX  est  dans  l'angle  ;jiOZ.  —  Figure  aj,  b.  Arc  infini  d'équilibre. 
Si  y  <  JK25  il  y  a  glissement  vers  le  liant.  Si  y  >  JK2)  i'  y  a  équilibre,  si  grande 
que  devienne  la  force:  il  y  a  arc-boutement. 
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3°  O).  e5f  dans  l'angle  ZO  ;jl'.  —  Figure  25,  c.  Arc  infini  d'équilibre.  Con- 
clusions analogues  aux  précédentes,  sauf  que  le  glissement  a  lieu  vers  le  bas, 
quand  y<iy\.  Ce  cas  est  aussi  à  rapprocher  du  cas  I,  3°,  dont  il  ne  diffère 
que  par  le  signe  de  j'j. 

4"  OÀ  est  dans  l'angle  ;x'OX'.  —  Figure  25,  d.  (Conclusions  analogues  à 
celles  du  cas  J,  4"-  La  seule  différence  est  que  C  appartient  à  l'arc  d'équilibre, 
la  limite  inférieure  j^i  étant,  par  suite,  négative. 

167.  Coix.  —  Le  coin  doit  s'enfoncer  entre  les  deux  pièces  S  et  S',  qui  sont 
limitées  par  des  faces  planes  s'appliquant  exactement  sur  les  deux  faces  du 
coin  { fig.  26).  On  exerce  sur  ce  dernier  une  pression  verticale  P  et  les  deux 

Fiç.  26, 


j)ièces  sont  maintenues  l'une  contre  l'aiilre  par  les  forces  liorizoulales  Q, 
nécessairement  égales,  comme  on  le  voit  on  appliquant  les  conditinns  univer- 
selles au  système  formé  par  le  coin  et  les  deux  pièces. 


APPLICVTIONS   DE    L.\   STATIQUK. 


l83 


La  composante  horizontale  de  la  réaction  du   coin  sur  S  doit  être  égale  el 
■opposée  à  Q,  en  vertu  des  conditions  universelles  appliquées  à  S.  La  compo- 

P 

•santé  verticale  est  égale  à  —,  en  vertu  des  mêmes  conditions  appliquées  au 

<;oin  et  en  admettant  la  symétrie  des  réactions  sur  S  et  sur  S'.   On  peut  dès 
lors  considérer  S   comme  un  plan  incliné,  sur  lequel  repose  le  coin,  dont  le 

P 

poids  fictif  est  égal  et  opposé  à  0  el  auquel  est  appliquée  la  force  — •  L  incli- 
naison i  est  le  demi-angle  au  sommet  du  coin  et  l'angle  a  ilu   numéro  précé- 

P 
dent  est  égal  à  t:  —  ?.  Le  rapnort  v  est  ici  égal  à  —p- . 

Appliquons  les  lésultals  de  la  discus-^ion   précédente.  Nous  avons  à  consi- 
dérer la  valeur  de  i  ]jar  rapport  à  cp  el  à ç. 

i"  j  <  3  <  —  —  c;.  —  Nous  sommes  dans  le  cas  11.  4°-  du  n°  1G6.  Pour  l'équi- 
libre,  y  doit  être  compris  entre  les  limites 


(3-2) 


Ji  = 


failli  ^-  cosi' 


sin  i  ^~  f  cosî 

Y,  =    ■        •    r    ■ :» 

cos  J — /?'ni 


dont  la  première  est  négative  el  la  seconde  positive.  Si  j'>j^2î  JJ  y  a  glisse- 
ment vers  le  haut  du  plan  incliné,  c'est-à-dire  que  te  coin  s'enfonce.  Si  y<,y\- 
■il  remonte.  Mais,  ceci  ne  peut  être  obtenu  qu'au  moyen  d'une  traction  sur  le 
coin.  Si.  après  avoir  enfoncé  le  coin,  on  supprime  la  force  P,  le  rapport  y 
devient  nul  et  l'équilibre  persiste,  si  grande  que  soit  la  force  Q;  il  y  a  arc- 
bouteinent  par  rapport  à  cette  force.  C'est  ordinairement  de  cette  manière 
que  fonctionne  un  coin. 

2"  =  <  /  <  -^  —  -.  —  Xous  sommes  dans  le  cas  I,  4°-  I-a  seule  ditférence  avec 
le  cas  précédent  est  que  ri>o.  11  faut  donc  exercer  une  certaine  pression 
minimum  pour  empêcher  le  coin  de  remonter.  Il  n'y  a  plus  arc-boutement 
par  rapport  à  Q.  Un  tel  coin  serait  inutilisable,  puisqu'il  remonterait  aussitôt 
qu'on  resserail  d'appuyer. 

3°  ;■>  -l:  _  o  >  o.  —  Nous  sommes  dans  le  cas  I,  3°.  Le  coin  ne  peut  jamais 
s'enfoncer,  si  grande  que  soit  la  pression  P.  Il  y  a  arc-boutement  par  rapport 
à  cette  force.  Ce  coin  est  évidemment  encore  moins  utilisable  que  le  précé- 
dent. 

4"  ^  —  c  <  t  <  s.  —  Ceci  suppose  o  >  ^j  c'est-à-dire  />  i.  Nous  sommes 
<lans  le  cas  II,  3".  Ce  coin  ne  peut  jamais  s'enfoncer.  Il  ne  peut  remonter  qu  au 
moyen  d'une  traction.  Il  y  a  donc  arc-boutement  à  la  fois  par  rapport  aux 
deux  forces. 

En  résume,  le  seul  cas  donnant  un  coin  utili>able  est  le  premier,  c'est-à-dire 


i8i 
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que  l'angle  du  coin  doit  être  inférieur  au  double  de  V angle  de  frotte- 
ment^ ainsi  qu'au  double  de  son  complément.  La  deuxième  formule  (32) 
donne  alors  la  pression  qu'il  faut  exercer  pour  enfoncer  le  coin. 


168.  ^  is.  —  Soit  une  vis,  de  pasy:>,  dont  l'écrou  est  maintenu  fixe. 
A|)j>liquons-lui  un  couple  C,  ayant  son  axe  parallèle  à  O;  (  fig.  27) 


Fis.  2- 


et  de  même  sens  (le  sens  positif  de  rotation  étant  celui  dans  lequel  il 
faut  faire  tourner  la  vis  pour  la  faire  avancer  dans  le  sens  O  z)  et  une 
foice  Q  également  parallèle  à  O^,  mais  de  sens  opposé.  Nous  allons 
d'abord  établir  l'équation  d'équilibrée/?  négligeant  les  frottements. 
A  cet  efifet,   emplovons  le   théorème   des    travaux   virtuels.    Faisons 

tourner  la  vis  de  l'angle  s;  elle, avance  de  /J  -^-  Le  travail  du  coiqile 

est  Cs;  celui  de  i)  est  — •  i)p  -^'  En  annulant  la  somme  de  ces  deux 
travaux,  nous  ()blcn(ms  l'équation  d'équililjrc  : 


(33) 


•IT. 


169.  Reprenons  maintenant  la  question  en  tenant  compte  du  frottement . 
Nous  nous  bornerons  au  cas  (le  plus  simple)  de  la  vis  à  filcl  carré.  Pour  faci- 
liter le  laiii,'age.  nous  supposerons  queO-sest  la  verticale  flescendaute.  Soit  M 
un  point  quelconque  du  filet  de  la  vis  qui  s'appuie  sur  l'écrou.  Une  petite  aire 
environnaiil  ce  point  «st  soumise,  de  la  part  de  l'écrou.  à  une  réaction  nor- 
male N  et  à  une  force  de  frottement  I'^.  Nous  compterons  N  positivement  vers 
le  bas,  c'est-à-dire  lorsque  la  faee  supérieuir  du  filet  de  la  vis  appuie  contre 
la  face  inférieure  du  filet  de  l'écrou.  Nous  compterons  F  posilivemcnl  vers  le 
bas,  de  sorte  que  F  sera  négatif  quand  la  vis  descendra. 

Cela  posé,  le  système  formé  par  les  forces  N,  F,  Q  et  par  le  couple  G  doit 
être  équivalent  iizéru.  Projetons  d'abord  sur  Oz;  si  l'on  appelle  /  l'inclinaison 
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(les  filets  sur  les  sections  droites,  on  a 
(34)  Q  =  cos(.2:N-t-siiit.SF. 
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Prenons  maintenant  les  moments  par  rapport  à  Oj;  il  vient,  en  appelant  r 
le  rayon  moyen  de  la  vis, 


(35) 

Posons 
(36) 


G  =  /-(sinj.SN  —  cosf.SF). 


EK 


:i:N 


Comme   chacun   des   rapports  ^  doit  être  compris  entrée  et  — y,   il  doit  en 

être  de  même  de  x.  Si  x  atteint/^  la  vis  monte;  si  x  atteint  — /,  la  vis 
descend. 

Divisons  (35)  par  (34);  il  vient,  en  posant 


(37) 
(38) 


y 


c 

sin  i  —  X  cos  t 
cosj  -(-  37  sin  i 


En  outre,  pour  savoir  sur  quelle  face  appuient  les  filets,  calculons  SN  (');  on 
trouve 

(39)  XN  =  Q(cosi'-i-^  sin/j. 

Suivant  que  l'inégalité 

(40)  ^  >  —  col  i 


(')  Celle  quantité  présente  d'ailleurs  de  l'intérêt  au  point  de  vue  de  l:i  résistance 
des  filcls.  En  la  divisant  par  la  longueur  totale  des  filets  de  l'écrou,  on  a  rellorl 
normal  par  unilé  de  longueur  de  filet. 
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est  ou   n'est  pas  vérifiée,  le  contact  a  lieu  sur  la  face  supérieure  otr  inférieure- 
des  filets  de  la  vis. 


170.  Discussion.  —  L'égalité  (38  |  est  identique  à  (jS)  si  l'on  prend  a  =  t —  i. 
Nous  sommes  donc  encore  une  fois  ramenés  à  la  théorie  du  pian  incliné  avec 
la  même  valeur  de  l'angle  a  que  dans  le  cas  du  coin.  Toutefois,  la  liaison  étant 
acluelleiuent  bilatérale,  nous  sommes  obligés  de  considérer  toute  l'IiyperboliY 
dont  nous  n'avons  envisagé  qu'une  branche  au  n°  165. 

\ous  avons  à  distinguer  les  mêmes  cas  qu'au  n"  107. 

i"  ?' ■<  Ç  <  —  — ?.  —  C'est  le  cas  II.  4".  du  n"  166.  L'arc  d'équilibre  ai)par- 

tient  tout  entier  à  la  branche  II;  donc,  la  vis  appuie  sur  l'écrou  pai-  la  face 
supérieure  de  ses  filets. 

Les  valeurs  limites  entre  lesquelles  )'  doit  rester  compris  sont  données  par 
es  formules  (Sa).  En  les  multipliant  par  Q/-,  on  a  les  couples  de  démarrage, 
Cl  et  C2,  qui  sont  respectivement  négatif  et  positif.  Si  C  >  Cj,  la  ViS  descend; 
si  G  ■<  C],  elle  monte.  Ce  deinier  mouvement  ne  peut  être  obtenu  qu'avec  un 
couple  négatif.  En  particulier,  si  l'on  annule  C,  la  vis  ne  peut  jamais  remonter, 
si  grande  que  soit  la  poussée  Q;  il  y  a  aic-houtement  par  rapport  à  cette 
force.  Ceci  explique  clairement  le  fonctionnement  des  vis  de  serrage.,  qui  ne 
peuvent  pas  se  desserrer  d'elles-mêmes,  mais  seulement  avec  l'aide  d'un  tour- 
nevis destiné  à  produire  le  couple  négatif  Ci. 

1°  o  <  i  <  —  —  'i).  —  Cas  I,  \''.   La  seule  dilférence  est  que   Ci>  o.  Il  n'y  a 

plus  arc-boulement  jiar  rapport  à  Q'.  Si  l'on  supprime  le  couple,  la  vis  remonte. 
Une  telle  vis  ne  peut  servir  de  vis  de  serrage.  C'est  pourquoi  les  vis  de  ser- 
rage ont  toujours  un  petit  pas. 

3**   />  —  — cp  >- C5.   —   Cas   L   3".   Il   faut  considérer   les   deux    bran(dies   de- 
1         ' 

l'hyperbole,  comme  le  montre  la  figure  -i^,  c.  Il  y  a  équilibre  lorsque  C  est  >  Ci 
ou  <  Co.  Dans  les  deux  cas,  il  y  a  arc-boulement  par  rapport  au  couple, 
c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  faire  tourner  la  vis,  soit  dans  un  sens,  soit 
dans  l'autre,  sans  exercer  une  poussée  Q.  C'est  le  contraire  de  la  vis  de  serrage. 
Si  C  est  compris  entre  C]  et  — Qrcoit,  la  vis  monte,  le  contact  ayant  lieu- 
sur  la  face  supérieure  des  filets.  Si  C  est  compris  entre  — Q/-eotf  et  (^21  'a  ^'^ 
descend,  le  contact  ayant  lieu  sur  la  face  inférieure  des  frlets. 

4°  -  — (û  <  f -<  Ci.   —    Cas    11,    3";    figure  2),   c.   Conclu-ions   analogues   aux 
2 

précédentes,   avec  cette   seule  différence  que   les  couples   (>i   <t  C^  sont  tons 

deux  négatifs.  Si  C  est  nul,  il  y  a  équilibre  quel   que  soit  Q.  Il  y  a  donc  arc- 

houtement  à  la  fuis  jtar  uipportau  couple  et  par  rapi>nrt  à  la  poussée. 
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171.   RéauLATicuii  DE  Watt.  —  Les  deux  tiges  OA,  OB  i  fig-  ag) 
peuvent  tourner  autour  d'un  ix\v  O  |)er[)endiculaire  à  leur  plan.  Elles 


supportent  à  leurs  extrémités  deux  boules  égales  M.  N.  Elles  sont 
articulées,  en  A  et  B.  avec  les  tiges  égales  AC  et  BC,  lesquelles  sont 
égaleuient  articulées  en  C  avec  un  collier,  qui  peut  coulisser  le  long 
de  O^cetquiest  relié  aux  organes  de  la  machine  de  telle  manière 
que.  suivant  qu'il  monte  ou  qu'il  descend,  le  couple  moteur  diminue 
ou  augmente.  Enfin,  tout  le  système  tourne  autour  de  Ox  avec  une 
vitesse  angulaire  m  proportionnelle  à  celle  de  la  machine. 

Cherchons  l'équation  d'équilibre  relatif,  la  vitesse  to  étant  supposée 
constante.  Néslioeons  les  masses  des  tiges  vis-à-vis  de  celles  des 
boules.  Supposons  enfin  que  la  résistance  opposée  au  collier  C 
par  les  organes  qu'il  commande  soit  également  négligeable. 

Les  réactions  des  tiges  AG  et  BC  sur  C  sont  nulles,  car  leur  résul- 
tante est  nulle  en  vertu  de  la  dernière  des  hypothèses  ci-dessus.  La 
réaction  de  OA  sur  AC  est  également  nulle,  parce  que  la  réaction 
de  C  l'est  et  que  la  masse  de  AC  est  négligeable.  Réciproquement, 
la  réaction  de  AC  sur  OA  est  nulle  et  les  seules  forces,  autres  que 
la  réaction  de  O,  qui  sont  appliquées  à  cette  tige,  sont  le  poids  ntg 
de  la  boule  M  et  la  force  centrifuge  /uw-.PM.  Ecrivons  que  leur 
moment  résultant  par  ia[)port  à  O  est  nul  : 

rngl  sin  a  =  m  tu^  /  siii  a.  /  cosa, 

en  posant  0^1  =  /.  On  tire  de  là 

(40  »^os  %  =  -^,  • 

w- 1 
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L'angle  a  n'existe  que  si  <^'^>l/ y-  t)n  choisit  /assez  grand  pour 

qu'il  en  soil  ainsi  |)oui"  la  valeur  de  w  qui  correspond  au  rt'ginie 
normal  de  la  inacliine.  La  formule  (4i  )  nous  uiontre  alors  que  si  la 
vitesse  augmente,  les  houles  s'écartent,  le  collier  monte,  le  couple 
moteur  diminue  et  vice  versa. 
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Tome  I   (  Cours). 
r'iige  346,  ligne  9,  au  lieu  de  a'<'nif  colonne,  lire  a''''"!»  colonne. 

ToMK  II  I  Cours). 

Page  9,  ligne  2,  au  lieu  de  pose,  lire  porte. 

Page  26,  ligne  9,  au  lieu  de  PnM^,  lire  PjM„. 

Page  35,  ligne  9,  supprimer  la  flèche  au-dessus  de  x^,. 

Page  36,  ligne  17,  au  lieu  de  O',  lire  0. 

Page  84,  note  i,  au  lieu  de  t.  III,  lire  t.  IV,  n"  105. 

Page  io5,  ligne  2,  en  remontant,  au  lieu  de  ainsi,  lire  aussi. 

Page  320.  ligne  11,  remplacer  -4-  par  — . 

Page  325,  dernière  ligne,  au  lieu  de  développées,  tire  développantes. 

r^age  3S9,  ligne  12,  au  lieu  de  t.  III,  lire  t.  IV. 

Page  634.  ligne  6,  en  retnontant.  au  lieu  de  t.  III,  lire  t.  I\  . 
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EXERCICES  DU  COURS 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS    GÉNÉRALES    DE    CINÉMATIQUE. 


EXERCICES  RESOLUS. 
1.    On  donne  le  mouvement  défini  par  les  équations 
(i)  ^=3'         y—V  ~  =  t^-9i' 

Calculer  les  composantes  des  vecteurs  vitesse  et  accélération.  Dire 
quelle  courbe  est  riiodographe.  Construire  les  diagrammes  des  xntesses 
et  des  espaces.  Calculer  V accélération  tangentielle  et  l'accélération 
normale.  En  déduire  l'expression  du  rayon  de  courbure  en  fonc- 
tion de  y. 

Les  composantes  du  vecteur  vitesse  sont 

(2)  x'=it\      y=it,      5'  =  3/^- 9. 

Si,  dans  ces  équations,  on  regarde  x\  y',  z'  comme  des  coordonnées 
courantes,  elles  constituent  les  équations  paramétriques  de  i'Iiodo- 
graphe.  On  en  conclut  que  cette  courbe  est  une  parabole.,  dont  le  plan 
a  i)0ur  équation 

^=:3(^'— 3), 

dont  l'axe  se  trouve  dans  le  plan  des  zx  (en  cliangeant  ^  en  —  t,  on 
reconnaît,  en  eflTet,  que  ce  plan  est  un  plan  de  symétrie)  et  dont  le 
sommet  a  pour  coordonnées  (o,  o,  — 9). 

Haao.  —  Exercices.  III.  i 
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Les  coniposaiiles  du  vecteur  accélération  sont 

(3)  -  x'zz^lt,  y''-=.\^  z'^Gt. 

l'^n  dérivant  encore  une  fois,  on  obtient  les  composantes  (rî,  o,  Oj  du 
vecteur  aecéléralion  du  point  qui  décrit  l'iiodographe.  Le  mouvement 
de  ce  point  est  uniformément  varié  (n"  18). 

La  vitesse  c  est  donnée  par  la  formule 

(4)  i--^=jc'--\-r''--^  z'-=  t'-'-Jr  i--^<^){l-—  3)-=  loZ'-  — 53/"-+  Si. 
On  a  ensuite 

(5)  5=  f  vdL 

•-  (I 

Pour  construire  les  diagrammes,  commençons  par  calculer  le  minimum 
de  ('.  En  annulant  la  dérivée  de  v-  par  rapport  à  t-,  on  trouve  que  ce 
minimum  est  atteint  pour 

(6)  ^2_Ë£  — 2.Ô5  ^  =  1.03. 

20 

La  valeur  correspondante  de  r  est  donnée  par 

(7)  r'=-^-i-8i  =  io.S,         ('==3,3. 

GUerchoas  maintenant  une  valeur  asyraptolique  de  r  pour  les  grandes 
valeurs  de  /.  Nous  pouvons  écrire 

(8)  c:=/V-(.-^  +  — )   =..^v.o^i---^+. 
INoMs  avons  donc  la  valeur  asymptotique 

(9)  i»— \/Tô(^a— 3,05). 

Si  on  l'applique  pour  /r:=4)  f>"  trouve  \9,,?>,  alors  que  la  valeur  cal- 
culée d'après  (4)  est  ^9.^f\.  La  différence  est  pratiquement  négligeable  et 
l'on  peut  admettre  la  formule  (9)  pour  f  >4-  Cela  revient  à  remplacer 
le  diagramme  des  vitesses  par  sa  parabole  asymptote  (t.  II,  n"  ît2^). 

Calculons  maintenant  les  vaileurs  dç  t»  et  de  s  (cette  dernière  quantité 
par  la  méthode  des  trapèzes),  pour  d'es  \'îi}eurs  de  /  échelonnées  de  demi- 
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seconde  en  demi-seconde  et  allant  de  o  à  4-  ^ous  avons  'lîi  feiiiiie  de  cal- 
culs ci-de'sous,  où   toutes  les  multiplications  ont  été  faites  à  la  règle. 

o     0,5     I      1,5    i,()3    2     a,  5     3      3,'>     4 

0,2»     I         2,.>.  5  4       (>,'!'>  9        11, 'l'}  i(i 

0,06 3   I  5,06  iG     39  8i  1)0  v56 

-^8i..        81, g:}  yi  i3i,6  241  471  891  i)8i  2641 

i),25  '>3  119  2(2  33i  '177  G48  8)8 

G8,38  38  i?,,6  29  i4o  4'4  933  1793 

9     8,3  6,2  3,6  3,3     5,4   n,8  20,4    3o,G  12,4 

t'i 17,3   14,5  9,8  6,9  8,7    17,2   32,2  5i     73 

4,33   3,62  2,45  o,4j  1,61    4)3    8  12,8    18,3 

o     4,33  7,95  10,4  10,8    12,5   16,8  24,8    37,  G  "»),8 

11 
I^our  le  calcul  de  A.ç,  on  a  multiplié  («'o-l-  ('1)  par  — • 

Les  valeurs  de  s  pour  ^  >  4  sont  données  approximativement  par  la 
formule  asymptolîque 

(10)  s  =  v'to  /    {t^- —  2,65)  dt  +  55,8  :=  \  io|  —  —  2,65/^  j  -f-  21  ,9. 

Les  deiix  diagrammes  sont  reproduits  sur  la  figure  i,  entre  les  va- 
leurs o  et  4  de  i-  Les  tangentes  aux  points  A  et  B  du  diagramme  des 
vitesses  soiît  horizontales.  La  tangente  en  ()  au  diagramme  des  espaces  a 
pour  coefficient  angulaire  9;  elle  passe  par  le  point  T,  qui  correspond 
à  t=^i^  ■Qi  s=r<)™.  Le  point  C  €st  «n  jxiinl  d'inflexion,  car  la  pente  r 
y  passe  par  un  minimum.  Avant  C,  la  concavité  est  tournée  vers  le  bas, 
car  V  décroît;  au  delà  de  C,  elle  est,  au  conti-aire,  tournée  vers  le  haut. 
La  tangente  en  C  a  pour  coefficient  angulaire  3,3;  elle  passe  par  le 
point  T'  correspondant  à  t  =  2*, 63  et  à  .9  =  l-VS'- 

Pour  calculer  Taccélération  tangenlielle,  dérivons  (4j  : 

(H''r^  20  f* —  53^  ; 
d'où 
,     ,  ,       ^(2of^-53) 

I^our  calculer  Taccélération  normale,  nous  calculons  d'abord  l'accéléra- 
tion totale 

(l?.)  y2—x"^-+-,j"^  4- .^"^=40/54-1. 
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iVous  avons  ensuite 


(]3)    yl=Y'-y 


^       (/,o^2+i)(io^— 53r^+8i)  — <-(2o^^— 53)^ 


10^^+3-8^2+8: 


Fig.  I. 
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Four  avoir  le  rayon  de  courbure  K,  il  nous  suffit  maintenant  d'égaler 


f 


ce  résultat  à  -rr-'  on  en  tire 


(l'O  i<^  = 


(•"•'  _  ( 4o j-  —  I o6 j  +  8t)^ 


10/''+ 378^^+81  4oj'*+756j-i-8i 


2.   Construire  les  diagrammes  des  vitesses,  des  espaces  et  des  accélé- 
rations tangentielles  d'un  mouvement,  dont  on  a  mesuré  les  vitesses, 
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de  seconde  en   seconde,   les  résulials  de  ces  mesures,  en  mètres  par 
seconde,  étant  consignés  dans  le  Tableau  ci-dessous  : 


o 

5:» 

62 

6S 
63 
55 


S. 

9- 
10. 
1 1 . 
12. 
i3, 


V. 

t. 

52 

i4 

4o 

i5 

3S 

16 

32 

17 

3o 

18 

28 

ï9 

2D 

20 

26 

24 
24 

20 
26 
25 

24 


A  partir  de  la  quinzième  seconde,  on  peut  considérer  la  vitesse  comme 
pratiquement  constante  et  égale  à  20"'  par  seconde.  -\ous  nous  borne- 
rons donc  à  construire  les  diagrammes  jusqu'à  /=ri5. 

Nous  commençons  par  porter,  sur  du  papier  quadrillé,  les  points 
expérimentaux,   (marqués    par    des   croix   sur    la   figure   2).   Puis,  nous 


Fi?.  2. 
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traçon>  une  courbe  régulière  passant  aussi  près  que  possible  de  ces 
points  et  en  laissant  à  peu  près  autant  d'un  côté  que  de  l'autre.  Nous 
avons  ainsi  le  diagramme  des  vitesses. 


t)  CUAPITilC   l. 

Pour  eousLnilre  le  diagramme  des  espaces,  nous  lisons,  sur  le  dia- 
gramme précédemm^at  «cojîstruitj  les  valeurs  reciiiiées  des  viles&es, 
pour  les  valeurs  entières  de  t.  Puis,  nous  intégrons  par  la  méthode  des 
trapèzes.  Le  résultat  de  ces  lectures  et  calculs  est  consigné  dans  le  Tableau 
ci-des*ious  : 

/.  V.  Av.  g.  t.  V.  As.  s. 

o o  iT) ,  5  o                     8 -  43  '1"  )  ^  -'«"^ 

1 .M  4 »  )  7  i5                   9 37 , 5  35  /|42 

■A .j'î,5  37,8  07                 1(1 32,5  3 1,3  477 

o 63  64 , 5  I  j  5                  T 1 3o  29  509 

4 66  64 ,5  179                 12 28  27  538 

5 63  09  <  5  244                 1 3 26  25,7  565 

6 56  52,5  3o3                  1 4 25.5  25,3  590 

7 49  4'*>  356                 i5 20  616 

Chaque  As  est  égal  à  la  demi-somme  des  c  de  sa  colonne  et  de  la 
colonne  suivante. 

Nous  marquons  maintenant  tous  les  points  (/,  s)  ainsi  déterminés  et 
nous  les  joignons  par  un  trait  continu.  La  courbe  a  une  allure  très  régu- 
lière, bien  qu'elle  ait  été  construite  d'une  manière  entièrement  empi- 
rique. Il  en  est  ainsi  toutes  les  fois  que  l'on  a  aflaire  à  une  courbe  obtenue 
par  intégration  ;  cela  tient  à  ce  que  Jes  erreurs  accidentelles  secompensent 
sensiblement  dans  l'intégrale. 

Au  point  A  le  plus  baut  du  diagramme  des  vitesses,  correspond  le 
point  d'inflexion  B  du  diagramme  des  espaces.  La  tangente  en  ce  point 
a  pour  coefficient  angulaire  67,  ordonnée  de  A  ou  rilesse  maximum. 
Elle  passe  par  le  point  (^z=:7,9;  «==173  H-iij  x  4=^44t)- 

La  tangente  en  0  est  0^,  puisque  la  vitesse  initiale  est  nuMe. 

A  partir  de  ^  =  i5,  le  diagianune  des  espaces  est  une  droite  de  coeffi- 
cient angulaire  25. 

Pour  construire  le  di-agramrae  des  accélérations  tao^ntielles,   nous 

calculons  les  \al«ors  de  -—  pour  les  valeurs  rondes  de  l.  Pour  t=:(), 

dt    ^  ' 

nous  avons  mené  la  tangente  en  O  au  diagramme  des  vitesses  et  avons 
évalué  son  coefficient  angulaire,  en  lisant  l'ordonnée  du  point  d'abs- 
cisse I.  l^our  les  autres  valeurs  de  t,  nous  avons  pris  comme  valeur 
approchée  de  la  pente   la  difierence  des  ordonnées  correspondant  au\ 

,      -                   I                  1  ,  .        ,   . 

abscisses  t -\ et  / :   c  est  au   moins  aussi  précis  que  de  mener  la 

tangente  au   sentiment  et  d'en  mesurer  h;  coefficitent  amçuJsiîre  et  c'est 
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plus  simple.  Les  résnltals  de  ces  opératio-ns  ont  été  les  suivants  : 

37,     •iôy     if),     8,     o,     — 5,     — 7,     — 7,     — 6, 
—  5,     —  4î     —  3>     —  •.^,     —  I ,     —  i ,     o. 

Nous  en  avons  déduit  autant  de  points  du  diagramme  cherché  et  nous 
avons  joint  ces  points  par  un  trait  continu. 

La  courbe  ne  peut  piasser  exactement  par  tous  les  points  calculés.  Cela 
tient  à  ce  que  la  dilTérentiation  empiri([ue  est  toujours  une  opération 
peu  précise,  contrairement  à  Fintégration. 

Le  point  C  de  rencontre  avec  Oi  correspond  évidemment  au  point  A 
du  diagramme  des  vitesses. 

3.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  M,  connaissant  la  trajec- 
toire et  un  diagramme  ou  bien  Vhodographe  et  un  diagramme  ou 
bien  la  trajectoire  et  V kodographe. 

Faisons  d'abord  observer,  au  sujet  des  diagrammes,  que  si  l'on  con- 
naît l'un  quelconque  d'entre  eux,  on  peut  en  déduire  les  deux  autres  par 
dérivation  ou  intégration;  quel  que  soit  le  diagramme  donné,  nous 
pouvons  donc  supposer  qu'o/i  les  connaît  tous  les  trois  et  utiliser  celui 
qui  nous  conviendra  le  mieux.  Cela  posé,  examinons  successivement  les 
trois  problèmes  de  l'énoncé. 

L  On  donne  la  trajectoire  et  un  diagramme.  —  On  connaît  s  en 
fonction  du  temps.  Pour  avoir  la  position  du  mobile  au  temps  ^,  il  suffit 
donc  de  rectifier  la  trajectoire. 

n.  On  donne  l' kodographe  et  un  diagramme.  —  Soit  ni  le  point 
qui  décrit  Ihodographe.  Le  diagramme  des  vitesses  donne  Om  en  fonc- 
tion de  t.  On  pourra  donc  calculer  les  coordonnées  de  m  en  fonction  du 
temps,  en  prenant  l'intersection  de  l'hodographe  avec  une  sphère  de 
centre  O  et  de  rayon  c.  En  intégrant  ensuite  ces  trois  coordonnées  par 
rapport  à  t,  on  aura  les  coordonnées  de  M.  La  détermination  des  con- 
stantes d'intégration  exigera  qu'on  se  donne  la  position  du  mobile  à  un 
instant  quelconque,  par  exemple,  au  temps  zéro. 

in.  On  lionne  ta  trajectoire  et  t  kodographe.  —  Imaginons  qu'on 
ait  exprimé  les  coordonnées  x,  y,  ^  d'un  point  quelconque  M  de  la  tra- 
jectoire en  fonction  d'un  paramètre  quelconque  //.  11  s'agit  de  déterminer 
ce  paramètre  en  fonction  du  temps,  pour  que  les  trois  dérivées  x\  y' ,  z' 
satisfassent  aux  deux  équations  de  l'hodographe.  Or,  ces  trois  dérivées 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  u  et  de  u',  au  moyen  du  théorème  des 
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fonctions  de  fonction.  En  les  portant  dans  les  équations  de  riiodographe. 
on  obtient  deux  équations  en  u,  ii\  qui  doivent  avoir  au  moins  une 
solution  commune  en  u' ,  quel  que  soit  u.  (Ceci  revient  à  dire  que  la 
parallèle  menée  par  O  à  toute  tangente  à  la  trajectoire  doit  rencontrer 
riiodographe,  ce  qui  est  bien  évident  a  priori.  Le  cône  de  sommet  O, 
ayant  pour  directrice  l'hodographe,  doit  coïncider  avec  le  cône  directeur 
des  tangentes  à  la  trajectoire.)  Si  cette  condition  est  remplie  (*),  on  en 
tire  une  équation  de  la  forme 

(0  «'=/("); 

d'où 

Cette  équation  détermine  la  loi  du  mouvement. 

4.  Déterminer  le  tiiouveinent  d'an  point  M  sachant  que  l'hodo- 
graphe a  pour  équations 

(i)  y  —  ^\  xy  —  z\lï 

et  le  diagramme  des  vitesses 

(2)  Zç^—i^—\.  (É.  P.,  1906.) 

C'est  le  problème  11  de  l'ex-ercice  précédent.  Nous  avons 

d'où 

(3)  i^  =  {i-\-x'')\         t  =  i^-x\ 

On  pourrait  maintenant  exprimer  o:,  y,  z  en  fonction  de  /  et  remonter 
à  la  trajectoire  par  trois  quadratures,  comme  il  a  été  expliqué  dans 
l'exercice  précédent.  Four  éviter  l'introduction  de  radicaux,  gardons  x 
comme  paramètre.  Si  X,  Y,  Z  désignent  les  coordonnées  du  mobile  M, 


(')   l'^lle    l'est   toujours    en    Ciurnialique    plane,   puisque    l'Iiudngraplic    nu    pussède 
alors  qu'une  équation. 
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nous  avons,  en  remarquant  que  dt^=.ixdx^ 

1  ce  2  X^ 

i    \=    j   X  dt=    j   2X'-  dx  =  — ^—  , 

(  4  )  '    Y  =  f  y  dt  =  A x^  dx  =  —, 

Z=  f.d,=  f'-idx=^_. 

Les  équations  (3)  et  (4)  nous  donnent,  en  définitive,  le  temps  et  les  coor- 
données du  mobile,  en  fonction  du  paramètre  x.  Nous  connaissons  donc 
la  trajectoire  (par  ses  équations  paramétriques)  et  la  loidu  inouvenienl 
sur  cette  trajectoire. 

(Dn  peut  encore  se  proposer  de  chercher  le  vecteur  accélération.  Ses 
composantes  sont 

, .  , dx  T  , dy  _, dz  \/^ 

dt         IX  -  dt  '^    ^         "         dt~~    1 

Si  l'on  mène  ce  vecteur  par  l'origine,  on  voit  immédiatement  que  son 
extrémité,  dont  les  coordonnées  sont  x',  y\  z',  décrit  une  hyperbole 
équilalère,  ayant  pour  équations 

-      4 


J  =  I, 

5. 

Un  point  M  parcourt  l'ellipse 

(0 

x^        >•- 

—  +'7-> 
a-        0- 

i  =  o, 

de  telle  manière  que  V hodographe  soit  un  cercle  de  rayon  R  et  dont 
le  centre,  situé  sur  Oj',  a  pour  ordonnée  eR,  e  désignant  Vexcentri- 
cité  de  rdlipse.  Déterminer  ce  mouvement. 

Appliquons  la  méthode  générale  indiquée,  dans  l'Exercice  n°  3,  pour 
la  solution  du  problème  III.  Prenons  comme  paramètre  u  l'angle  d'ano- 
malie excentrique  de  M  (t.  Il,  n°  529).  Nous  avons 

(2)  x' z=.  —  a  sin  «.//',         y' =z  b  cosu  .u' -^ 

(3)  a;'2  +  y-2e[{7'— R2  ^  =0, 

en  nous  rappelant  que  e  =3  -  (t.  Il,  n"  534). 


lO  niAPlTRE    I. 

l'orlons  (  2)  dans  (3)  : 

( 4  )  ii'-( a^  sin- u  -\-  b'  cos- II)  —  2el\b  cos  11 .11' 7-  =  o. 

a- 

Késolvons  celle  équalion  du  second  degré  par  rapj>orl  à  u'  ou,  mieux, 
par  rapporl  à  —;  il  vient,  lous  calculs  faits, 

(5)  ^=^(±,_ecos»). 

Si  l'on  change  //  en  7: —  //,  les  signes  du  premier  terme  se  permutent. 
Comme  cela  revient  à  remplacer  le  point  M  par  son  symétrique  par 
rapport  à  Oy,  on  ne  diminue  pas  la  généralité  de  la  solution  en  sup- 
primant, par  exemple,  le  signe  —  ;  nous  avons  alors 


^-/ 


(i  —  e  cos  it)  du  ^=11  —  e  sin  11, 

en   négligeant   une   constante    d'intégration,   qui    reviendrait   à   changer 
Torigine  des  temps. 

On  reconnaît  Féqualion  de  Kepler,  caractéristique  du  mouvement  des 
planètes  (n"  Oi). 

6.  Déterminer  le  inouvement  d^ un  point  M  Rur  une  courbe  plane  C 
donnée^  connaissant,  pour  chaque  position,  langle  a  du  vecteur 
vitesse  avec  le  vecteur  accélération. 

Première  solution.  —  Utilisons  les  composantes  intrinsèques  du  vec- 
teur accélération  (il**  8);  nous  avons 

dv 

H 


^.0 

y  cos/7  =z 

-,         ysin.= 

Eliminons 

'inconnue  y  : 

(2) 

dv 
li  ~ 

^COlr?rr.=/(.v) 

fis)  désignant  une  fonction  connue  de  s,  puisque  l'on  connaît,  en  fonction 
de  cette  variable,  a  et  le  raj'on  de  courbure  K. 

Reste  à  intégrer  l'équation  (2),  qui,  si  l'on  remplace  v  par  —,  devient 

une  équation   difrérenlieile  du  second  ordre  où  ne  iigure  pas  /.  On  sait 
que,  pour  intégrçr  une  telle  équation,  on  prend  .v  pour  variable  indépen- 
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dante  et -r- pour  fonction  inconnue   (t.  1,  n°  105):  autremeiit  dit,  nous 

devons  éliminer  le  temps  de  l'équation  (2),  en  y  remplaçant  dl  par- — ; 
nous  obtenons  ainsi 

•■^,  =  <■'/(«)■, 

doii 

(3)  lo^^  =^  Jf{  s}  cTs. 

Ayant  r  eu  fonction  de  s,  soit  r=r^(6)j  ou  en  Lire 

et  Ton  connaît  la  loi  du  mouveuftent. 

Deuxième  solution.  —  Appelons  x,  y  les  coordonnées  du  point  M  au 

temps  t.  Les  coefficients  angulaires  des  vecteurs  vitesse  et  accélération 

r'       r"  .  .  . 

sont  "—,  et  ^;  on  doit  donc  avoir,  en  appliquant  la  formule  (25)  du  n°  68 

du  Tome  II,. 

x"        a/   _  x'y''  —  y'a/' 


(:j)  tang/7 


Y"y'  ~  x'x"^/y' 


Supposons  maintenant  que  les  équations  paramétriques  de  la  trajec- 
toire soient 

(G)  x=f{N),         y  =  ^'{u). 

Nous  avons 

x'  =  j'u\         y=^rfa\         x"  —  f  u"  +  f  u'\         y"  z=z  g' u" -V  g'  u'\ 

Portons  ces  valeurs  dans  (5)  : 

De  cette  équation  on  tire,  puisque  a  est  connu  en  fonction  de  u, 
(8)  if"=.Ku'\ 
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A  désignant  une  fonction  connue  de  u .  Cette  équation  s'intéiire  comme 
Téquation  (2).  On  a  successivement 

(9)  log,/'=yAr//.z=logB.         ^==/ï- 

7.  Courbes  de  poursuite.  —  Un  point  P  décrit  Ox  avec  une  vitesse 
uniforme  V.  Un  point  M  se  meut  dans  le  plan  en  se  dirigeant  cons- 
tamment vers  P  et  avec  une  vitesse  v  également  constante.  Connais- 
sant les  positions  initiales  des  deux  mobiles^  déterminer  le  mouvement 
de  M.  (C'est  le  mouvement  d'un  chien  qui  veut  rattraper  son  maître.) 

Prenons  pour  origine  la  position  de  P  au  temps  zéro  et  prenons  un 
axe  Oy  perpendiculaire  à  Ox.  Introduisons  l'angle  polaire  //  du  vecteur 
vitesse  de  M.  Si  ^  el  y  sont  les  coordonnées  de  ce  point  au  temps  /,  la 
condition  qui  exprime  que  la  vitesse  de  M  est  dirigée  vers  P  s'écrit 


D'autre  part,  en  projetant  le  vecteur  vitesse  de  M  sur  les  axes,  on  a 

(2)  x'z=zvco?iU,         y'=zv?,\nu. 

Il  s'agit  d'intégrer  le  système  des  trois  équations  (1),  (.i),  qui  relient  les 
quatre  variables  x,  y,  //,  /.  A  cet  effet,  nous  nous  inspirons  des  principes 
généraux  exposés  au  n°  3i8  du  Tome  II.  La  variable  la  plus  facile  à  éli- 
miner est  le  temps.  Résolvons  (i)  par  rapport  à  \^  : 

(3)  ^  t  :=!  X — yco\.u; 

puis,  dérivons  cette  équation  par  rapport  à  ^;  il  vient,  en  tenant  compte 
de  (2), 

(  .1  )  V  =  f  cos  II  —  r  cos  u  +  y  -: ^=  y  —. • 

^    '  -^   bin^  Il        -^  binhi  .dt 

Pour  éliminer  dt,  nous  le  tirons  de  la  deuxième  équation  (2)  : 

dy 
(  .0  )  s  I  n  //  .  c//  nr  -^ 

Portant  dans  (4),  il  vient 

(6) 

ou 

(7) 


Y 

V 

VY  du 

sin  II  .(ty 

dv 

V     du 

y 

\    sin//  ' 
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d'où 

l'^gr  =  =^loSla"g -  +  'o§C:       (C^const.); 

d  ou,  en  posanL  rr  :r=  /;?, 
V 

(8)  v  =  c(^lang^ 

Nous  avons  maintenant,  en  éliminant  dt  entre  les  deux  équations  (2), 


cosLi    tançr 

'^"  /-  V  2, 

rtj?  1=  colii  dy  =z  col um y  -. =:  /nL>  r— ; dn. 

•^  "^   smu  sin-a 

Pour  intégrer,  nous  posons,  suivant  la  méthode  générale  (t.  I,  n"  1G9), 

(9)  tang^zrr;; 

il  vient 

djc  =:  Lim ^ dz  ; 

2  z- 

d'où,  en  intégrant, 

(10)  j:- =  G  —  ( -^ \^x,  (a^,  =  const.)- 

1   \}n  —  I        m  -\-\  j 

Ceci  suppose  toutefois  in^-i.  Si  /«  nr  i ,  on  a 

(.1)  ^^^(^log. -£:)  +  .., 

L'équation  (8)  s'écrit,  d'autre  part, 

(12)  j=zCc"'. 

Finalement,  les  équations  (10)  et  (li)  ou  (11)  et  (12)  constituent  les 
équations  paramétriques  de  la  trajectoire.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
trouver  la  loi  du  mouvement,  c'est-à-dire  la  relation  qui  lie  ^  à  ^.  Pour 
cela,  nous  nous  servons  de  (3),  qui  nous  donne 

(i3)  \t  =  x-Cz"'- -=.r,-^   ^'    " 


2  \  m  —  I        /;i  +  I 


Dans  le  cas  particulier  où  /«  =r  i ,  on  a 

(i4)  Wt=^[\osz-h  ^-i  ]-h-ri. 
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11  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  d'intégration  C 
et  .r,.  Soient  (^or  /o)  les  coordonnées  de  la  position  initiale  du  point  M. 
Si  l'on  fait  t  =  o  dans  (3),  on  en  tire 

(i5)  tang //o=:---^. 

^  0 

Connaissant  «„,  on  peut  en  d'éduïre  z^^  d'après  (g).  Portant  dans  (12). 
on  a  G.  l^ortant  enfin  dans  (10)  ou  (i  i),  on  a  a:,. 

Par  un  ebangemenl  d'origine  des  coordoanées^  oni  peut  évidemment 
s'arranger  pour  que  .Çj  soit  nul.  (Il  faut  remarquer  que  cela  entraîne,  en 
même  temps,  un  cliaii/gement  d'origine  des  temps,  puisque  nous  suppo- 
sons toujours  que.  cette  dernière  est  ï'instant  où  P  passe  à  Torigine  des 
coordonnées.)  Par  une  homothétie,  on  peut  ensuite  ramener  la  constante 
C  à  être  égale  à  i. 

Les  trajectoires  que  nous  venons  de  déterminer  portent  le  nom  de 
courbes  de  poursuite,  qui  rappe-Ue  leur  o-rigine.  Elles  sont  algébrique^v 
et  même  unicursales  lorsque  /«est  conimensurable  et  dillerent  de  i.  Par 
exemple,  pour  rnz=.o..  on  a  une  cubique. 


EXERCICES  PROPOSES. 

1.  On  se  propose  de  déterminer  la  FoT  d'un  mouvement  rectiligne.  A 
cet  effet,  on  note  la  position  du  mobile  de  demi-secon-de  en  demi-seconde,, 
pendant  10  secondes.  On  trouve  cpie  les  chemins  parcourus  depuis  l'ori- 
gine sont,  en  mètres  : 

O,        4>        1"5         20,        .5."),        52,        81,         100,        \[\0,        l'^d,       2TO,        25o,       So"). 

35o.     4^*'î     47")     53(>.     590,     G6.J,     7.')!),     8i5. 

Construire  les  diagrammes  des  espaces,  des  vitesses  et  des  accélé- 
rations. Chercher  wne  formate  empirique  susceptible  àe  représenter 
a-pproxinaalivemenl.  ïc  m  ©«venaient!.. 

(On  constatera  que  Pes  deux,  derniers  diiagraiHinnes  sobiB  à  pieu  près  des 
droites.) 

2.  Pour  déLeraùuej  la  Loi  d"un  mouvemeal  rectrJig;n,e,  on  mesure  sa' 
vitesse  de  seconde  en  seconde  et  l'on  obtient  les  résultats  suivants,  en 
mètres  par  seconde  : 

89,2;     -:>;     65,3;     55,2;     .'17^2;     4i;     35-, '1;     3<);     35,5;     21,9; 
19,5;     iG,i;     i./j;     ia,3;     r<>,i;     9;     7,3;     6,8. 


(• 

2.S- 

+  5  + 

3, 

(' 

^s'- 

—  Si 

" 

S-  H-  lo, 

1-- 

= 

25- 

—  3, 

,,'2 

-H 

2.V- 

=  4. 
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Con:^liuire  les  diagrammes  des  vitesses  et  des  espaces,  puis  le  din- 
grarame  obtenu  en  portant  les  vitesses  en  abscisses  et  les  espaces  en 
ordonnées.  De  ce  dernier,  déduire  une  loi  empirique  du  mouvement. 
(Le  dernier  diagramme  est  sensiblement  une  droite.) 

3.  Déterminer  la  loi  d'un  mouvement,  connaissant  la  vitesse  en  fonction 
de  l'espace.  Applications  : 

CI) 
,11) 
,111) 
.iV) 

(V) 

k.  Pour  déterminer  la  loi  d'un  mouvement  rectiligne,  on  a  mesuré  la 
vitesse  pour  des  positions  du  mobile  distantes  les  unes  des  autres  de  20<^"'. 
<  tn  a  obtenu  les  résultats  suivants,  en  mètres  par  seconde  : 

o,     i65,     25o^     33o,     3-(),     4*^2,     ^i^),     ^4"^-,     449,     460,     473,     4/6, 
482,     486,     49'^)     507,     5i(),     5io. 

Construire  les  diagrammes  des  espaces  et  des  \Itesses. 

o.  Soient  M  la  position  d'un  mobile  au  temps  t  et  M'  sa  position  au 
temps  t^h.  Si,  à  partir  du'temps  /,  le  mouvement  avait  été  rectiligne 
et  uniforme,  le  mobile  aurait  occupé,  au  temps  t -{-  A,  une  certaine  po- 
sition M".  Le  vecteur  M  "M' porte  le  nom  de  r/ecta^/o/i  pendant  l'inter- 
valle considéré.  Démontrer  que,  si   //   est   infiniment  petit  principal,  la 

.      .      ,      ,  h'  -- 

partie  principale  de  ce  vecteur  est  —  y. 

G.  On  considère  le  mouvement  défini  par  les  é(|uations 

Calculer  les  composanies  et  les  longueurs  des  vecteurs  vitesse  et  accé- 
lération, ainsi  que  la  vitesse  aréolaire  par  rapport  à  l'origine  et  l'équation 
de  riiodographe.  Examiner  les  cas  particuliers  correspondant  aux  valeurs 

t     I     2  . 

suivantes  de/j  :  ' .  7  >  ^  '  0  •  Vérifier,  dans  le  dernier  cas,  que  Ton  a  l'iden- 
tité   c  ::=  3  y  Z. 

7.  On  considère  le  mouvement  défini  par  les  équations 
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Calculer  les  composantes  et  les  longueurs  des  vecteurs  vitesse  et  accélé- 
ration, l'accélération  tangentielle,  l'accélération  normale,  le  rayon  de 
courbure,  la  vitesse  aréolaire  par  rapport  à  l'origine.  Construire  l'hodo- 
graphe.  Démontrer  que  le  symétrique  du  vecteur  \  itesse  par  rapport  à  la 
droite  D  qui  porte  le  vecteur  accélération  a  une  direction  li\e.  Démon- 
trer que  la  droite  D  reste  normale  à  une  parabole  d'axe  0.r. 

{Bourses  de  licence,  igoS.) 

8.  On  considère  le  mouvement  défini  par  les  équations 

x:=-2.e~^ — c~-',         y  =  2{e~' — e~-'). 

1°  Construire  la  trajectoire.  Calculer  les  coordonnées  de  son  sommet  S, 
du  point  P  le  plus  éloigné  de  ()x  et  du  point  Q  qui  a  même  ordonnée 
que  S.  Calculer  également  les  époques  où  le  mobile  M  passe  en  ces  trois 
points. 

2"  (Calculer,  en  fonction  du  temps,  le  chemin  parcouru  par  M  et  Taire 
balayée  par  le  vecteur  OM.  Calculer  les  limites  de  ces  quantités  pour  t 
infini. 

3°  Construire  les  diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses.  Vérifier  que 
la  vitesse  passe  par  un  minimun)  au  point  P  et  par  un  maximum  au 
point  Q. 

(Extrait  de  l'épreuve  pratique  du  Certificat  de  Mathématiques  géné- 
rales, Clermont-Ferrand,  juin  1920.) 

(Il  est  avantageux  d'introduire,  dans  les  calculs,  la  variable  auxiliaire 
z  =  e-'.) 

9.  Ou  considère  le  mouvement  défini  par  les  équations 

.2:^cos^,  j-=:sin^,  ZzrrCOS^t. 

r)émontrer  que  la  trajectoire,  l'hodograplie  et  le  lieu  de  l'extrémité  du 
vecteur  vitesse  sont  des  biquadratiques  situées  chacune  sur  un  cylindre 
de  révolution.  Quel  est  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération? 
Calculer  les  accélérations  tangentielle  et  normale;  en  déduire  le  rayon 
de  courbure.  (li.  P.,  1906.) 

10.  l'itablir  la  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
gauche  (t.  II,  n°  327),  en  considérant  celte  courbe  comme  une  trajec- 
toire et  calculant  l'accélération  normale  par  la  formule 

(On  utilisera  l'identité  de  Lagrange.) 
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11.  L'hodograplie  d'un  mouvement  se  trouve  sur  le  cône 

Démontrer  que  la  trajectoire  est  une  hélice  et  calculer  les  cosinus  direc- 
teurs des  génératrices  de  son  cylindre  rectifiant. 

12.  Un  point  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniformément  accéléré 
(cest-à-dire  dont  la  vitesse  est  une  fonction  linéaire  du  temps).  Trouver 
l'équation  polaire  de  son  hodographe  et  construire  cette  courbe.  Calculer 
les  accélérations  tangentielle  et  normale. 

13.  Un  point  décrit  la  courbe 

3x  =  cos^ç),  Sy^rsin^ç), 

d'un  mouvement  uniformément  varié.  Calculer  t  en  fonction  de  o.  Clier- 
cher  riiodographe.  \  ériiier  que  le  cube  de  Taccélération  totale  est  inver- 
sement proportionnel  à  x.,  dans  le  cas  particulier  où  l'hodographe  est  un 
cercle. 

li.  Ln  point  décrit  la  parabole  j'-rr:  2 j;  avec  une  vitesse  constante 
égale  à  i.  Déterminer  la  loi  du  mouvement.  Calculer  les  composantes  du 
vecteur  accélération  en  fonction  rationnelle  de  y. 

l.ï.  Déterminer  la  trajectoire  d'un  mouvement,  sachant  que  r  =  /  et 
que  l'hodographe  a  pour  équations 

Montrer  que  cette  trajectoire  est  une  hélice  et  construire  la  section 
droite  de  son  cylindre  rectifiant.  Chercher  les  lieux,  des  extrémités  des 
vecteurs  vitesse  et  accélération.  Calculer  les  accélérations  tangentielle  et 
normale,  ainsi  que  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

16.  Mêmes  questions,  avec  l'hodographe 

Xy:=-l,  X-:=:.iyz. 

17.  Pieprendre  l'Exercice  lo,  en  se  donnant  le  diagramme  des  espaces 

s  =  t+  -r  • 
o 

18.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  une  ellipse,  sachant  (|ue 

Haag.  —  Exercices.  III.  a 
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l'Iiodographe  est  un   cercle  passant  par  son  centre   et  ayant  son  centre 
sur  son  grand  a\e.  {Cf.  Exercice  résolu  n°  5.) 

19.  Un  cercle  C  tangent  en  O  à  Ok,  est  parcouru  par  un  point  M  de 
telle  manière  (|ue  l'hodographe  par  rapport  à  0  soit  le  cercle  C  lui-même. 
Trouver  la  loi  du  mouvement.  Construire  les  diagrammes  des  espaces  et 
des  vitesses.  Calculer  les  composantes  du  vecteur  accélération  suivant 
les  axes  de  coordonnées,  ainsi  que  ses  composantes  intrinsèques.  Vérifier 
que  ce  vecteur  a  constamment  une  longueur  double  du   vecteur  vitesse. 

20.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  la  parabole 

en  supposant  (|ue  l'hodographe  est  cette  parabole  elle-même,  puis  qu'il  a 
pour  équation 

21.  Déterminer  un  mouvement  plan,  sachant  que  l'hodographe  est  un 
cercle,  et  que  le  vecteur  accélération  a  une  longueur  constante.  (Le  mou- 
vement sur  l'hodographe  est  uniforme.) 

22.  Déterminer  un  mouvement  plan,  sachant  que  Thodographe  est  un 
cercle  et  que  l'accélération  totale  est  liée  à  la  vitesse  par  la  relation 
y^V'—a^y  a  désignant  la  distance  du  centre  du  cercle  à  l'origine  0. 
(Remarquer  que  y  est  la  vitesse  du  point  m  (jui  décrit  l'hodographe  et 
f[ue  ('  r=zOin.) 

23.  Même  (juestion,  en  lemplacant  a-  par  a--\-  R-. 

^k.  Même  question,   l'hodographe  étant  une  parabole  et  le  rapport  - 

étant  constant.  (La   trajectoire    est  une  courbe  unicursale  du   sixième 
degré.) 

25.  Un  point  décrit  une  parabole  avec  une  vitesse  inversement  propor- 
tionnelle à  sa  distance  à  l'axe.  Montrer  que  le  carré  du  temps  est  propor- 
tionnel au  cube  de  la  distance  du  point  à  la  directrice.  Construire  l'ho- 
dographe. 

26.  In  point  -M  décrit  un  cercle  de  centre  O.  Soit  P  le  point  de  ren- 
contre de  OiM  avec  la  perpendiculaire  au  vecteur  accélération  menée  par 
l'extrémité  de  ce  vecteur.  Déterminer  le  mouvement  de  manière 
que  MP  soit  constant.  Chercher  l'hodographe.  (  L'hodographe  est  un 
cercle.) 
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27.  Démoulrer  que,  si  un  mouvement  plan  est  tel  que  l'accéléi alion 
fasse  un  angle  constant  avec  la  vitesse,  l'hodographe  est  une  spirale 
logarithmique.  En  supposant  connue  la  trajectoire,  déterminer  la  loi  du 
mouvement.  {Cf.  Exercice  résolu  n°  6.) 

28.  Déterminer  un  mouvement  satisfaisant  à  la  condition  précédente, 
en  supposant  que  ïa  trajectoire  est  r 

1°  Un  cercle; 
2°  Une  cycloïde. 

29.  Déterminer  un  mouvement  plan  tel  que  le  triangle  formé  par  la 
vitesse  et  l'accélération  reste  semblable  à  lui-même. 

30.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  une  parabole,  sachant 
que  l'extrémité  du  vecteur  accélération  Bormale  décrit  l'axe  de  la  para- 
bole. On  calculera,  en  fonction  de  ^,  les  coordonnées  du  mobile,  ainsi 
que  son  afbscîsse  CHrviligr>e. 

31.  L  n  point  M  décrit  une  courbe  plane  C.  suivant  la  loi  des  aires  par 
rapport  à  0.  JMontrerque  l'hodographe  est  une  courbe  égale  à  fa  polaire 
réciproque  de  C  par  rapport  à  uu  cercle  de  ceatre  O.  [S'appuver  sur  ce 
que  le  moment  du  vecteur  vitesse  par  rapport  à  O  est  le  double  de  la 
vitesse  aréolaire  (n°  7}.] 

32..  Ua  point  M  décrit  une  ellipse  E  en  obéissant  à  la  loi  des  aires  par 
rapport  à  un  point  quelconque  P.  Trouver  la  loi  du  mouvement,  ainsi 
que  l'hodographe.  Calculer  les  composaotes    du   vecteur   accélération. 

PAr 

Vérifier  que  ce  recteur  passe  par  P"  et  qu'il  est  proportionnel  à— 7j-> 

c^  désignant  la  distance  de  M  à  la  jîolaire  de  P  par  rapport  à  relIi^Tise. 
Cas  où  P  est  au  centre  ou  en  un  fayer.  [Introduire  l'anomalie  excen- 
trique. Si  X(,  jo  sont  les  coordonnées  de  P,  le  double  de  la  vitesse  aréo- 
laire est  (j?— Xa)/— (y  —  j^)  jî'..] 

33.  Même  question  pour  une  hyperbole. 

3i.  Même  question  pour  une  parabole. 

3o.  On  reprend  le  point  M  de  l'Mxercice  iil.  Soient  A  le  double  de  la 
vitesse  aréolaire,  w  l'angle  polaire  de  M  et  r  l'inverse  de  sou  rayon  vec- 
teur. Vérifier  que  le  vecteur  accélération  passe  par  O  et  que  sa  mesure 
algébrique  sur  la  tliemi-droite  d^sbnglft  polaire  sj  es.1  do-nnëe  par  la  for- 
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mule  (de  Binet) 

[Se  servir  des  formules  (19)  et  (20)  du  n°  10.  Cf.  n°  G9.] 

36.  Déterminer  le  mouvement  et  calculer  l'accélération  dans  l'iiypothèse 
de  l'exercice  précédent  et  en  supposant  (|ue  la  trajectoire  est  l'une  des 
courbes  suivantes  : 

1°         pcos/?îw=i; 

2°         d'"  =  sin/?«w;  cas  /??  ^ -(cardioïde)  et  2  (iemniscate) . 

37.  Un  point  décrit  la  courbe 

x  —  c\\z,  y=r£hc, 

de  telle  manière  que  sa  projection  sur  r*  )  r  ait  pour  vitesse  aréolaire  -  • 

Déterminer  le  mouvement.  Chercher  l'iiodographe  et  les  lieux,  des  extré- 
mités des  vecteurs  vitesse  et  accélération. 

38.  Un  point  M  se  meut  sur  le  paraboloïde  P 

j;2_)_ -,-2-—  2 -_ 

Sa  projection  surO:;a  une  vitesse  c  constante  et  sa  projection  sur  0:0/ 
a  une  vitesse  aréolaire  constante  A.  Déterminer  le  mouvement.  Quelle 
est  la  nature  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  xOyl  Montrer  que, 
si  r  et  A  \  arient  proporlionnelleinent,  tous  les  vecteurs  vitesses  sont  tan- 
gents à  un  même  paraboloïde  de  révolution,  de  même  axe  et  de  même 
sommet  que  1*.  Quelle  espèce  de  courbe  est  clia(iue  liodograplie?  (Intro- 
duire les  coordonnées  semi-polaires.  Comparer  avec  l'Exercice  proposé 
n°  2  du  Chapitre  XXVII  du  Tome  11.) 

39.  l  11  point  M  décrit,  avec  la  vitesse  aréolaire  — -^  la  courbe 

2^/2 

/"  "  '     • 

^=ry'2C0S(p,    •     j' ^=  —  sin  ©  cos  cp. 

Calculer  /  en  fonction  de  9.  Construire  l'iiodographe.  Calculer,  en  fonc- 
tion de  o,  les  composantes  suivant  les  axes  et  les  composantes  intrin- 
sèques du  vecteur  accélération. 

hO.  On  fait  tourner   le   trièdre  de  référence  d»;  l'angle  0  autour  de  O- ; 
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puis,  on  lui  imprime  la  translation  h  suivant  O^.  On  obtient  ainsi  le 
trièdreAXYZ.  On  suppose  que  A  et  6^  sont  des  fonctions  connues  du 
temps  et  l'on  considère  un  point  M  qui  se  dé})lace,  suivant  une  certaine 
loi,  sur  AX. 

i"  Déterminer  cette  loi  pour  que  l'accélération  et  la  vitesse  absolues 
de  M  soient  dans  un  même  plan  avec  AX. 

2°  On  suppose  h=^k9.  Traiter  complètement  la  question  précédente, 
dans  cette  hypothèse.  Calculer  0  en  fonction  de  i  pour  que  raccélération 
de  M  fasse,  en  outre,  un  angle  constant  avec  AX.  * 
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mouveme:>ts  ponctuels  remarquables. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  On   compose  trois  nioui'enients   vibratoires  simples  cV amplitudes 
respectives    i,   a,   b  et  de  phases  initiales  ^^^  120°, — 120".  On  suppose 

que  a  et  b  carient^  de  telle  manière  que  le  rapport      garde  une  valeur 

constante  /..  Étudier  les  variations  d' amplitude  et  de  phase  initiale  du 
mouvement  résultant.  Calculer  l'amplitude  minimum  et  la  phase  cor- 
respondante. Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  a  et  à  b  pour  qu^il  y  ait 
interférence? 

Appliquons    la   règle    de    Fresnel.     Nous    formons    le   contour    poly- 
gonal OPAB  {fig.   3).   Le    mouvement  résultant   est  représenté  par  le 


vecteur  OB. 


Fi-.  3. 


(^)uand  a  et  b  varient  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  le  triangle  PAB 

reste  liomotliélique  à  lui-même,  puisque  le  rapport  — —  reste  égal  à  /. .  l^e 

lieu  du    point  B   est   la  demi-droite  PB.   La   variation   des  éléments  du 
mouvement  résultant  devient  alors  évidente. 

Si  a  croît  de  o  à  ce,   l'amplitude  H   de   ce   mouvement  commence  par 


MOUVEMENTS   PONCrtTMLS  «EMARQUABLES.  20 

décroître  à  partir  de  i,  passe  par  un  minimum,  quand  B  est  en  M,  pro- 
jection de  O   sur  VB,   puis  croît  indéfiniment.   Quant  à  la  phase  9,  elle 

croît  constamment  de  0°  à  120»+  9,  0  désignant  l'angle  APB.  La  valeur 

de  o  qui  correspond  au  minimum  d'amplitude  est  POM  =  3o»+ 5.  La 
valeur  correspondante  de  a  est  PA',  le  point  A'  étant  obtenu  en  menant 
MA'  parallèle  à  BA. 

Pour  qu'il  y  ait  interférence,  il  faut  et  il  suffit  que  B  vienne  en  O.  Le 
triangle  PAB  est  alors  équîlatéral  et  l'on  doit  avoir  a  t=r  6  :=:  i . 

Nous  avons  répondu  à  toutes  les  questions  de  l'énoncé.  Toutefois,  on 
peut  se  proposer  de  trouver  l-es  expressions  analytiques,  en  fonction 
de  /.",  des  éléments  correspondant  au  minimum  d'amplitude,  éléments 
que  nous  nous  sommes  contentés  d'indiquer  sur  la  figure  et  que  l'on 
pourrait  d'ailleurs,  dans  la  pratique,  mesurer  avec  une  précision  suffi- 
sante, sur  un  grapliique  exécuté  à  une  assez  grande  échelle. 

Si  l'on  préfère  faire  des  calculs,  au  lieu  de  faire  un  dessin,  on  com- 
mence par  calculer  l'angle  d.  La  relation  des  sinus,  appliquée  au 
triangle  PAB,  donne 

sin  6  sin  (60° -h  6)  __  ^/3  cos5  +  sin  0 

b  a  •2  a  ' 

d'où  l'on  tire 

(I)  tango  :=^''^^ 


1  —  k 


Ayant  0,  l'amplitude  minimum  est  donnée  par  le  triangle  rectangle 
OMP  : 

(2)  Pv'=  sin((;)o°— 6). 

(^)uant  à  la  phase  o'  correspondante,  nous  avons  vu  qu'elle  est  égale  à 
?>i)''-\-  h.  Enfin,  la  valeur  de  a  nous  est  donnée  en  appliquant  la  relation 
des  sinus  au  triangle  PMA'  et  remarquant  que  PM  ziz  cos  ( Go" — B)  : 

ka    cos  {Cn)°  —  6*) 

sin0  sin  60°       ' 

d'où 

2  sin  5  cos(6o° —  0) 


(3) 


/>V3 


Les  formules  (i),  (2),  (3)   donnent  tous  les  éléments   demandés  et  sont 
toutes  calculables  par  logarithmes. 

On  peut  aussi  soiivre   une  voie   purement  analyli<(ue.  L'élongation  du 
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mouvement  résultant  est 

.r  =  sin  &)f  +  (7  sin  (o^  +  120°)  +  Ar/  sin  (00/  —  120"), 


sin  oj  / 


i--(i  +  Â-: 


rtCOS  GJ^ 


(i-A). 


R2—  «2(/.2_/.  ^l)    _«(X-  +  i)  +  i, 


(4)  ^  = 

On  en  déduit 

(5) 

2  —  «((  +  /.')          .            «V^(i — A)                          av/5(i — A) 
(6)cosc;=  \r: -,      sincp—     ^     ^  ., -S      tangos  -î—^- r^- 

En  dérivant  (5)  par  rapport  à  a,  on  pourra  calculer  le  minimum  d'am- 
plitude. En  portant  ensuite  dans  (6),  on  aura  la  valeur  correspondante 
de  o.  iXous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ces  calculs  et  de 
comparer  les  résultats  avec  ceux  de  la  méthode  précédente. 


2.  Un  point  jNI  décrit  un  segment  AB  de  12™™,  7  de  long,  alternati- 
vement dans  les  deux  sens,  avec  une  vitesse  constante,  qui  est  la  même 
à  l'aller  et  au  retour.  Il  effectue,  de  la  sorte,  3^o  vibrations  par 
seconde.  Chercher  le  fondamental  et  les  harmoniques  successifs  de  ce 
mouvement  ribratoire. 

On  peut  procéder  de  deux  manières  :  soit  chercher  directement  le 
développement  de  iélongation  en  série  de  Fourier;  soit  chercher  le 
développement  de  la  vitesse  et  intégrer  ensuite  par  rapport  au  temps. 
Nous  allons  suivre  celte  seconde  méthode,  qui  donne  des  calculs  un  peu 
plus  simples. 

Calculons  d'abord  la  vitesse  constante  du  mobile.  En  une  seconde,  il 
parcourt  680  fois  le  segment  AB,  c'est-à-dire  6S0  x  12'"°%  7  =  8636™"". 
En  unités  G.  G.  S.,  sa  vitesse  est  donc  égale  à  863,6.  La  fréquence  est, 
d'autre  part,  égale  à  34o.  Posons,  dès  lors  (a°  26), 

(l)  U=Ç>^i^T.t. 


Posons,  en  outre, 
(2) 


r  =  863,6/. 


La  fonction  y  de  la  variable  //   admet  pour   période  27ï;  elle  est  égale  à 
+  I ,  pour  o<M<7retà  —  i,    pour  tt  <  f/  <  27r.  Appliquons,  dès  lors, 
les  formules  (33)  du  n°  26. 
Nous  avons  d'abord 


(3j 


/v„  = 


[i      cos  n  udu  —  / 
>-  0  ^-n 


COS  //  udu 
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car  les  intégrales  du  crochet  sont  nulles  toutes  deux,  si  w^fo,  et  elles 
sont  égales  et,  par  conséquent,  se  détruisent,  si  n=io.  Nous  avons 
ensuite 


(4) 


I     sin  nu  du  —  f       ^innudu 


^['-(-1)"] 
r.n 


Si  n  est  pair,  «„=:o;  si  n  est  impair,  fl„=  — •  On  a  donc 


(•>)y  = 


si  n  (  2  /i  +  I  )  « 
2  /i  +  I 


Portons  dans  (2)   et  intégrons  par  rapport  à  t;  en  tenant  compte  de  (1) 
et  posant,  pour  abréger  l'écriture,  le  crochet  égal  à  c,  nous  avons 


'i    rzdu 
.r  =  b8  X  1 2  ,  7  X  -  /  yr^ — 

T.J  000  t: 

5,08 


=  C 


,o8r 

— —     cos  u 


cos  3//       cos5« 


cos(  2n  -i-  i)  u 


9  25  (2/i  +  1  )-  J 

G  désignant   une  constante  d'intégration.  J^our  déterminer  cette  cons- 
tante, faisons  m=  -•  Le  mobile   doit  se   trouver  au  milieu  de  AB  ;  de 

2 
sorte  que  si  nous  prenons  ce  milieu  pour  origine  des  élongations,  G  doit 

être  nulle  ('). 

Si  nous  revenons  maintenant  au   millimètre   pour  unité   de  longueur, 
nous  avons,  en  définitive, 


(<■')  ^ 


5o,8r 

— --  kcos  u 


cos3«       cos5« 

H \ ; h 


-h 


cos  (2/1+  l)u 


(  )n  voit  que  les  harmoniques  de  rang  impair  seuls  existent  et  que  leur 
amplitude  est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  ce  rang. 

Nous   conseillons   au  lecteur  d'établir  maintenant  cette   formule  par 
l'application  directe  des  formules  (33)  à  a:.  Il  remarquera  que  l'on  a 


et 


12.7  /3 


71 


,  pour  o  <  '/  <!  ~ 


u     )  pour  -  <  «  <  2  7î. 


(')  On  peut  aussi  calculer  C  par  la  formule 


•-'0 


X  du. 
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3.  Construire  les  diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses  du  mou  rem  en  t 

(i)  :r=:'j.38e-«i-*'x  siii  (1,9.')/), 

en  s'a/ /étant  à  la  fin  de  la  période  penda/it  laquelle  le  facteur  d' a/zior- 

,  ,  I 

tissement  attei/it  ta  valeur  — • 

10 

Clierclions  d'abord  combien  il  faudra  prendre  de  périodes.  Le  facteur 
damorlissement  devant  être  inférieur  à — ,  son  in\erse   doit  èlre  i)lus 

Kl 

grand  que  lo;  on  doit  donc  avoir 

o      1  I 

o,io^loi:e>i  ou  ^>-  ; — — =1:1^,7. 

==  o,i3  X  (^4^4        ''' 

D'autre  part,   la   période  est     '^   ^  z=z  3,223.   Elle  est  contenue   environ 

.5,5  fois  dans  17.7.  Nous  devons  donc  construire  les  diagrammes  pendant 
six  périodes. 

Nous  allons  d'abord  faire  les  calculs  pour  la  première  période;  nous  en 
déduirons  les  périodes  suivantes  au  moyen  dn  décrément. 

Calculons  la  vitesse;  nous  avons,  en  posant  1,95^  ■=z  o, 

(2)  (>■  iz:  23:8 g— M3' [ — (t,i3  sino  4- 1,95  COS9]. 

Ellle  s'annule  jjour 

I  .  q;") 
tango,  =  ~~~~  =id; 
0,10 

don  l'on  déduit^  à  l'aide  d'une  table  de  tangentes  naturelles, 

Nous  avons  ens-aite 

(4j  -/  =  ^rr— 238e-«.»'[3j8sin9  +  .),:)..7cos9]. 

Cette  accélération  s'annule  pour  , 

(:>)        tang(p  =  —  "'""'J  — —  (),i3i;  0  =  191-,.");  i=ri,54. 

Nous  calculons  les  \aleurs  de  u-  et  de  c  pour  des  valeurs  de  t  échelon- 
nées à  jL-  de  période  les  unes  des  autres,  en  y  ajoutant  les  valeurs  de  t 
qui  annulent  x,  r,  y. 
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Les  calculs  soul  repixxiaîls  dans  l^e  Tableau  ci-dessous  : 

t 0.            0,32.           0,G'i.           0,77.             0,97.            1,29.  l-ô4.  l-Ol. 

ades) o             \o             80           95,8           120             160  191  >5  '?oo 

îostp I         0,809       0,809       o,oG-     — 0,0-09     — 0,809  — 0,991  — I 

.in  0 o         o,588       0,901       0,998        0,961         o,5S8  o,i33  <• 

),o565/...  o        o,oi8i     0,0862     o,o436      o,o548       0.0728  0.0869  0,0910 

î,3-66  — c.  2,3766     2,3585     2,34o4     2,333o      2,8218       2,8088  2.2897  2,2856 

mtilog(('/).  288       228,3           219       2i5,3         209,8         201.8  i94j8  198 

îx6 o           184             208         2i5             199             118  26  o 

•X  a 1,95       1,58         o,6o3           »           — o,6o3     —  î,58  — 1>.93  — 1.9-^ 

X  /> o         0,08         0,124            »             ,  0,124         0,08  0,02  o 

)ifr. 1,95       i,5o        0,479          "          —0,727    —1,66  — 1,95  —1,93 

îx/ 464        343            io5          0          — 152        — 834  — 38o  — 877 

t 1,93.               -2,-25.                2,38.                2.58.                2.90.  3.15.  3,22. 

ades) 240                280            295,8                820                860  391,5  400 

iioso — 0,809       ■ — 0,809       — 0,067           0,809           <',8o9  0,991  I 

>in 'j — o,588       — 0,951       — *'?998       — ",951        — o,588  — o,i33  o 

),o565^.  .  .  0,1090        0,1270         0,1845         0,1457         0,1687  '>,i778  0,1818 

î,8-66  — c.  2,2676         2,2496         2,2421         2,2809         2,2129       2,1988  2,1948 

iniilog(r/).  i85,2           177,7           ï7^'6           ï70'2           '^^'^  ^^^'^  ^^^'^^ 

?  X /> —109          —169          —171          — 1G2          —96  —21  o 

x« —1,58        —0,608             ■))              o,6o3           1,58  1,93  1,95 

■x.b —0,08        —0,124              »          — 0,124      —0.08  — 0.02  o 

)i(r. — i,5o        —0,479              "              0,727          1.66  1,95  1,95 

•  X /■ —278           —85                    o               124               271  809 


Les  lignes  trigonométriques  ont  élé  prises  dans  une  table  de  sinus 
naturels.  Le  nombre 

c=  o,i3  X  0,434^  '=■  o,o565^ 

est  le  logarithme  vulgaire  de  l'inverse  du  facteur  exponentiel.  En  le 
retranchant  du  logarithme  2,8766  de  288,  on  obtient  le  logarithme  rf  du 
fadeur  e  =3  288e-*' ^'''.  Le  reste  du  Tableau  se  comprenK;!  de  lui-même. 
Ajoutons  que  tous  les  produits  ont  élé  faits  à  la  régie  à  calcul. 

Sur  la  figure  \,  on  a  construit,  à  grande  échelle,  les  deux  diagrammes, 
pour  la  première  période.  Les  points  A  et  C  du  diagramme  des  espaces 
ont  même  abscisses  que  les  points  A'  et  C  où  le  diagramme  des  vitesses 
coupe  l'axe  des  l.  Les  points  1-5  et  D,  qui  correspondent  aux  points  ii' 
el  D',  sont  de^  points  d'inllexioii.  Nous  avons  construit  les  tangentes  en 
ces  deux  points,  au  moyen  des  points  (2, «(4  5  —  i64)et(a,65;  —  176), 


.30,J 
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Elles  se  confondent  avec  la  courbe  sur  une  grande  longueur.  Nous  avons 
également  construit  la  tangente  en  0,  dont  le  coefficient  angulaire  est  la 

Fig.  4, 
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vitesse  initiale  46/)  et  la  tangente  en  0',  dont  le  coefficient  angulaire  est 
raccélération  initiale 

—  2  3(S  X  o  ,  5o^  =:  —  121. 

Pour  construire  les  diagrammes  dans  les  cinq  périodes  suivantes,  cal- 
culons le  décrément.  Son  logarithme  est  — 0,1818  (dernier  nombre  de 
la  cinquième  ligne  du  Tableau  ci-dessus),  l  ne  table  nous  d<jnne  sa  va- 
leur :  D  =  o,658. 

Comme  la  construction  des  diagrammes.en  dehors  de  la  première  pé- 
riode a  simplement  pour  but  de  montrer  l'allure  générale  de  l'amortis- 
sement, une  moins  grande  précision  est  nécessaire.  On  peut  se  contenter 
d'une  plus  petite  échelle,  liln  outre,  nous  nous  sommes  bornés  à  calculer 
les  valeurs  de  j:-  et  de  r  pour  les  valeurs  du  temps  (|ui  annulent  l'une  ou 
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l'autre  de  ces  quantités.  On  a  ainsi  les  points  de  rencontre  des  deux  dia- 
grainnaes  avec  l'axe  des  t  et  les  maxima  et  niinima  du  diagramme  des 
espaces.  Quant  aux  inaxiiua  et  minima  du  diagramme  des  vitesses,  leurs 
aliscisses  sont  légèrement  inférieures  aux  valeurs  de  t  ([ui  annulent  x^ 
aiiibi  qu'il  résulte  du  diagramme  à  grande  échelle. 

Fig.  5. 
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En  ajoutant  i,  2,  3,  4,  5  périodes  aux  temps  o,  0,77,  1,61,  2,38  du 
Tableau  reproduit  plus  haut  et  multipliant  les  valeurs  correspondantes 
de  x  et  de  r  par  D,  D%  D*,  D'%  D',  on  obtient  le  Tableau  suivant  : 

t. 


t. 

3,22. 

3,99- 

4,83. 
5 ,  60 . 

6,44- 
7,21. 
8 ,  o5 . 
8,82. 

9-67. 
10,44, 
11,28. 


X. 

v. 

0 

3o5 

i4i 

0 

0 

-248 

.14 

0 

0 

201 

93 

0 

0 

—  id3 

-75 

0 

() 

l32 

61 

0 

0 

— 107 

12, CD. 

12,89. 

i3,66. 
i4,5o. 
15,27. 

16, T I , 

16,88. 

17,72. 

18,49. 
19,33, 


X. 

— 5o 

o 

4o 

o 

-33 

o 

26 

o 

—  2  I 
O 


S- 


-46 


Sur  la  figure  5,  nous  avons  seulement  reproduit  le  diagramme  des 
espaces,  pour  éviter  son  enchevêtrement  avec  le  diagramme  des  vitesses, 
lequel  a  d'ailleurs  une  forme  analogue  ('). 


(')  Dans  tout  mouvement  vibratoire  amorti,  le  diagramme  des  vitesses  peut  se 
déduire  du  diagramme  des  espaces  par  une  translation  suivant  l'axe  des  temps, 
accompagnée  d'une  réduction  ou  d'une  amplification  des  ordonnées  dans  un  rapport 
constant. 


3o  <":haii'itre  it. 

3,  On  composr  ffen.r  mouvements  vibratoires  simples,  de  périodes 
très  voistfies  et  s'vffeclwant  svivani  deux  directions  rectangulaires  Ojp 
et  Oy.  Etudier  le  monvement  résultant. 

Soient 


(I) 


^=racoso)^,         y  =z  b  s'ir\'j)'  t,         {',)'=: 'j) -{- s) 


les  équations  des  deux  mouvements.  Raisonnons  comme  au  n»  2o.  Pen- 
dant une  période  T  de  .r,  la  dillerence  de  phase  vaiie  très  peu  et  Ton 
peut  la  considérer  pratiquement  comme  constante.  On  est  alors  ramené 
au  n"  31  et  Ton  sait  que  îe  mouvement  résullanl  est  une  vibration  ellip- 
tique. Mais,  comme  la  trajectoire  dépend  de  3a  différejice  de  phase  et  que 
cette  différence  varie,  dans  le  cas  actuel,  pro,j>ort3onneJlemeût  au  temps, 
l'ellipse  se  déforme  conlinueUement. 

Pour  étudier  cette  déformation,  posons  et  :=:  /.'.  Les  équations  paramé- 
triques de  l'ellipse  sont 


(2) 


xr^acosGi)/,         y  = /y  sin  (oj  ^ -i- /.  ). 


Comme  .r  oscille  entre  ±  a  el  y  entre  zt  b,  on  \oit  d'abord  que  Tellipse 
est  inscrite  daos  le  rectangle  GDG'D',  dont  les  axes  A.\'  et  HB'  ont  pour 

Fî",  6. 


longueurs  2a  et  2b.  Le  point  de  contact  M  avec  Cl)',  par  exemple,  l'-l 
obtenti  pour  .r  =  i ,  soil  ^:rr  o;  •d'où  y  =  6sin/.\  l^e  mrnie,  N  est  donné 

par  ',)  I  -r-  /.  =  —  ;  d'où  x  t=z  a  sîn  /.".  On  a  donc 
'  2 


O) 


AAl  =r  —  A'M' 


b  sin  /. , 


B;\  =— irA"  =  «sin  /.. 


On  peut  réunir  ces  deux  formules  en  une  seule,  en    iemar(|uaiit  (|ue  le 
point  P,  qualriénic  sommet  du  rectangle  MCNP,  déciit  la  diagonale  OG 
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et,  si  3C  désigne  la  longueur  GC,  on  a 
(4)  C)P  =  csinA. 

Le  poinl  P,  ainsi  que  les  points  M,  ?s',  M',  N',  sont  animés  de  mouvements 
vibratoires  simples,  de  fréquence  — ^  =F. 

La  connaissance  des  quatre  points  .M,  N,  M',  X'  suffit  pour  déterminer 
entièrement  l'ellipse  et  la  variation  de  ces  points  suffit  pour  nous  indi- 
quer comment  cette  courbe  se  déforme.  Complétons  toutefois  cette 
étude  par  Télude  de  la  variation  des  axes. 

Si  l'on  élimine  t  entre  les  équations  (2),  on  obtient  Téqualion  de 
l'ellipse  • 

(  5  )  ' ;     sin  /.  +  ■-; cos-  k  :=  <•. 

a^  ah  b- 

Si  nous  passons  en  coordonnées  polaires,  nous  obtenons 

cos- 5         sin  2  5    .     ,         sin- 5         co-V. 

(G) —  sin/.H 7^7-  =  ; 

a-  ab  b-  0- 

.\ous  aurons  les  angles  polaires  des  axes,  en  annulant  la  dérivée  du  pre- 

1    •  •     •  b 

mier  membre  par  rapport  a  7;  on  obtient  ainsi,  en  posant  —  =tang«, 

(-)  tang2  5  ^=  sin/.- tang2  tf . 

Cette  formule  nous  montre  que  le  grand  axe,  par  exemple,  qui  est  évi- 
demment compris  dans  l'angle  COD',  si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées, 
a  >>  b,  oscille  périodiquement  entre  OC  et  OD',  la  fréquence  de  l'oscil- 
lation étant  la  fréquence  F  trouvée  plus  haut.  On  peut  d'ailleurs  préciser 
ce  mouvement,  en  disant  que,  si  l'on  prend,  la  droite  symétrique  de  O.^' 
par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse,  le  point  de  rencontre  de  la  droite 
obtenue  avec  CD'  est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  simple  de  fré- 
quence F. 

Signalons  encore  que,  d'après  le  théorème  de  Monge,  la  somme  des 
carrés  des  longueurs  des  axes  est  constante  et  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  côtés  du  rectangle  circonscrit,  c'est-à-dire  égale  au  carré  de 
la  diagonale  CC 

En  résumé,  le  mouvement  proposé  a  les  apparences  suivanles.  Au 
début,  le  mobile  décrit  sensiblement  l'ellipse  F,  d'axes  AA'  etBB'.  Puis, 
cette  ellipse  se  déforme,  en  s'aplatissant,  et  son  grand  axe  se  rapproche 

de  CC   Au   bout  du   temps  T=  -7-^,  elle   est  infiniment  aplatie,  sui- 
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vanl  ce  Puis,  la  déformation  inverse  se  produit,  suivie  de  la  déforma- 
tion symétrique  par  rapport  à  Ox,  jusqu'à  ce  que  l'ellipse  soit  infiniment 
aplatie  suivant  DD',  ce  qui  arrive  au  temps  3T.  Enfin,  l'ellipse  revient 
vers  sa  forme  initiale,  qu'elle  atteint  au  bout  du  temps  4T.  Le  phéno- 
mène se  reproduit  ensuite  indéfiniment,  avec  la  période  4T  et  la  fré- 
quence F,  laquelle  est  égale  à  la  différence  des  fréquences  des  mouve- 
ments vibratoires  proposés. 

Ce  phénomène  est,  en  somme,  une  extension  du  phénomène  des 
battements  étudié  au  n'^  25. 

Signalons,  pour  terminer,  le  cas  particulier  où  a  =^  0,  c'est-à-dire  le 
cas  où  le  rectangle  circonscrit  est  un  carré.  On  a,  dans  cette  hypothèse, 

u  rzz —'  Dès  lors,  la  formule  (7)  nous  montre  que  9  est  aussi  égal  à  y- 
4  4 

Autrement  dit,  les  axes  de  l'ellipse  sont  fixes  et  confondus  avec  les  dia- 
gonales du  carré,  ce  qu'on  aurait  d'ailleurs  pu  prévoir,  en  remarquant 
que  tout  carré  circonscrit  à  une  ellipse  a  nécessairement  ses  sommets 
sur  les  axes  de  cette  courbe.  La  déformation  est  alors  la  suivante.  La  tra- 
jectoire est  d'abord  le  cercle  inscrit  dans  le  carré.  Puis,  elle  devient  une 
ellipse,  dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  CC  et  augmente.  Au  bout 
du  temps  T,  elle  est  aplatie  en  CC.  Puis,  son  grand  axe  diminue  et,  au 
bout  du  temps  ^T,  elle  est  rede\enue  un  cercle.  Son  grand  axe  passe 
ensuite  sur  DD'  et  augmente.  Au  temps  3T,  elle  est  aplatie  en  DD'  et 
enfin,  au  temps  4T,  elle  estrede\enue  un  cercle. 

4.  Étudier  le  mouvement  résultant  de  la  composition  de  deux  mou- 
cemcnts  vibratoires  simples  de  directions  rectangulaires  et  dont  les 
périodes  sont  doubles  iune  de  Vautre. 

Soient 

(i)  .r:=asinoj/,         j' =  6  sin  (2  w^ -i- /.  ) 

les  équations  des  deux  mouvements. 

Le  mouvement  résultant  est  un  mouvement  cur\  iligne  périodique,  dont 
la  période  T  est   la  plus  grande  des  périodes  des  mouvements  donnés, 

c'est-à-dire  ici  la  période  -^  de  la  vibration  suivant  Ox. 

',1 

Si   l'on    augmente   ^  de   —  ?    ',)t   augmente  de  t.  et  2w/  de  9.7:;   donc, 

X  change  de  signe  elj>'  ne  change  pas.  On  en  conclut  qu'à  deu\  époques 
distantes  d'une  demi-période,  le  mobile  occupe  deux  positions  symé- 
triques par  rapport  à  Oy. 
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La  forme  de  la  trajectoire  dépend  de  la  valeur  de  la  constante  /..  Tou- 
tefois, si  l'on  augmente  k  de  27:,  y  ne  change  pas.  Si  on  l'augmente  seu- 
lement de  r,  y  change  de  signe  et  l'on  obtient  un  mouvement  symétrique 
du  premier  par  rapport  à  Ox.  Enfin,  si  l'on  change  k  en  —  /.  et,  en 
même  temps.  ^  en  —  t,  x  tX.  y  changent  de  signe  ;  on  obtient  une  trajec- 
toire symétrique  de  la  première  par  rapport  à  O  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  rapport  à  Ox,  à  cause  de  la  symétrie  du  mouvement  par  rap- 
port à  Oy. 

11  résulte  de  ces  observations  que  l'on  peut  se  borner  à  faire  varier  /. 

7Î  ... 

de  O  à  -j  à  une  symétrie  près  par  rapport  à  Or. 

Pour  obtenir  rapidement  les  principales  formes  de  la  trajectoire, 
on  peut  procéder  de  la  manière  suivante. 

Traçons  les  parallèles  à  Oy,  dont  les  abscisses  sont  les  sinus  des 
angles  o,  10?,  200,  ...,  90s,  loos  et  ces  mêmes  sinus  changés  de  signe. 
INumérotons  ces  droites  o,  1,2,  . .  .,  9,  10  et  —  i,  —  2,  ....  —  9,  —  10. 
Ajoutons  que  l'unité  de  longueur  adoptée  doit  être  a. 

Traçons  ensuite  les  parallèles  à  Ox,  dont  les  ordonnées  sont  les  sinus 
des  angles  o,  20s,  4os,  ...,  loo^  et  ces  mêmes  sinus  changés  de  signe, 
l'unité  de  longueur  étant,  cette  fois,  b.  (Sur  les  figures  7  et  8,  on  a  sup- 
posé a  =:  b.)  Numérotons-les  o,  2,4,   .  .  . ,   10  et  —  2,  —  \,   .  .  . ,  —  10. 

Ceci  étant,  construisons  la  courbe  A"  nz  o.  A  cet  effet,  nous  marquons 
les  points  situés  à  l'intersection  des  parallèles  consécutives  de  la 
première  famille  avec  les  parallèles  consécutives  de  la  deuxième  famille. 
Nous  partons  du  numéro  o  dans  chaque  famille.  En  outre,  quand  nous 
arrivons  au  numéro  10  ou  au  numéro  —  10,  nous  revenons  en  arrière.  Il 
est  clair  que  les  points  ainsi  marqués  sont  les  positions  du  mobile  aux 

T     2T     3T  3qT    .,,.,.. 

époques  o ,  -z—  ,  -, —  3  -; — ■>  ....  — j — >  1 .  En  les  loignant  par  un  trait  con- 
^  ^  '  4o      40      4o  40  j     a  1 

tinu,  nous  avons  la  trajectoire  complète  ^fig-  7).  Nous  savons  en 
outre  que  les  points  marqués  sont  atteints  à  des  époques  équidistantes. 

Si  nous  voulons  maintenant  la  trajectoire  qui  correspond  à  A=  20*?, 
il  suffit  de  reprendre  le  même  cane\  as  de  parallèles  ;  mais  on  part,  cette 
fois,  du  numéro  o  pour  la  parallèle  à  Oy  et  du  numéro  2  pour  la  paral- 
lèle à  Ox.  De  même,  pour  avoir  les  courbes  qui  correspondent  à  des 
valeurs  de  A  égales  à  40",  6os,  8of-',  loo^-',  on  part  toujours  du  numéro  o 
pour  la  parallèle  à  Oy,  mais  du  numéro  4,  •>,  8  ou  10  pour  la  parallèle 
à  O.r.  On  obtient  ainsi  les  cinq  types  de  trajectoires  de  la  figure  8.  (On 
n'a  pas  reproduit,  sur  cette  figure,  les  canevas  de  parallèles;  on  s'est 
l)orné  à  tracer  le  carré  circonscrit  à  la  trajectoire.) 

On  imagine  aisément  les  formes  intermédiaires. 

La  dernière  courbe  (A  :=ioos)  est  une  parabole.  En  ellet,  pour  cette 
Haag.  —  Exercices,  III.  6 
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y  ^^b  C0S2C.J/  =  ^(  I  —  2  -7  )  ' 


ce  qui  est  bien  l'équation  d'une  parabole. 
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On  peut  réaliser  pratiquement  toutes  ces  formes  de  courbes,  en  com- 
binant deux  mouvements  vibratoires  dont  le  rapport  des  périodes  est  très 

Fiiî.  8. 
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voisin  de  2.  En  raisonnant  comme  à  l'exercice  précédent,  on  voit  que, 
pendant  la  durée  d'une  période,  tout  se  passe  sensiblement  comme  si  le 
rapport  des  fréquences  était  rigoureusement  égal  à  2,  l'angle  de  décalage  /. 
variant  proportionnellement  au  temps.  La  trajectoire  véritable  se  com- 
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pose  d'une  succession  darcs  de  courbes,  reproduisant  à  peu  près  la  suite 
des  trajectoires  de  la  (igure  8,  complétées  par  symétrie  par  rapport  à  0.z-. 
En  faisant  vibrer  des  miroirs  fixés  à  des  diapasons,  on  peut  réaliser 
nialériellement  des  mouvements  de  cette  sorte.  C'est  l'expérience  connue, 
dans  les  Cours  de  Physique,  sous  le  nom  à&  Jigiii-cs  de  fJssajonx. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Un  mobile  M  est  animé  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  de 
vitesse  ('  suivant  la  direction  de  cosinus  directeurs  («,  h^  c)  ;  au  temps  o, 
il  se  trouve  en  M(,(,tv,,  y^,  c^).  Un  autre  mobile  M'  est  animé  d'un  mou- 
vement analogue  de  vitesse  r',  suivant  la  direction  (a',  h' ,  c')  et  avec  la 
position  initiale  M',^  (a',,,  yij,  -;'„).  Trouver  la  condition  de  rencontre  des 
deux  mobiles. 

2.  Montrer  que  le  milieu  des  deux  points  M  et  iM'  de  l'exercice  précé- 
dent est  animé  d  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  dont  on  détermi- 
nera le  vecteur  vitesse  en  fonction  des  vecteurs  vitesses  de  M  el  de  M'. 

3.  On  dit  que  deux  mouvements  sont  tangents  au  temps  t  si,  à  cette 
époque,  les  deux  mobiles  ont  même  position  et  même  vecteur  vitesse. 
Ecrire  les  équations  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  tangent,  au 
temps  /^,,  à  un  mouvement  donné  par  ses  équations. 

k.  On  dit  que  deux  mouvements  sont  osculateurs  au  temps  isi,  à  cette 
époque,  les  deux  mobiles  ont  môme  position,  même  vecteur  \  itesse  et 
même  vecteur  accélération.  Ecrire  les  équations  du  mouvement  unifor- 
mément varié  osculateur,  au  temps  ^o,  à  un  mouvement  donné  par  ses 
équations.  Montrer  que  la  trajectoire  de  ce  mou\ement  uniformément 
\arié  est  la  parabole  osculatrice  à  la  trajectoire  du  mou\ement  jMoposé, 
dont  l'axe  est  parallèle  au  vecteur  accélération  à  l'instant  /,j  considéré. 

5.  Un  point  M  est  animé  d'un  mouvement  uniformément  varié.  <^>uels 
sont  les  mouvements  des  extrémités  des  vecteurs  vitesse  el  accélération, 
supposés  menés  par  M  ? 

().  Deux  points  M  et  M'  sont  animés  cbacun  d'un  mouxement  unifor- 
mément varié. 

1°  Ouel  est  le  cône  directeur  de  la  surface  réglée  engendrée  par  MM'? 
2°  Quel  est  le  mouvement  du  point  I*  qui  divise  MM'  dans  un  rapport 
donné  ? 
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l-]\;uiiiner  les  cas  parliculiers  suivants  : 

1°  Les  points  M  et  M'  ont  même  vecteur  accélération.  Montrer  que  le 
plan  (le  la  trajectoire  du  point  P  en\eloppe  un  cylindre  parabolique. 
2°  Le  mouvement  du  point  M'  est  rectiligne. 
3"  Les  mouvements  des  deux  points  sont  rectilignes. 

7.  Un  point  M  est  animé  d'un  mouvement  uniformément  varié.  On  le 
joint  à  un  point  fixe  P  du  plan  de  sa  trajectoire.  Calculer,  en  fonction  du 
temps,  l'aire  balayée  par  le  vecteur  PM.  Où  doit  se  trouver  le  point  P 
pour  que  cette  aire  soit  proportionnelle  au  cube  de  /,  en  choisissant  conve- 
nablement l'origine  des  temps  et  l'origine  des  rayons  vecteurs?  (Le 
point  P  doit  se  trouver  sur  une  parabole  de  même  axe  et  de  même 
sommet  que  la  trajectoire  et  de  paramètre  double.) 

8.  Démontrer  que  tout  mouvement  rectiligne  satisfaisant  à  la  relation 

est  uniformément  varié. 

9.  Un  point  M  a  pour  vecteur  accélération  (2/4,  —  53,  'j[\).  Sa  vitesse 
initiale  a  pour  composantes  (5-,  89,  — 62).  Construire  ses  diagrammes 
des  vitesses  et  des  accélérations  langentielles. 

10.  On  donne  les  élongations  à  trois  instants  donnés  d'un  mouvement 
vibratoire  simple.  Comment  peut-on  déterminer  ce  mouvement?  Exa- 
miner le  cas  particulier  où  les  trois  instants  sont  équidistants. 

11.  Un  point  M  est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  simple,  de  fré- 
quence 22G.  Son  élongation  au  temps  d  est  de  ô'^^'jô  et  sa  vitesse  est 
de  — 23™, 8  par  seconde.  Déterminer  ce  mouvement  et  construire  ses 
diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses. 

12.  Montrer  que,  dans  tout  mouvement  vibratoire  simple,  le  dia- 
gramme qui  donne  la  vitesse  en  fonction  de  l'élongation  peut  être  un 
cercle,  si  l'on  choisit  convenablement  les  échelles.  Gomment  trouve-l-on 
la  phase  sur  ce  diagramme? 

13.  Trouver  l'équation  d'un  mouvement  vibratoire  simple,  sachant  que 
le  diagramme  qui  relie  la  vitesse  à  l'élongation  est  un  cercle  de  T2''™  de 
rayon,  l'échelle  des  élongalious  étant  la  grandeur  naturelle  et  l'échelle 
des  vitesses  étant  de  i'^™  pour  une  vitesse  de  4'")35  par  seconde.  On  sait, 
en  outre,  que  la  position  initiale  du  point  qui  décrit  le  diagramme  con- 
sidéré a  pour  angle  polaire  38". 
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lï.  On  compose  deux  mouvemenls  \ibraloires  simples  de  même 
période,  d'amplitudes  K  et  R'  et  de  phases  inillaies  a  et  «'.  Ecrire  les 
formules  qui  donnent  l'amplitude  et  la  phase  initiale  du  mouvement 
résultant.  En  déduire  les  valeurs  de  l'angle  de  décalage  qui  donnent 
l'amplitude  résultante  maximum  ou  minimum,  ainsi  que  les  conditions 
d'interférence. 

15.  Deux  mouvements  vibratoires  simples  ont  pour  amplitudes  respec- 
tives 26  et  18  et  pour  fréquence  commune  I46.  Construire  leurs  dia- 
grammes des  espaces,  ainsi  que  le  diagramme  du  mouvement  résultant, 
en  supposant  que  l'angle  de  décalage  a  successi\  ement  les  valeurs  sui- 
vantes :  o,  4^°^  90°,  135",  180°. 

16.  Calculer  l'amplitude  et  la  phase  initiale  du  mou\ement  résultant 
des  mouAcments  vibratoires  simples  de  même  période,  dont  les  ampli- 
tudes et  les  phases  initiales  ont  les  valeurs  suivantes  : 

(25,0);      (40,58°);      (10,  i54°);      (18,327°). 

17.  On  compose  trois  mouvements  vibratoires  simples  de  même 
période  et  d'amplitudes  constantes  a,  b,  c.  On  suppose,  en  outre,  que  les 
phases  initiales  sont  o,  n,  211.  Etudier  comment  varient  l'amplitude  et 
la  phase  du  mouvement  résultant,  quand  on  fait  varier  «.  Cas  particulier 
où  c  =  a.  (En  appliquant  la  règle  de  Fresnel,  on  trouve  aisément  que 
l'extrémité  du  vecteur  représentatif  du  mouvement  résultant  décrit  un 
limaçon  de  Pascal.  Dans  le  cas  particulier,  le  pôle  de  ce  limaçon  est  en  O  ; 
la  phase  du  mouvement  résultant  est  égale  à  u.) 

18.  On  compose  le  mou\ement  vibratoire 

j:-  =z  22,-]  sin(434^)  4-33,8  cos(434  t) 

avec  un  mouvement  de  même  direction  et  de  période  un  peu  plus  petite. 
On  compte  lou  battements  en  62  secondes.  On  mesure,  en  outre,  l'ampli- 
tude minimum  12,4  et  l'on  constate  que  l'amplitude  maximum  dépasse  70. 
Déterminer  le  second  mouvement. 

19.  Etudier  le  mouvement 

a^  =  a  sin  fj)  ù  -{-  6  si  n  2  w  ^ . 

.  a 

Discuter  suivant  la  valeur  du  rapport  -• 

20.  Même  question  pour  le  mouvement 

X  :=:  a  COS  (i)t  -\-  b  cos  3  (ù  t. 
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^I.  On  compose  deux  inouvemenls  vibraloires  simples  de  même 
direction,  de  même  amplitude,  de  phases  initiales  nulles  el  de  frcquences 
doubles  Tune  de  l'autre.  Construire,  sur  le  môme  graphique,  les  dia- 
grammes des  mouvements  composants  et  résultant. 

'2'2.   Trouver  les  harmoniques  des  mou\ements  sui\ants  : 

j:  nn  sin^ùjf,  a- zir  cos*o)^,  ./■  ^  sin-2  cj^  cos'oj^. 

23.  Un  point  M  vibre  sur  un  segment  de  12"^"", y  de  long,  avec  une 
fréquence  égale  à  34o.  Le  mouvement  est  uniforme  dans  les  deux  sens; 
mais,  la  vitesse  dans  un  sens  est  douille  de  la  vitesse  dans  l'autre  sens. 
Trouver  les  harmoniques. 

2i.  Un  point  M  vibre  sur  un  segment  AB,  de  milieu  O  et  de  longueur 
36'"™, 4,  avec  une  fréquence  égale  à  235.  De  0  à  B,  le  mouvement  est 
uniformément  retardé,  la  vitesse  en  B  étant  nulle;  de  B  à  O,  le  mouve- 
ment est  uniformément  accéléré,  la  vitesse  en  O  redevenant  égale  à  ce 
qu'elle  était  primitivement.  De  O  en  A  et  de  A  en  O,  on  a  un  mouve- 
ment analogue.  Trouver  les  harmoniques. 

(On  pourra  d'abord  cliercher  le  développement  de  la  vitesse,  puis 
intégrer  une  fois,  ou  bien  chercher  le  développement  de  l'accélération, 
puis  intégrer  deux  fois.  Cf.  Exercice  résolu  n°  2.) 

25.  Calculer  raccélération  en  fonction  de  la  \itesse  el  de  l'élongation 
dans  un  mouvement  vil)ratoire  amorti. 

26.  Construire  les  diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses  d'un  mou- 
vement vibratoire  amorti,  dont  la  fréquence  est  de  6  vibrations  par 
seconde  el  dont  le  décrément  est  0,9.  Au  bout  de  combien  de  temps 
l'amplitude  est-elle  réduite  au  ,J^,  de  sa  valeur  initiale? 

•    27.  Etendre  la  règle  de  Fresnel  à  la  composition  de  deux  mouNcments 

vibratoires  amortis,  de  même  direction,  de  même  période  el  de  même 

décrément. 

« 

28.  ICtudierle  mouvement  résultant  des  deux  mouvements  piécédents, 
en  supposant  que  les  périodes  ne  sont  pas  égales,  mais  seulement  très 
voisines. 

29.  On  compose  deux  mouvements  vil)raloires  amortis,  de  décréments 
diflérenls  et  de  périodes  quelconques.  Montrer  qu'au  bout  d'un  temps 
suffisamment  long,  le  mouvement  résultant  se  réduit  sensiblement  a 
celui  des  mouvements  proposés  qui  a  le  plus  grand  décrément. 

f  Mettre  en  facteur  l'exponentielle  qui  a  le  [.lus  Ciiilile  expo-ant.) 
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30.  Composer  un  mouvemenl  vibratoire  simple  d'amplilude  i,  de 
f'ré(|uence  88  et  dirigé  suivant  Oj;-  avec  un  mouvemenl  vibratoire  simple 
de  même  fréquence,  d'am])lilude  0,82,  dirigé  suixant  une  droite  0-; 
inclinée  à  53°  sur  Ox  et  en  avance  sur  le  premier  de  -^  de  période. 

On  calculera,  en  particulier,  les  époques  où  le  mobile  passe  aux. 
sommets  de  la  trajectoire,  ainsi  que  les  coordonnées  de  ces  sommets. 

(Pour  avoir  les  époques  de  passage  aux  sommets,  écrire  que  la  vitesse 
est  perpendiculaire  à  l'accélération,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la 
vitesse  est  maximum  ou  minimum.) 

31.  Même  question  pour  trois  mouvements  dirigés  suivant  les  axes 
rectangulaires  Or,  Oj',  Oz  et  dont  les  amplitudes  et  phases  initiales 
respectives  sont  (i ,  o)  ;  (1 ,34,  36°)  ;  (0,78,  —  58°). 

32.  On  compose  deux  mouvemenls  vibratoires  simples  rectangulaires, 
dont  les  amplitudes,  phases  initiales  et  fréquences  sont  respectivement 
(2,  90°,  100)  et  (i,  o,  loi).  Construire  la  trajectoire  entre  les  époques  o 
et  0,01  ;  o,  12  et  o,  i3  ;  0,24  et  o,25. 

33.  Un  point  M  décrit  une  ellipse  suivant  la  loi  des  aires  par  rapport 
au  centre  et  à  la  vitesse  de  i  tour  par  seconde.  En  même  temps, 
l'ellipse  tourne  autour  de  son  centre  avec  la  vitesse  uniforme  de  i  tour 
[)ar  seconde.  Quel  est  le  mouvement  résultant  du  point  M  ?  (iMouvement 
circulaire  uniforme.) 

3i.  On  reprend  le  point  M  précédent  et,  sur  la  perpendiculaire  menée 
par  M  au  plan  de  l'ellipse,  on  considère  un  point  P  animé  d'un  mouve- 
ment vibratoire  simple  de  fréquence  2.  Quel  est  le  mouvement  résultant 
du  point  P?(\ibralion  elliptique.) 

35.  Un  point  M  vibre  sur  OX,  le  centre  de  la  vibration  étant  à  la 
distance  a  de  O,  l'amplitude  étant  ù  et  la  fréquence  i.  En  même  temps, 
OX  tourne  autour  de  O  avec  une  vitesse  uniforme  de  i  tour  par 
seconde.  I']tudierle  mouvement  résultant.  (La  trajectoire  est  un  limaçon 
de  Pascal.) 

3G.  Un  point  M  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme,  à  la 
vitesse  de  i  tour  par  seconde.  l'>n  même  temps,  le  centre  de  ce  cercle 
est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  elliptique  de  rré(|uence  i.  l'étudier 
le  mouvement  résultant.  Examiner  le  cas  particulier  où  le  plan  de  la 
vibration  ellipli(iue  coïncide  avec  le  plan  du  cercle,  ainsi  (|ue  le  cas  où 
cette  vibration  se  réduit  à  une  vibration  rectiligne  située  dans  le  plan 
du  cercle  ou  perpendiculaire  à  ce  plan.  [ 
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37.  Etudier  le  mouvement  résultant  de  deux  mouvements  vibratoires 
simples  de  directions  rectangulaires  et  dont  le  rapport  des  périodes  est  3 

2 

ou  bien  -•  (C/.  Exercice  résolu  n°  h-.) 

38.  Etudier  le  mouvement  résultant  de  deux  mouvements  vibratoires 
amortis,  de  même  période   et  de   même   décrément,  mais   de  directions 

Tï 

rectangulaires,  et  décalés  de  -  l'un  par  rapport  à  l'autre.  (La  trajectoire 

est  une  spirale  logarithmique,  parcourue  avec  une  vitesse  angulaire  uni- 
forme.) 

39.  Un  cercle  de  20'™  de  ravon  est  parcouru  par  un  point  M,  d'un 
mouvement  uniforme,  à  la  vitesse  de  800  tours  par  minute.  En  même 
temps,  le  cercle  est  animé  d'une  translation  uniforme,  suivant  une 
direction  perpendiculaire  à  son  plan  et  dont  la  vitesse  est  de  10"  par 
seconde.  Calculer  le  pas,  la  vitesse  et  l'accélération  du  mouvement 
résultant. 
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EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Calculer  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  Vaccélération  en 
coordonnées  polaires,  au  moyen  de  la  composition  des  mouvements. 

Soit  le  point  M  de  coordonnées  polaires  /•  et  9  par  rapport  aux  axes 
fixes  Ojry.  Nous  nous  proposons,  comme  au  n°  10,  de  calculer  les  com- 
posantes de   son  vecteur  vitesse  et  de  son  \ecteur  accélération  suivant 

7T 

les  axes  OXY,  d'angles  polaires  respectifs  9  el  9 -\ — '-•  Mais,  au  lieu  de 

suivre  une  méthode  directe,  nous  allons  nous  appuyer  sur  la  composition 
des  mouvements,  en  prenant  comme  mouvement  d"" entraînement  inter- 
médiaire le  mouvement  de  l'angle  OW  par  rapport  à  Oxy,  qui  est 
une  rotation,  de  vitesse  angulaire  oj  =:  9' . 

I*our  le  vecteur  vitesse,  le  résultat  est  immédiat.  La  vitesse  relative 
du  point  M  est  un  vecteur  porté  par  OX  et  de  mesure  algébrique  /'.  Sa 
vitesse  d'entraînement  est  un  vecteur  parallèle  à  OY  et  de  mesure  algé- 
brique /cj  = /•'5'.  La  vitesse  absolue  étant  la  somme  de  ces  deux  vec- 
teurs, on  retrouve  les  formules  du  n°  10. 

Passons  au  vecteur  accélération.  A  cet  effet,  nous  allons  nous  servir 

de  riiodograplie.  Nous  menons  le  vecteur  U/«  =  MV  et  il  nous  faut 
prendre  la  vitesse  du  point  m.  Pour  cela,  nous  appliquons  toujours  le 
théorème  de  la  composition  des  vitesses.  Les  coordonnées  relatives  de  m 
sont 

(i)  X  ==/•',         \  =  r9'. 

Les  composantes  de  sa  vitesse  relative  sont  donc 
(2)  X'=r",         \'=r9"^r'9'. 

Quant  aux   composantes  de  sa  vitesse  d'entraînement,   on   les  obtient 
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en  prenant  le  moment,  par  rapport  à  M,  du  vecteur  instantané  de  rota- 
tion, lequel  a  pour  composantes  sur  les  axes  OX,  OY  et  sur  Taxe  per- 
pendiculaire OZ 

(3)  P^=o,  y  =  o,  r  =  M^^O'. 

En  appliquant  les  formules  (6)  du  n"  37,  on  trouve  que  les  compo- 
santes de  la  vitesse  d'entraînement  sont 

(4)  ,.^,^^_Ç'Y:3r-./•9'^         v,^^e'X  =  6'r'. 

En  les  ajoutant  à  (2),  on  a  finalement  les  composantes  de  la  vitesse 
absolue  de  /«,  c'est-à-dire  du  vecteur  accélération  de  M  : 

(5)  ■/^=/-"-r&'%         y,=  r9"-^:ir'0'. 
On  retrouve  les  formules  (19)  du  n°  10. 

2.  Étudier  le  nioinement  plan  qui  résulte  de  la  composition  d\tne 
translation  circulaire  uniforme  arec  une  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  translation. 

Les  trajectoires  sont  des  courbes  cycloïdales  et  ont  été  étudiées  dans 
le  Chapitre  XXXIX  du  Tome  II;  nous  ne  nous  en  occuperons  pas.  Nous 
allons  simplement  étudier  la  distribution  des  vitesses  et  des  accéléra- 
tions. 

Soit  (l  la  trace  au  temps  t  de  l'axe  delà  rotation  et  soit  O  le  centre  du 
cercle  décrit  par  ce  point,  dans  la  translation.  Soient  r,)  la  vitesse  angulaire 
de  la  rotation  autour  de  C  et  00'  la  vitesse  angulaire  de  C  autour  de  O. 

—  -> 
Vitesses.  —    Nous   a\ons  à   composer  une   translation   de  vitesse  CW 

perpendiculaire  à   OC   et  égale  à  OC  X  co'.avec  une  rotation  de  vitesse 

angulaire   03   autour  de   C  {fig.  <^).   Nous  savons  (n°  k\)  qu'il  y  aune 

rotation  tangente,  dont  le  centre  I  est  le  centre  instantané  de  rotation. 

Son  vecteur  instantané  doit  être  équivalent  au  système  S  formé  par  le 

vecteur  Ci2  perpendiculaire  au  plan  du  mouvement  et  de  mesure  algé- 
brique '>)  et  par  le  couple  d'axe  CW .  C'est  donc  un  vecteur  équipollent 

à  Ci2  et  dont  l'origine  I  doit  être  telle  que  le  moment  résultant  de  S 
par  rapport  à  ce  point  soit  nul.  Autrement  dit,  on  doit  avoir 

(1)  CW-hCÎi,l  =  0. 

Comme  CW  est  perpendiculaire  à  CO,  I  doit  se  trouver  sur  CO.  Si 


CIXKMATIQIE   DU    COttPS   SOLIDi:.  43 

l'on  mesure  les  vecteurs  de([)  sur  la  demi-droile  déduite  de  OC  par  une 
relation  de  -\ — ^  autour  de  O,  cette  égalité  devient 


On  en  déduit 

(3) 


OC  X  w'  H-  Cl  X  OJ  =  o. 


Cl^COx  — . 

CiJ 


Cette  égalité  nous  donne  la  position  de  I.  Connaissant  ce  point,  la 
vitesse  d'un  point  M  quelconque  est  un  vecteur  M  V  perpendiculaire  à  IM 
et  égal  à  IM  x  oj.  (  D'une  manière  précise,  MYest  équipollent  au  vecteur 

déduit  de  IM  x  o)  par  une  rotation  de  ^^  —  autour  de  I. 

'i 

On  peut  aussi  arriver  à  ce  résultat  par  un  raisonnement  [)Ius  élémen- 
taire.  La  vitesse  relative  de  M   est  M\     perpendiculaire  à  CM  et  égal 

Fig.  9. 


à  CM  X  03.  Sa  vitesse  d'entraînement  est  C\V,  que  nous  menons  en  \'V. 

La  vitesse  absolue  est  la  somme  géométrique  MV  de  ces  deux  vecteurs. 

Menons   Ml    perpendiculaire  à   M\    et   soit    I  son    point  de  rencontre 

avec   OC.   Les  triangles   MCI   et  M\'\    sont  semblables,  comme  ayant 

leurs   côtés   perpendiculaires,  (^omme  le  vecteur  M\  '  se  déduit  du  vec- 
teur MC  par  une  rotation  de '-  suivie  d'une  homolhétie  dans  le  raji- 
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port  oj,  on  déduit  le  triangle  MV'N  du  triangle  iMCl  par  la  même  opéra- 
lion.  On  en  conclut  que  CI  se  déduit  de  Y' V  ou  de  CW  par  une  rolaiioii 
de   -!-  — }  suivie  d'une  homothétie   dans  le   rapport  — •   Comme  CW   se 


déduit  de   CO   par   une  rotation   de '-■,    suivie  d'une   homothétie   de 

^  2 

rapport  co',  on  a  l'égalité  géométrique 


(4) 


CI=  COx  -, 


(jui  n'est  autre  que  (3)  et  qui  nous  montre  que  l  est  fixe,  quel  que  soit 
le  point  INI  considéré. 

Si  nous  re\  enons  maintenant  à  nos  deux  triangles,  nous  en  concluons 

encore  que  M\   se  déduit  de  Ml  par  la  rotation  de '- ^  suivie  de  Tlio- 

mothétie  de  rapport  w.  Autrement  dit,  c'est  le  vecteur  vitesse  qu'aurait 
le  point  M  dans  une  rotation  de  vitesse  angulaire  w  autour  de  1. 

Comme  01  et  Cl  sont  constants,  les  lieux  de  1  sont  un  cercle  de  centre  O 
dans  le  plan  fixe  et  un  cercle  de  centre  C  dans  le  plan  mobile.  Si  l'on  se 
reporte  au  n"  42,  on  en  conclut  que  le  mouvement  proposé  peut  être 
engendré  par  le  roulement  du  second  cercle  sur  le  premier,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  appris  dans  le  Chapitre  XWIX  du  Tome  11. 

Accélérations.  —  Le  mouvement  d'entraînement  étant  une  transla- 
tion, nous  avons  le  droit  de  composer  les  accélérations  comme  les 
vitesses  (n°  16).  Les  rotations  étant,  d'autre  part,  uniformes,  les  accélé- 
rations relative  et  d'entraînement  sont  respectivement  équipollentes  aux 

\  ecteurs  w-.MG   et  c.:)'^.CO  (n"  38).   L'accélération  absolue  du  point  ]\1 
est  donc 


MC 


CO 


(  5  )  -M  y  =  0)^ .  M  c  +  oj'- .  CO  =  OJ - 

Considérons  le  point  J  défini  par 

(6)  ■      5=(^')œ. 

Légalité  (5)  peut  s'écrire 

(7  )  M  y  =  oj=  (  MC  -1-  GJ  )  =  f.)^ .  M  J . 

On  en  conclut  (ju'à  chaque  instant  la  distribution  des  accélérations 
est  la  même  que  dans  une  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  h) 
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et  de  centre  J.  Ce  point  J  s'appelle  centre  des  accélérations.  C'est  le 
seul  point  du  plan  qui  ait  une  accélération  nulle.  Tous  les  points  dont  le 
vecteur  accélération  a  une  grandeur  donnée  se  trouvent  sur  un  cercle 
de  centre  J. 

Si  l'on  compare  (6)  et  (4),  on  en  conclut  facilement  (jue  J  est  le  pied 
sur  OC  de  la  polaire  de  O  par  rapport  au  cercle  roulette. 

Cherchons  Taccéléralion  normale  du  point  M,  dans  le  cas  particulier 
où  il  décrit  une  épi-  ou  hypocycloïde^  c'est-à-dire  lorsque  CM  ^=:  Cl. 

Il  faut  projeter  le  vecteur  w-.MJ  sur  la  normale  MI.  Projetons  le  point  J 
en  J'.  L'accélération  normale  est  o)-.MJ'.  Or  MJ';=  MC -l-C'J'.  D'autre 
part,  le  triangle  CIM  étant  isoscèle,  on  a  MC'=:  -Ml.  Puis,  d'après  (6) 
et  (4).  nous  pouvons  écrire 

(8)  Ci=l'±\cO=('^\\'^,CV=--Ci. 
En  projetant  sur  MI,  nous  obtenons 

(9)  c'î'^  '-c\  =  —  m. 

Donc 

(10)  m'="^^^:^m; 

2Gl) 

1  I  .  ■!  ■        •  I  0)((jj'H-  (0  )  ~t 

donc,  le  vecteur  accélération  normale  est  MI. 

Si  P  désigne  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoiie,  on  en  déduit 

'^  "  P  ~     AÎP    ' 

d'où 

(II)  MP  =  oMl ^=:2M^. \ 


Si  Ton  se  rappelle  que—  =  — ^ ,  il  serait  facile  de  mettre  celte  for- 
'''         CO 
mule  sous  la  forme  (20)  du  n°  51)7  du  Tome  11. 

3.  Etudier  le  mouvement  d'une  bielle. 

Soit    une    bielle   AB    {Jii,'.    10),   de   longueur    /,    articulée  en  A  à    une 
manivelle   OA,   de  longueur  R  et,  en  B,  à  une  tige  guidée  suivant  Ox, 
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On  supjiose  que  la  manivelle  tourne  aulour  de  O  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  w  et  l'on  se  propose  d'étudier  le  mouvement  de  la  bielle, 
mais  plus  particulièrement  du  point  B,  qui  transmet  son  mou\ement  à 
la  tige  guidée. 

Le  centre  instantané  de  rotation  1  se  lrou\e  sur  le  rayon  OA,  qui  est 
la  normale  à  la  trajectoire  de  A,  et  sur  la  perpendiculaire  menée  par  B 
à  Os:,  qui  est  la  normale  à  la  trajectoire  de  B.  Ayant  ce  point  I, 
nous  savons  que   les   vitesses  des  difFérents  points  de  la  bielle  sont  les 

Fi<r.  ic. 


mêmes  que  si  celte  dernière  tournait  autour  de  1.  Or,  nous  connaissons 
la  vitesse  de  A,  qui  est  Rco.  On  peut  en  déduire,  par  exemple,  la  vitesse 
angulaire  instantanée  de  la  bielle.  Si  w'  désigne  celte  vitesse,  la  vitesse 
du  point  A  est  lA  x  <■»)';  mais  elle  estaus^i  OA  x  co.  En  égalant  ces  deux 
quantités,  nous  obtenons 

^   '  l.-V 


On  peut   transformer  cette   expression,   en   prenant  le  point  de   ren- 
contre  G  de   BA    avec   O7'  et  remarquant  que   les  deux   triangles   lAB 

et  OAC   sont  semblables,  de  sorte  que  -_  _J__  .  ]'o,iant  dans  (i) 

I A  1",,V 

il  vient 

(2)  0)'=  j  X  LA——  -AL, 


AC^  étant  mesuré  sur  la  droite  BA  orientée  de  B  vers  A. 

La  vitesse  angulaire  de  la  bielle  est  donc  constamment  proportion- 
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nelle  à  ACÎ.  Elle  a  le  même  signe  que  celle  de  la  manivelle,  tant  que  A 
décrit  la  demi-circonférence  DfC'D'  et  le  signe  contraire  quand  A 
décrit  D'ED.  Elle  s'annule  quand  A  passe  en  D  et  en  D'.  Ces  derniers 
résultats  étaient  d'ailleurs  faciles  à  pré\oir. 

Cherchons  la  vitesse  du  point  B.  Elle  est  égale  à 

TIT  /  m  ^ 

—  I  li  X  r,/  ^z  —  1  B  X  w  X  -^^  • 

lA 

Mais,  d'après  la  similitude  des  triangles  lAB  et  OAC,  on  a 

ÎB    _  _0C  _ 

en  portant  dans  l'expression  ci-dessus  de  la  vitesse  de  B,  on  trouve  que 
cette  dernière  peut  s'écrire 

(3)  (P  =—  OC    X    '^U 

Celte  formule  peut  s'interpréter  en  disant  que  la  vitesse  du  point  B 
est  êquipollente  à  la  vitesse  qu'aurait  le  point  C,  s'il  était  invariable- 
ment lié  à  la  manivelle. 

Cette  vitesse  s'annule  quand  C  vient  en  0,  c'est-à-dire  quand  A  passe 
en  l>  ou  en  E'  ou,  comme  on  dit,  par  les  points  morts. 

On  peut  aussi  songer  à  chercher  le  maximum  de  OC,  afin  d'en  déduire 
le  maxinuim  de  vitesse  de  B  ;  mais  cette  question  n'est  pas  simple  et 
conduit  à  une  équalion  du  troisième  degré. 

Le  mouvement  du  point  B  est  un  mouvement  oscillatoire  périodique, 
dont  la  période  est  la  durée  d'un  tour  complet  de  manivelle,  c'rst-à-dire 

T  =  — '- '  Cherchons  l'équation  de  ce  mouvement,  c'est-à-dire  l'expres- 

sion  de  l'abscisse  .r  de  B  en  fonction  du  temps  ou.  ce  qui  revient  au 
même,   en  fonction  de  l'angle  polaire  a  =  w  ^  de  A.  Appelons  'jj  l'angle 

(bA,  BOJ  =  \AB,  Oj:  j.  En  projetant  le  contour  OAB  sur  O.r,  nous 
avons 

(4)  X  =z  Rcosu  ^r- 1 coso. 

Reste  à  calcnler  o  en  fonction  de  u.  Si  nous  appliquons  la  relation  des 
sinus  au  triangle  ABO,  nous  avons 

si  no        sin« 

C)  .'"ir  =  -r- 

Les  formules  (4)  et  (5)  résolvent  la  question. 
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On  peut  en  déduire,  par  exemple,  la  vitesse  de  B  et  retrouver  la  for- 
mule (3).  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  ce  calcul  facile.  Nous 
allons    plutôt    cherclier    à    calculer    une    expression   plus   simple,    mais 

approchée  de  a-,  en  nous  appuyant  sur  ce  fait  que  le  rapport  e  =  — •  est 

toujours  assez  petit  et  ne  dépasse  guère,  dans  la  pratique,  la  valeur-- 
L'équation  (5)  nous  donne 

sincp  ^=  e  sin  u  ; 
d'où 

1 

coso  =  (i —  c^  sin-j«)-. 
Développons  le  second  membre  par  la  série  du  binôme,  en  négligeant 

025/ 


les  termes  en  e''  et  de  degré  supérieur  (si  e=z  -^  e"*  =  - —   i 


—  e-  sur //  =z  1 { I  —  cos  'i  «). 

2  4 


Portant  dans  (4),  il  \ient 

(6)  JC  =  il  l  —   —    |-t-R(  cos  «  +  y  cos  2  11 

\       4  y        \  A 

On  \oil  qu'avi;c  celte  approximation  le  mouvement  du  point  B  résulte 
de     la    superposition     de    deux    mou\emenls     vibratoires    simples,    de 

périodes  T  et  — •  Le  centre  du  mouvement  a  pour  abscisse  /(  i  ■ —  7"  )  j 

il  est  sensiblement  à  une  distance  de  O  égale  à  la  longueur  de  la  bielle. 

Le  second  harmonique  a   une  amplitude  qui  est  dans  le  rapport  y  avec 

l'amplitude  du  premier.  Ce  rapport  est,  dans  la  pratique,  de  l'ordre 
de  -^  el  l'on  ne  commet  pas  une  bien  grosse  erreur  en  réduisant  le  mou- 
vement à  son  premier  harmonique.  Gela  re\ient  à  admettre  q\ie  le  mou- 
vement de  la  tige  est  identique  au  mouvement  \  ibratoire  simple  que 
possède  la  piojection  de  A  sur  O.r. 

Avec  la  formule  (6),  la  vitesse  et  l'accélération  de  B  deviennent 

(7)  tr  =  — Roj  sin  «  (i  H- e  cos//), 

(8)  y  =3 —  ]\f,r  (cos M  -^-  e  cos  2  «)  =  —  Ko)-|  cos//  -\-  e{2  cos^  //  —  i)]. 

Le  trinôme  en  cos«  qui  se  trouve  dans  le  crochet  de  y  s'annule  jxmr 
une  seule  valeui-,  comprise  entre  o  et  i  et  dont  le  dé\  eloppement  suivant 
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les  premières  puissances  de  e  est 

(9)  cos//i=:e(i — ne^). 

Cette  formule  donne  la  position  de  la  manivelle  qui  correspond  au 
maximum  de  vitesse  de  la  tige.  En  portant  dans  (7),  on  a  la  valeur  de  ce 
maximum  : 

(10)  "1=  W'iA  I  H 

4.  On  considère  deux  disques  plans  limités  par  les  courbes  G  et  C, 
pouvant  tourner  respectivement  autour  des  points  fixes  O  et  O'  et 
assujettis  à  rester  constamment  en  contact.  Calculer  le  rapport  de 
leurs  vitesses  angulaires,  ainsi  que  la  vitesse  de  glissement  d'un  disque 
sur  l'autre. 

Soit  M  le  point  de  conlacl  des  deux  courbes  C  et  C  au  temps  t.  La 
vitesse  de  ce  point  par  rapport  à  C  et  sa  vitesse  par  rapport  à  G'  doivent 
être  toutes  deux  dirigées  suivant  la  tangente  commune  MT.  Si  l'on 
applique  le  théorème  de  la  composition  des  vitesses,  on  en  conclut  cjue 

la  vitesse  d'entraînement  MG,  dans  le  mouvement  de  G'  par  rapport  à  C, 
par  exemple,  doit  être  aussi  dirigée  suivant  cette  tangente,  et  c'est  pré- 
cisément celte  vitesse  que  l'on  appelle  la  vitesse  de  glissement  de  G' 
sur  G. 

Pour  trouver  le  vecteur  MG,  nous  devons  considérer  le  mouvement 
de   G'  par  rapport   à   G.  Ge   mouvement  est   un   mouvement  plan,  dont 

nous  allons  chercher  le  vecleur  instantané  de  rotation  £2.  A  cet  effet, 
remarquons  que  si  l'on  compose  le  mouvement  absolu  de  G  avec  le 
mouvement  de  G'  par  rapport  à  G,  on  doit  trouver  le  iiioii\ement  absolu 

de  G.  Il  s'ensuit  que  le  vecteur  o',  d'origine  O',  doit  être  équivalent  au 

système  formé  par  le  vecteur  w,  d'origine  U,  et  par  le  \ecteur  inconnu  i^. 

Autrement  dit,  ce  vecteur  il  doit  être  la  résultante  des  deux  vecteurs  (.)' 

et  — oj.  Il  a  donc  pour  origine  le  point  A  de  0C>'  tel  ({ue 

ÂÔ         0)' 


U) 


AO'         f-J 


en  outre,  il  doit  avoir  pour  mesure  algébrique  f>>' — o)  sur  la  perpendi- 
culaire   au    plan    de    figure,    (jue    nous    avons    implicitement    supposée 
Haag.  —  Exercices,  III.  l 
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orientée  dans  un  sens  ([tielconque.  Ceci  rc.vicnl  i\  dire  que  le  mouvement 
de  C  par  rapport  à  C  donne  lieu  à  la  même  distribution  des  vitesses 
qu'une  rotation,  de  vitesse  angulaire  (>/ ■ — o),  s'edectuant  autour  du 
point  A,  dt'terminé  par  (i). 

Gela  étant,  pour  que  la  vitesse  d'entraînement  MG  de  M  soit  dirigée 
suivant  MT,  il  faut  et  il  suffit  que  A  se  trouve  sur  la  normale  com- 
mune MN.  Nous  arrivons  donc  à  la  règle  suivante  : 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  donnée  à  chaque  instant,  par 
la  formule  (t),  où  A  désigne  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  des 
centres  00'  avec  la  normale  commune  MN  auor  deux  disques. 

Quant  à  la  vitesse  de  glissement  G,  elle  est  due  à  la  rotation  aulour 
de  A;  elle  est  donc  donnée  par  h»  formule 

(2)  G  =  A.M.^Oj_r„). 

Il  est  bien  entendu  que.  dans  tout  ceci,  les  vitesses  angulaires  <,)  et  m 
sont  algébriques.  Elles  sont  tle  même  signe,  c'est-à-dire  que  les  deux 
disques  tournent  dans  le  même  sens,  si  la  normale  MN  passe  à  l'exté- 
rieur du  segment  OU'.  Les  deux  disques  tournent,  au  contraire,  dans 
des  sens  opposés,  si  M\  passe  entre  O  et  O'.  Dans  ce  dernier  cas,  les 
vitesses  angulaires  s'ajoutent  en  valeur  al)solue,  dans  l'expression  {•?.) 
de  la  vitesse  de  glissement. 

Pour  que  le  /apport  des  vitesses  angulaires  reste  constant,  il  faut 
et  il  suffit  que  A  reste  fixe  sur  OO  .  Par  rapport  aux  plans  des  deux 
disques,  il  décrit  alors  des  circonférences,  de  centres  respectifs  O  et  O'. 
Dans  le  mouvement  de  C  par  rapport  à  (],  la  deuxième  circonférence 
roule  sur  la  première.  Autrement  dit,  les  mouvements  des  deux  disques 
sont  ceux  que  réalisent  deux  roues  :lentées,  de  centres  O  et  O',  engre- 
nant l'une  avec  l'autre  et  dont  les  circonférences  primitives  sont  tan- 
gentes en  A.  Les  courbes  C  et  G'  constituent  deux  profils  conjugués 
(n"  4-3),  pouvant  servir  de  profils  aux  dents  de  l'engrenage. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  de  cosinus  directeurs 
(rt,  h^  c)  avec  la  vitesse  angulaire  o).  Galculer  les  composantes,  suivant 
les  axes  de  coordonnées,  du  vecteur  vitesse  du  point  M(.r,  y,  z). 
[Appliquer  les  formules  (6)  du  n°  37.] 

2.  lùudier  la  composition  des  accélérations,  dans  le  cas  où  le  mouve- 
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ment  d'entraînement  est  une  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe. 
I  l^rendre  l'axe  de  la  rotation  pour  axe  des  -:  du  Irièdre  mobile  O^ry;;. 
Si  (-r,  >',  z)  sont  les  coordonnées  relatives  du  point  M,  les  coordonnées 
du  point  m  qui  décrit  Thodoi^raphe  sont 


X  r=  ce' —  ojy 


y 


r,)jC, 


Z  =  z'. 


Calculer  les  composantes  de  sa  vitesse  suivant  les  axes  mobiles,  en  lui 
appliquant  les  mêmes  formules,  déduites  du  théorème  de  la  composition 
des  vitesses  et  du  théorème  du  n°  37.  On  trouve,  en  interprétant  les 
formules  ainsi  obtenues,  que  l'accélération  complémentaire  (n°  16) 
est  le  double  du  vecteur  vitesse  d'entraînement  que  posséderait  le 
point  P(j?  ,  y',  ;  ),  extrémité  du  vecteur  équipollent  à  la  vitesse  relative 
de  M,  mené  par  O.] 

3.  Ln  volant  tourne  à  la  vitesse  de  i5o  tours  par  minute.  Calculer 
l'accélération,  en  unités  C.  O.S.,  d'un  point  situé  à  3""  de  l'axe.  Com- 
parer celte  accélération  avec  l'accélération  de  la  pesanteur, 

k.  Une  turbine  centripète  est  constituée  par  une  série  d'aubes  telles 
que  AA    {Ji^^.  ii))  faisant  les  angles  a  et  a'  avec  les  circonférences  e.xté- 

Fic.    II. 


rieure  C  et  intérieure  C.  L'eau  qui  traverse  cette  turbine  est  amenée 
en  A  par  un  distributeur,  dont  l'aube  DA  fait  l'angle  b  avec  C.  Soit  i'  la 
vitesse  d'arrivée  de  l'eau.  Soient  R  et  R'  les  rayons  de  C  et  de  C  et  co  la 
vitesse  angulaire  de  la  turbine.  Quelle  doit  être  celte  vitesse  pour  que 
l'eau  pénètre  dans  la  turbine  sans  choc  contre  les  aubes?  (Cela  veut  dire 
que  la  vitesse  de  l'eau  par  rapport  à  la  turbine  doit  être  dirigée  tangen- 
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liellement  à  laube  AA'.)  On  suppose  que  la  vitesse  radiale  de  sortie  est 
dans  un  rapport  connu  k  avec  la  vitesse  radiale  d'entrée.  Calculer  (juel 
doit  être  l'angle  a'  pour  que  récoulement  de  Teau  à  la  sortie  se  fasse 
radialenient,  c'est-à-dire  suivant  le  ravon  A'O.  Examiner  le  cas  parti- 
culier où  a  est  un  angle  droit. 
Application  numérique  : 

h  =  20°.         a  =  90°,         (•  =  8"^ ,  5o  :  sec. 
R  =  2R'=o'",6o,         A- =  2. 

Calculer  la  vitesse  de  la  turbine  en  nombre  de  tours  par   minute.   (On 
trouve  environ   \9-  tours  par  minute  et  un  angle  de  sortie  égal  à  55"^.) 

0.  Une  droite  OX  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  du  point 
fixe  O.  Un  point  M  décrit  en  môme  temps  cette  droite  d'un  mouvement 
uniforme.  Etudier  le  mouvement  absolu  de  ce  point.  Chercher  la  tra- 
jectoire, le  vecteur  vitesse,  rhodoL;raphe,  le  vecteur  accélération. 
(L'hodographe  peut  se  déduire  d'une  développante  de  cercle  en  prenant 
le  svmélrique  de  chaque  point  par  rapport  au  centre  de  courbure.  Le 
vecteur  accélération  peut  être  obtenu  au  moven  de  l'hodographe  ou  bien 
au  moyen  de  l'Exercice  n°  2.) 

G.  Quel  est  le  lieu  des  points  qui  ont  une  \  itesse  ou  une  accélération 
de  grandeur  donnée  dans  un  mouvement  hélicoïdal? 

7.  Reprendre  l'Exercice  résolu  n°  2,  en  remplaçant  la  translation  cir- 
culaire par  une  translation  rectiligne  et  uniforme.  Quels  sont  les  liodo- 
graphes  des  différents  points  du  plan?  (Cercles  concentriques.) 

8.  Un  point  M  est  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  d'axe  A.  l'Audier 
le  mouvement  de  sa  projection  oblique  sur  un  plan  j)erpendiculaire 
à  A.  (Se  ramène  au  mouvement  de  l'exercice  précédent.) 

0.  L  liiilice  d'un  navire  fait  iio  louis  parininute.  Son  pas  est  de  5'"  ,5(). 
Le  recul  est  de  10  pour  100  (c'est-à-dire  que  l'avancement  du  navire 
est  inférieur  de  10  pour  100  à  ce  qu'il  serait  si  l'hélice  pouvait  être 
assimilée  à  une  vis  de  même  pas  se  vissant  dans  son  écrou).  Calculer  la 
vitesse  du  navire  en  kilomètres  à  l'heure  et  en  nœuds.  (Le  nœud  est  la 
vitesse  de  i  mille  marin  par  heuie;  le  mille  marin  vaut  i855'".) 

10.  Une  roue  dentée  de  iv.*^'"  de  ravon  et  de  T)»,  dents  engrène  avec 
une  vis  sans  fin.  Quel  doit  être  le  pas  de  celte  vis  et  quel  est  le  rapport 
des  vitesses  angulaires  de  la  roue  et  de  la  vis? 


CINÉMATIQUE    DU    CORPS    SOLIDK.  53 

10  bis.  Une  vis  V  porte  deux  filetages  de  pas  A  et  /.'.  Le  premier  file- 
tage est  engagé  dans  un  écrou  fixe  E  et  le  deuxième  dans  un  écrou  E', 
qui  peut  glisser  le  long  de  Taxe,  mais  ne  peut  pas  tourner.  De  combien 
avance  E'  par  tour  de  vis?  (A"  —  A'.  En  prenant  des  pas  très  voisins,  on 
peut  obtenir  un  mouvement  très  lent.) 

11.  Un  corps  solide  est  animé  d'un  mouvement  liélicoïdal.  (D'après 
le  n°  45,  on  pourrait  supposer  un  mouvement  quelconque.)  On 
considère,   à   l'instant   t,  un   point  M  de  ce  corps  solide  et  son  vecteur 

vitesse  M\. 

i"  Lieux  de  V  et  de  la  droite  MV  quand  M  décrit  une  droite  donnée  D 
{Cf.  t.  il.  Exercice  résolu  n°  i  du  Chapitre  VIIL) 

2°  Lieu  de  M  tel  que  la  droite  MV  passe  par  un  point  donné.  (Cf. 
t.  II,  Exercice  proposé  n°  33  du  Chapitre  \  III.) 

12.  Démontrer  les  propriétés  suivantes  du  mouvement  hélicoïdal  (ou, 
d'après  le  n°  io,  du  mouvement  le  plus  général)  d  un  corps  solide. 

1°  Les  vitesses  des  dilTérents  points  d'une  droite  D  ont  même  projec- 
tion sur  celte  droite.  Cas  où  cette  projection  est  nulle; 

2°  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  dillerents  points  de  D 
passent  par  une  même  droite  D'.  Cas  où  les  droites  D  et  D'  sont  con- 
fondues ; 

3°  Dans  tout  plan  P  entraîné  par  le  corps  solide,  il  v  a  un  point  M 
dont  la  vitesse  est  perpendiculaire  à  P, 

(Ces  propriétés  sont  la  traduction  cinématique  de  propriétés  connues 
de  la  théorie  des  vecteurs.  Cf.  t.  II,  n°^  llo,  l'26,  1:^5.) 

13.  Une  sphère  S  est  animée  d'un  mouvement  hélicoïdal  autour  d'un 
axe  passant  par  son  centre.  Trouver,  sur  elle,  une  courbe  qui  soit  ortho- 
gonale aux  trajectoires  de  tous  ses  points.  (Les  tangentes  à  cette  courbe 
doivent  appartenir  à  un  complexe  linéaire.  Cy.  t.  II,  Chap.  XIV,  Exercice 
résolu  n°  k.) 

\ï.  Reprendre  l'Exercice  n°  5,  en  supposant  que  la  droite  <  )X  tourne 
autour  d'un  axe  O-,  qui  ne  lui  est  pas  perpendiculaire. 

l.'i.  <  )n  reprend  l'exercice  précédent  et  l'on  detnande  de  déterminer  le 
mouvement  de  OX  pour  que  la  vitesse  absolue  de  M  soit  constante. 

16.  Démontrer  le  théorème  de  Savary  (t.  Il,  Cliap.  XXXIX,  Exercice 
résolu   n"    1)    par   la   composition  des    rotations.    [Soient    C   la    courbe 
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base,  C  la  courbe  roulelle,  1  leur  poiut  de  contact,  1  .r  la  tani^enle 
et  1  )'  ia  normale.  Soient  maintenant  A  et  A'  les  deux  profils  con- 
jugués, liés  invariablement  le  premier  à  C,  le  second  à  C.  Soit  M 
leur  point  de  contact,  MX  la  tangente  et  MY  la  normale.  Soient  enfin 
O,  O',  P,  P'  les  centres  de  courbure  de  C,  C,  A,  A'.  11  faut  prouver  que 
les  droites  OP  et  O'P' se  coupent  en  un  point  N.  situé  sur  la  perpen- 
diculaire IN  à  IM.  A  cet  efl'et,  on  considère  le  mou\ement  de  XAH  par 
rapport  à  ccly  comme  pouvant  être  obtenu  indifféremment  par  l'une 
ou   l'autre  des   compositions   représentées   par  les   égalités   symboliques 

(n"  13)  : 

(XMY,  xly)  =  (XMV,  A)  +  (C,  a^\y), 

(XMY,  .rlj-)  =  (XMY,  A')  +  (C',  .ri/). 

On  en  déduit,  par  la  composition  des  vecteurs  instantanés  de  rotation 
(n°  46),  que  le  point  N  doit  être  le  centre  instantané  de  rotation  du 
mouvement  des  premiers  membres.  Mais,  on  sait  que  MY  passe  par  I 
(  n"  ï'2):  on  en  conclut  (n°4-2,  théorème  11)  que  N  se  trouve  sur  la  perpen- 
diculaire à  cette  droite  menée  par  1.] 

17.  On  donne,  dans  un  même  plan,  deux  manivelles  OA  et  O'A',  qui 
peuvent  tourner  respectivement  autour  de  O  et  de  O'.  Elles  sont  reliées 
par  une  bielle  AA'.  Démontrer  que  le  rapport  de  leurs  vitesses  angu- 

'        "rTT 

lalres —  =  ,  B    désignant   le   point  de   rencontre   de   00'   avec   la 

w  BO' 

bielle.  En   déduire   les  points  morts  de  O'A'  (c'est-à-dire  les  positions 

de  vitesse  nulle),  dans  l'hypotlièse  où  Ton  a  les  inégalités  suivantes  : 

OA<0'A',         AA'<00',         0'A'-OA>00'— AA'. 

(Pour   trouver   le   rapj)ort  des  vitesses  angulaires,  on  peut  se  servir 

des  vitesses  des  points  A  et  A',  comme  dans  l'Exercice  résolu  n°  3;  on 
appliquera,  en  outre,  le  théorème  de  Ménélaiis  au  triangle  100'  coupé 
par  la  transversale  ABA'.  (Jn  peut  aussi  considérer  le  mouvement 
de  O'A'  par  rapport  à  OA  et  chercher  son  centre  instantané,  en  prenant 
comme  système  de  référence  intermédiaire  d'abord  AA'.  puis  00'.  On 
trouve  ainsi  que  ce  centre  doit  être  sur  AA'  et  qu'il  doit  diviser  00' 

dans  le  rajipoi  t  —  I 

18.  On  reprend  l'Exercice  résolu  n°  2.  Quel  est,  à  l'instant  /,  le  lieu 
des  points  M  qui  sont  point  d'inflexion  sur  leur  trajectoire?  (Cercle  de 
diamètre  IJ.  ) 
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19.  Une  tige  00'  tourne  autour  de  O  avec  une  vitesse  angulaire  ok 
Une  autre  tige  O'M  tourne  autour  de  O',  avec  la  vitesse  angulaire  nui-, 
par  rapport  à  00'.  Etudier  le  mouvement  absolu  de  cette  seconde  tige, 
en  utilisant  la  composition  des  rotations  (n°  VG).  Cas  particuliers /iz= — i 
et  «  := —  2.  {Cf.  Exercice  résolu  n°  2.) 

20.  Un  train  d'engrenages  est  constitué  de  la  manière  suivante  :  On 
a  n  axes  parallèles,  dont  chacun  porte  deux  roues  dentées  de  rayons 
différents,  la  plus  petite  étant  appelée  pignon.  Chaque  pignon  engrène 
avec  la  grande  roue  de  Taxe  précédent.  Calculer  le  rapport  entre  les 
vitesses  angulaires  du  dernier  ot  du  premier  axe.  (Ce  rapport  s'appelle 
la  raison  du  train.) 

21.  Deux  roues  dentées  C  et  C,  de  ravons  R  et  R',  sont  montées 
folles  sur  le  même  axe  O.  Un  satellite  S,  de  diamètre  R' —  R,  engrène 
extérieurement  avec  C  et  intérieurement  avec  C  Calculer  la  relation 
qui  existe  entre  les  vitesses  angulaires  w  et  w'  de  C  et  de  C  et  la  vitesse 
angulaire  a  de  la  pièce  porte-satellite  (qui  peut  tourner»  librement 
autour  de  O).  Oue  se  passe-t-il  quand  on  fixe  Tune  des  roues  ou  bien  le 
porte-satellite,  ou  quand  on  rend  solidaires  deux  quelconques  de  ces 
trois  pièces?  (Considérer  les  mouvements  par  rapport  au  porte-satellite 
et  écrire  que  les  vitesses  des  deux  points  de  contact  de  S  avec  C  et  C 
sont  des  vecteurs  opposés.  On  trouve 

Rw  +  RV.j' 


R  +  IV 


Ce  dispositif  est   fréquemment    employé  dans  l'industrie,  entre  autres 
dans  certains  changements  de  vitesse  de  bicyclette.) 

22.  Une  roue  dentée  C,  de  rayon  R,  peut  tourner  autour  de  son 
centreO  avec  une  vitesse  angulaire  a.  Un  satellite  C,  de  rayon  R'=/nR, 
roule  extérieurement  sur  C.  Soit  A  son  centre  et  soit  b  la  \itesse  angu- 
laire de  OA.  Une  manivelle  AB  est  solidaire  de  C.  Elle  est  articulée 
en  R  avec  une  bielle  BD,  de  longueur  égale  à  0.\,  laquelle  est  articulée 
en  D  avec  une  autre  manivelle  OD,  égale  et  parallèle  à  AB,  mobile 
autour  de  0  et  de  vitesse  angulaire  c.  Trouver  la  relation  qui  existe 
entre  les  trois  vitesses  angulaires  «,  6,  c.  Que  devient  cette  relation 
quand  on  fixe  lune  des  trois  pièces  C,  OA,  OD? 

[La  vitesse  angulaire  de  OD  est  [la  même  cjue  celle  de  S.  On  ramène 
le  cas  général  à  celui  où  OA  est  fixe  et  l'on  trouve 

a  —  b  -\-  m{c  —  /^ )  z=  c] 
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23.  Reprendre  l'exercice  précédent,  en  intercalant  entre  C  et  G'  un 
satellite  auxiliaire  G".  (G"  a  pour  unique  efl'et  de  renverser  le  sens  de 
rotation  de  G'  par  rapport  à  OA;  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  m 
dans  la  formule  précédente.  Dans  le  cas  où  la  roue  G  est  fixe,  on  a 

c I 

b  ni 

On  peut  faire  tourner  OD  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  suivant  que  H' 
est  plus  petit  ou  plus  grand  que  R.  Si  les  deux  roues  sont  égales, 
OD  reste  immobile.  Si  les  deux  roues  ont  des  rayons  très  voisins,  on  peut 
obtenir  une  rotation  très  lente  de  OD,  c'est-à-dire  une  très  grande 
démultiplication  entre  les  vitesses  de  OA  et  de  OD.) 

2i.  Deux  roues  dentées  égales  A  et  A'  sont  montées  folles  sur  le 
même  axe.  Une  pièce  M  tourne  autour  de  cet  axe  avec  la  vitesse  angu- 
laire cj.  Elle  porte  les  axes  de  deux  satellites  S  et  S'  également  fous  et 
eng'-enant  extérieurement  entre  eux,  S  engrenant  en  outre  extérieure- 
ment avec  A,  et  S'  avec  A'.  Démontrer  que  la  somme  des  vitesses  angu- 
laires des  deux  roues  est  égale  à  20).  (Se  ramener,  parla  composition 
des  vitesses  angulaires,  au  cas  où  .M  est  fixe;  les  deux  roues  tournent 
alors  avec  la  mêmi»  vitesse,  en  sens  contraire.  Ge  dispositif  porte  le  nom 
de  difjéreriLiel.) 

25.  Soient  deux  courbes  planes  G  et  G',  qui  roulent  l'une  sur  l'autre 
et  soit  lo  leur  point  de  contact  initial.  On  prend  une  troisième  courbe 
plane  B  quelconque  et  on  la  fait  louler  successivement  sur  (j  et  G',  en 
faisant  coïncider,  dans  les  deux  cas,  le  même  point  de  B  avec  Iq.  Un 
point  V  invariablement  lié  à  B  décrit,  de  la  sorte,  une  courbe  A  dans  le 
plan  de  G  et  une  courbe  A'  dans  le  plan  de  G'.  Démontrer  que  ces  deux 
courbes  sont  deux  profils  conjugués  (^  n°  43).  (Si  l'on  fait  rouler  simulta- 
nément G'  sur  G  et  B  sur  G',  B  roule  aussi  sur  G.  Si  I  désigne  le  point 
de  contact  commun  au  temps  /,  la  droite  II*  est,  à  cet  instant,  normale 
en  P  à  A  et  à  A';  donc  ces  deux  courbes  sont  tangentes.  Gel  artifice  est 
employé,  dans  le  tracé  des  engrenages,  sous  le  nom  de  méthode  des 
épicycloïdes.) 

26.  Appliijuer  la  méthode  précédente,  en  supj)Osant  que  G,  G'  et  B 
sont  des  cercles.  Gas  où  B  est  deux  fois  plus  petit  que  G'  et  roule  inté- 
rieurement sur  lui  (A'  est  un  diamètre  de  G';  on  obtient  un  engrenage 
à  firmes  rectilignes).  Gas  où  B  se  confond  avec  (>'  (A'  se  réduit  à  un 
point;  on  obtient  Vengrenage  à  lanterne). 
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27.  Soient  deux  circonférences  C  et  C,  qui  tournent  autour  de  leurs 
centres  respectifs  O  et  O',  supposés  fixes,  en  roulant  l'une  sur  l'autre. 
Far  leur  point  de  contact  I,  menons  une  droite  fixe  ID  et  soient  B  et  R' 
les  circonférences  tangentes  à  cette  droite  et  de  centres  respectifs  O 
et  O'.  On  suppose  que  B  est  solidaire  de  C  et  B'  de  C.  On  imagine,  en 
outre,  que  la  droite  D  glisse  sur  elle-même,  de  manière  à  rouler  sans 
glissement  sur  B'.  Montrer  qu'elle  roule,  en  même  temps  sur  B.  (Gela 
revient  à  montrer  que  les  vitesses  d'entraînement  des  points  de  contact  M 
et  jM'  de  H  et  B'  avec  D  sont  égales,  ce  qui  est  évident,  car  elles  sont 
dans  un  même  rapport  avec  la  vitesse  de  I.)  En  déduire  que  les  dévelop- 
pantes des  deux  cercles  B  et  B'  qui  sont  issues  d'un  même  point  P 
de  D  constituent  deux  profils  conjugués.  {Engrenages  à  développantes 
de  cercle.)  , 

28.  Deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet  O  tournent  autour  de 
leurs  axes  respectifs  supposés  fixes,  en  roulant  sans  glissement  l'un  sur 
l'autre.  Calculer  le  rapport  de  leurs  vitesses  angulaires.  (Rapport 
inverse  des  sinus  des  demi-angles  au  sommet.  On  peut  écrire  que  la 
vitesse  d'un  point  de  la  génératrice  de  contact  est  la  même  sur  les  deux 
cônes.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  difîerence  géométrique  des  deux 
vecteurs  instantanés  de  rotation  doit  être  dirigée  suivant  la  génératrice 
de  contact.  Cette  liaison  est  réalisée  matériellement  par  les  engrenages 
coniques.  Les  cônes  précédents  sont  alors  appelés  les  cônes  primitifs.) 

29.  Deux  roues  dentées  coniques  A,  de  ravon  a  et  A',  de  rayon  a', 
sont  montées  folles  sur  le  même  axe  0\.  Leurs  cônes  primitifs  ont  pour 
sommet  commun  O.  Deux  autres  roues  B,  de  rayon  h  et  B',  de  rayon  b\ 

Fig.    12. 


sont  montées  folles  sur  l'axe  0^  ,  mais  sont  solidaires  l'une  de  lautre. 
Leurs  cônes  primitifs  ont  encore  pour  sommet  O.  En  outre,  B  engrène 
avec  A  et  B'  avec  A'.  On  fait  tourner  OV  autour  de  OX  a\ec  une  vitesse 
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angulaire  p.  Soient  a  et  c/J  les  vitesses  de  A  et  de  A',  Chercher  la  rela- 
tion qui  existe  entre  ces  trois  vitesses.  (  Se  ramener  au  cas  oii  OY  est 
immobile.  On  trouve 


«-? 


h 


,    a'— [3        b'  ^  a 

30.  Que  devient  la  formule  de  IVxercice  précédent  quand  les  roues  A 
et  A'  sont  de  part  et  d'autre  de  O?  (Changer  le  signe  du  rapport.)  Cas 
où  elles  ont,  en  outre,  même  cône  primitif.  (On  a  a  +  a'=;^(3.  C'est  ie 

Fis.  '3. 


X 

A 

/] 

/ 

B 

/ 

/B' 
1 

1 

1 

1 

1 
1 

/ 

\ 
\ 

\ 
\ 

* 

1 

1 

\ 
\ 

1 

\ 

A' 

\ 
\ 

principe  du  dijjérentiel  d'automobile.  Les  roues  A  et  A'  sont  solidaires 
des  deux  roues  motrices  et  la  vitesse  p  est  proportionnelle  à  celle  du 
moteur.) 


CHAPITRE  V. 

DYNAMIQUE    DU    POINT 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Soient  deux  points  fixes  A  et  A'.  Un  point  M  est  attiré  par  cha- 
cun d'eux  suivant  une  force  égale  à  l'inverse  du  carré  de  la  distance. 

1°  Construire  les  lignes  de  niveau  et  les  lignes  de  force  ; 

1°  Le  point  M  étant  lancé  à  partir  d'un  point  quelconque  de  AÂ', 
avec  une  vitesse  dirigée  suivant  cette  droite,  étudier  le  mouvement  qu  il 
va  prendre  sous  V action  des  deux  forces  précédentes.  Construire  les 
diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses,  dans  le  cas  particulier  sui- 
vant :  A  A'  zzz  4o  ;  Mq  est  à  la  distance  4o  du  milieu  de-AX'  ;  la  vitesse 
initiale  est  nulle  :  la  masse  du  point  M  est  égale  à  i. 

i'^  La  fonction  des  forces  est  (n"  62) 

/•  el  /•'  désignant  les  distances  MA  et  MA'. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  évidemment  de  révolution  autour  de  AA' 
et  il  suffit  de  construire  leurs  méridiennes,  c'est-à-dire  les  lignes  de 
niveau  dans  un  plan  quelconque  passant  par  AA'.  Si  l'on  prend  les 
points  A  et  A'  pour  pôles,  ces  lignes  ont  pour  équation  générale,  en  coor- 
données bipolaires,  l'équation  (i),  où  U  doit  être  regardé  comme  une 
constante. 

Soit  à  construire  la  ligne  U  j= -^  '  A.  étant  une  longueur  donnée.  Appe- 
lons ia  la  distance  AA'.  Quitte  ;i  faire  une  symétrie  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  Oy  au  milieu  de  AA',  nous  pouxons  supposer,  par 
exemple, 

(2)  /■>/•'. 
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Il  finit,  on  outre,  pour  que  Ton  puisse  conslruiie  le  triangle  MAA',  que 
Ton  ait 


(3)  /•  +  /•'>  2.7, 


/•  —  /•     ia. 


Cela   posé,  nous   calculons   /'    en   fonction  de  /',    au   moyen   de    l'équa- 
tion (i).  et  nous  faisons  vajier  /•  dans  des  limites  telles  que  l'on  ait  con- 
stamment les  inégalités  (2)  et  (3),  /'  devant,  en  outre,  être  positif. 
Si  Ton  porte  la  valeur  /'  donnée  par 

(4)  -.  =  \-- 

dans  (2),  on  trouve  que  Ton  doit  avoir 

(5)  /■>A. 

D'ailleurs,  si  /•  =r  A,  on  a  aussi  /' nr  A  et  la  première  inégalité  (3)  exige 
que  A  >>  a. 

Si  l'on  porte  (4)  dans  (3),  on  obtient  les  deux  inégalités' 

(6)  /-^ — 2«r  +  «A^o, 

(7)  •  /■- — (A  +  2«)/- -+- aA^o. 

Le  premier  trinôme  en  /•  n'a  ses  racines  réelles  que  si  A  -<  «.  Le  second 
a.  au  contraire,  ses  racines  toujours  réelles.  De  toute  façon,  nous  sommes 
conduits  à  distinguer  deux  cas  :  ' 

Premier  cas  :  A />  «.  —  L'inégalité  (G)  est  vérifiée  identiquement. 
Pour  (jue  (7)  le  soit,  il  faut  que  /■  soit  compris  entre  les  racines.  Gomme 
on  doit,  en  outre,  avoir  (5 )  et  que  A  est  compris  entre  les  racines  de  (7 ), 
on  doit  avoir,  en  définitive, 


(8)  A<r<a+^  +  t/a^+^. 

Si  /■  parcourt  cet  intervalle  en  croissant,  le  point  M  part  d'une  certaine 
position  sur  Oj,  pour  aboutir  à  une  certaine  position  sur  O^,  à  gauche 
de  A'.  La  courbe  est  une  courbe  fermée,  entourant  A  et  A'. 

Deu.rième  cas  :  A  <ia.  —  A  est  compris  entre  les  racines  de  (6); 
donc,  /•  doit  être  supérieur  à  la  plus  grande  racine  de  ce  trinôme. 
Comme  A  ne  cesse  pas  d'être  compris  entre  les  racines  de  (7),  r  est,  de 
ce  fait,  supérieur  à  la  plus  petite  de  ces  racines  ;  il  doit,  en  outre,  être 
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inférieur  à  la  plus  grande.  On  doit  donc  avoir,  en  définitive, 


(9)  (7  +  V^a^— aA</-^«  H ^\/^'' 


A  2 


Si  /•  parcourt  cet  intervalle  en  croissant,  M  part  d'un  point  de  Ox  situé 
entre  O  et  A',  et  revient  sur  Ox,  à  gauche  de  A'.  En  complétant  par 
symétrie,  on  voit  que  la  courbe  se  compose  de  deux,  courbes  fermées 
entourant  respectivement  A'  et  A  et  ne  rencontrant  pas  Oy. 

Dans  le  cas  intermécliaire  où  A  =  a,  la  courbe  admet  l'origine  pour 
point  double;  elle  ressemble  à  une  lemniscate  de  Bernoulli. 

La  tangente  en  un  point  M  quelconque  d'une  ligne  de  niveau  s'obtient 
en  construisant  la  résultante  des  deux,  attrétctions  ;  la  tangente  cherchée 
est  perpendiculaire  à  cette  résultante  (n°  61).  Cette  construction  est 
toutefois  en  défaut  lorsque  M  vient  en  O  (cas  A  =  a),  car  la  résultante 
des  attractions  est  nulle,  et  l'on  ne  sait  plus  quelle  est  sa  direction.  Nous 
savons  d'ailleurs  que  O  est  alors  un  point  double.  Pour  avoir  les  tan- 
gentes en  ce  point,  on  peut  procéder  comme  il  suit. 

Soient   (o",  y)  les   coordonnées  cartésiennes    infiniment    petites  d'un 

point  de  la  courbe  voisin  de  O.  Calculons  la  partie  principale  de  U.  En 

écrivant 

_i 

I        \   (         IX       x^'  +  y-\    '^ 

-  =  -     I 1 T—\      ' 

r        a  \  a  ^'      J 

développant  par  la  série  du  binôme  et  remarquant  que  -7  s'en  déduit  en 
changeant  x  en  — x,  on  obtient 

,  - 2         "ix-  —  y- 

'~  a    '  a* 

2                                                                                             2  x~  ^—  y^ 
Si  U  :rr  -  ,  les  termes  de  moindre  deçré  de  l'équation  sont  r^ —  et 

les  tangentes  à  l'origine  ont  pour  équation 

(10)  y  =  zt  x\f^. 

Sur  la  figure  i4,  on  a  construit  les  courbes 

iooU=4.  6,  8,  ...,  18, 

en  prenant  a  =  20"'™.  A  cet  efTet,  on  a  calculé,  à  la  règle,  les  valeurs  de  /' 
correspondant  à  des  valeurs  de  /•  échelonnées  de  5  en  5  et  assujetties 


6-2  CHVIMTRE    V. 

aux  conditions  (8)  ou  (9).  Les  résultats  sont  consii^nés  dans  le  Tableau 

ci-dessous  : 

100  U  =  4. 

/- ^7        75  70        55  bo  55  5o 

/•' 37        37,5        39        4o,6        42,9        45,9        5o 

100  U  =  G. 

r 62,7      60      55  5o     45         4ô         35         33,3 

/■'....     22,7      23      23,8     25     26,4     28,6     3 1,8     33,3 

100  u  =8. 


r.....     56.1     55         5o         45         '\o  35         3o         25 

/•'....      16,1      16,2     16,7     17,3     18,2  19,5     21,4     25 

100  U  =  10.  

/• 52,4      5o         4^         W         35  3o         25         20 

/•'....     12,4      12,5      12,9     i3,3     i4  i5         16,7     20 

1  on  i;  :^  1 2 . 

/• 5o          45              4o             35  3o             28,2 

/•'....      10          10,2          10,5          10,9  11,5          11,8 

10(iU=14.  ^_______ 

/• 48,4              45                 4o  35              3o,7 

r 8.4                8,5                8,7  9                9,3 

lOOU^lO. 

/' 47)2            45       '        4t>  35               32,2 

/■' 7,2              7,3              7,4  7,6             7,8 


j  1 


100  u   r^lS. 


/• 46,3  45  4o  35  33,3 

/•'....       6,3  6,3  6,5  6,6  6,7 

Par  des  intersections  de  circonférences,  on  a  construit  les  points  corres- 
pondant à  ces  couples  de  valeurs  de  r  et  de  /'  et  l'on  a  joint  les  points 
correspondant  à  une  mènne  valeur  de  U. 

On  peut  remarquer  que  /'  varie  très  peu  pour  les  grandes  valeurs  de  L  , 
de  sorte  que  les  lignes  corresjjondanles  sont  sensiblement  des  cercles  de 
centre  A'  ou  A. 

Lignea  de  force.  —  Nous  allons  chercher  leur  équation  dinérenliellc 
en  coordonnées  bipolaires.  A  cet  ed'et,  résolvons  d'abord  le  problème 
général  suivant  : 

Soient  deux  foiicLinns  de  forces  U  et  V,  données  en  fonction   de  r 
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et  de  /•'•  Quelle  lelaLiuii  doit-il  exister  entre  elles  pour  que  les  lii^nes 
de  niveau  correspondantes  soient  orthogonales? 

Les  composantes  de  la   première  force  suivant  MA  et  MA'  sont 


('I) 


Or 


dr'' 


comme  on  le  voit  en  identifiant  le   travail  élémentaire   avec  la  différen- 
tielle dV .  On  a  des  expressions  analogues  pour  les  composantes  b  et  b' 


de  la  deuxième  force.  Ces  deux  forces  doivent  être  perpendiculaires,  ce 
(|ue  nous  exprimerons  facilement  en  écrivant  que  leur  produit  scalaire 

est  nul  (t.  Il,   n"  104)  : 


{%+d').{b^'h')=o. 


a  b -^  a' .   '  -\-  a  .b'  -V  b  .a'  : 
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OU 

ah  +  a'  b'  -+-  {ab'  -+-  ba')  cosM  =  o. 
En  tenant  compte  de  (ii)  et  remarquant  que 

cos  M  — -— i — , 

'.i  rr 

la  condition  cherchée  s'écrit  finalement 


('^)  '''    \dr     Or    '    ôr-     àr' 

Prenons  maintenant  pour  U  la  fonction  (i).  Le  long  de  V  =  const.,  on 
doit  avoir 

(i3)  -—dr+-—dr'  =  o. 

or  Or 

,  .    .   '  .  d"<       ds 

\lw  éliminant  les  variables  homogènes  -7-  et  -—7  entre  (12)  et  (i3),  on 

Or         Or  ^      /7 

obtient  l'équation  difTérentielle  cherchée  : 

(i4)     'xrr\r'-dr'—r'-dr)  +  (/-^^  r'"- —  [^a''-){r^dr'  —  r"'dr)  — o. 

Cette  équation  s'intègre  en  faisant  le  changement  de  variables 

(i5)  r  +  r' =z  u^         r  —  r'.=zi>. 

On  aboutit  à  une  équation  de  Riccati,  si  l'on  regarde  u^  comme  la  fonc- 
tion inconnue.  On  aperçoit,  d'autre  part,  la  solution  particulière  m"  =r  a-  ; 
on  peut  donc  intégrer  par  quadratures  (t.  1,  n°  323).  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  développer  tous  ces  calculs  et  nous  indiquons  seule- 
ment le  résultat  : 

/     A>  2  «'(AC  —  4rt-) 

A  —  (' 

A  désignant  la  constante  d'intégration. 

En  écrivant  les  é(|uations  cartésiennes  des  deux   cercles  de   rayons  r 
et  /■'  et  de  centras  A  et  A',  on  calcule  aisément  <r  et  y-  en   fonction  de  11 
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et  de  c.  En  teiianl  compte  de  (j6),  on  trouve  ensuite 

,      ,  .,       '■^(Ac  — 4a-)  ,       A(v^-U(')' 


Oïl  a  donc  les  équations  paramétriques  des  lignes  de  force. 

Nous  allons  construire  ces  lignes  pour  des  valeurs  échelonnées  de  A. 

Cette  constante  ne  peut  être  négative,  si  nous  continuons  à  supposer 

r  >-  /•',  c'est-à-dire  v  >  o,  sans  quoi  y'^  serait  négatif.  A  étant  supposé 

.  4a^ 

positif,  la  réalité  de  y  exige  c  >  A  ;  puis,  celle  de  a:  exige  <•  <C  — r-  •  Ces 

deux  inégalités  ne  sont  compatibles  que  si  A  ■<  2rt. 

Pour  que  /'  soit  positif,  il  faut  ?<>(';  en  tenant  compte  de  (i6),  cela 

,  ...  .         .    -,,   .  .  4«' 

donne  c  <<  2a,  limite  qui  est  intérieure  a  — —  • 

J\ 

En  définitive,  nous  devons  seulement  faire  varier  c  de  A  à  2a('). 

Lorsque  p  tend  vers  A,  j[;  et  y  deviennent  infinis,  le  point  M  s'éloigne 
indéfiniment,  en  se  rapprochant  de  l'hyperbole  qui  a  pour  foyers  A  et  A' 
et  pour  longueur  de  son  axe  réel  A.  Cette  hyperbole  est  donc  asymptote 
à  la  courbe. 

Lorsque  c  =:  2a,  JK  =  o  et  a:  =:±  a.  Chaque  ligne  de  force  passe  donc 
par  A  et  A'.  L'angle  Vque  fait  la  tangente  en  A  avec  Oj:  est  donné  par 
la  formule 

(18)  cos— =  1  / 

^     '  2        y    2a 

On  peut  établir  ce  résultat  en  remarquant  que  V  est  la  limite  de  l'angle  M 

dont  le  cosinus  a  été  calculé  plus  haut.  On  peut  aussi  le  déduire  du  coef- 

dv 
ficient  angulaire  -^  de  la  tangente. 

En  calculant  la  dérivée  de  y^  par  rapport  à  v,  on  constate  que  cette 
dérivée  reste  négative  lorsque  c  croît  de  A  à  2«;  donc  y  décroît  con- 
stamment. En  opérant  de  même  pour  07,  on  constate  que  x--  décroit 
constamment  si  A  >  a,  et  passe  par  un  minimum  si  A  -<  a. 

En  supposant  toujours  a  -=  20,  nous  avons  construit  les  lignes  de  forces 
A  =  5,   10,  .  .  .  ,  35.   Pour  chacune,    nous  avons   calculé  les  coefficients 


C)  Si  t»  variait  de  aa  à  ~— 7  le  point  iM  décrirait  une  ligne  de  force  correspondant 
au  cas  où  A'  serait  répulsif,  car,  /'  devenant  négatif,  la  fonction  des  forces  serait,  en 
réalité,  en  rétablissant  le  sicne  de  r', ;• 

IIaag.  —  Exercices,  III.  5 
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angulaires  dz  ni  des  asymptotes  et  l'angle  \  de  la  tangente  en  A  avec  Ou  . 
Nous  avons  ensuite  calculé  .r  et/  pour  des  valeurs  convenablement  éche- 
lonnées de  ('.  Les  résultats  sont  consignés  dans  le  Tableau  ci-dessous,  et 
les  courbes  sont  tracées  sur  la  figure  14. 

A  =  5.     m  =7,94.     V  =  138». 

«• 6  8  10  i5  20 

.r 7,3        6,5         7  9  11,2 

r 43,8      24,8       18,8       12.2        8,6 

A  =z  10.     in  =  3,87,     V=  120". 

f II  i3  i5  20  25  3o 

X 17,6       i3  12,4       i3,3       i4,8       16.5 

y 58,6      32.8       24,2       i5  lo  6,2 


X. 


y...     65 . 1 


1,25, 

(• 26       28  3o 

X 5i       32  26,8 

-      .1 59       29,5       19,5        7,4 

A  =  30,     m  =  0,88,     V  =  GO".       A  =  35,     w  =  0,55.     V  =  41". 

i 3i  33  35  37 

X 56  33.8       28,5  34,4 

y 43,8       20,2       12.. 4  12,1 

2"  Les  conditions  initiales  et  la  loi  de  f<»rce  étant  symétriques  par  rap- 
port à  Ox,  le  mouvenr.ent  a  lieu  suivant  celte  droite.  II  est  déterminé 
par  rintégjale  des  forces  vives,  que  nous  écrivons 

(19)  -  ?}U'*=\J  —  h, 

2 

la  constante  A  étant  donnée  par 

(20)  h=V„~  -  mrl. 

Pour  se  rendre  compte  aisément  des  diflerentes  cii  constances  du  mou- 
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vement,  il  est  commode  de  construire  la  courbe  qui  donne  U  eu  fonction 
de  X  {fig.  i5). 

Fig.  i5. 
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Pour  que  r  soit  réel,  il  faut  que  U  >■  A. 


Premier  cas  :  A  ■<  0,    c'est-à-dire   c  o  > 


U„ 


Quel  que   soit  .r, 


U  —  h  reste  positif,  la  vitesse  ne  s'annule  jamais.  Il  en   résulte  que   le 
point  M  se  déplace  constamment  dans  le  même  sens  et  s'éloigne  inclé- 

,    .                                  .                .          ,                /      ih  .     .      .„ 

/miment,  avec  une  vitesse  qui  tend  vers  i  / ,  ce  (jui   signifie  que 

le  mouvemei'.l  tend  rers  un  mouvement  uniforme. 


Deuxième  cas  :  n  <;  /i<;  -,  c'est-à-dire  — (  L\ )<''o< — 

a  m  \  a  /  m 

La  droite  l  =  fi  rencontre  la  courbe  (U)  en  deux  points  R  et  R',  pro- 
jetés sur  Ox  en  deux  points  C  et  C,  de  milieu  O.  Chaque  fois  que  M 
passe  par  un  de  ces  points,  la  vitesse  s'anaule.  M  ne  peut  d'ailleurs  sortir 
du  segment  CC,  sans  quoi  U  deviendrait  plus  petit  que  //  et  la  Wtesse 
deviendrait  imaginaire.  En  particulier,  ceci  nous  prouve  que  la  position 
initiale  M^  se  trouve  nécessairemeni  entre  C  et  C  .  Si  nous  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  que  la  vitesse  initiale  est  dirigée  dans  le  sens  positif 
de  Ox,  le  mobile  se  dirige  d'abord  vers  C;  il  atteint  ce  point  au  bout 
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d'un  temps  qui  est  donné  par  l'intégrale 


(21) 


'■=/: 


-(U-/0 

m 


,Vx  désignant  Fabscisse  du  point  C.  La  fonction  sous  le  signe    /    devient 

infinie  à  Textréniité  de  rintervalie  d'intégration;  mais  son  ordre  d'infi- 

nitude  est  -  ,  car  la  figure  i5  montre  que  x^  est  racine  simple  de  U  —  h. 

On  en  conclut  que  l'intégrale  a  une  valeur  finie  (t.  I,  n°15Y).  Le  point  C 
est  donc  atteint  au  bout  d'un  temps  fini.  Le  point  M  revient  ensuite  en 
sens  inverse  et  repasse  aux  mêmes  points  que  précédemment,  avec  des 
vitesses  opposées  et  à  des  époques  symétriques  par  rapport  à  l'époque  /[. 
11  atteint  C  au  bout  d'un  temps  fini,  pour  la  même  raison  que  précé- 
demment, l^uis,  il  repart  dans  le  sens  positif,  revient  en  C  et  ainsi  de 
suite.  En  définitixe,  le  mouvement  est  une  oscillation  périodique  entre 
les  positions  eœtrcines  C  et  C.  Elle  admet  d'ailleurs  le  point  ()  pour 
centre  de  symétrie,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  courbe  (U)  par  rapport 
à  l'axe  OU.  Sa  période  est  4  F,  T  étant  donné  par  l'intégrale 

X''  dx 

"      i/-(U-//) 
\    m 

2  ,        .  .  2    /  2  \ 

Troisième  cas  :   h  >■  -?  c'est-à-dire   c  r  <—  (  Un )•  —  La  droite 

a  in  \  a  j 

U  r=:  A  rencontre  la  courbe  (U)  en  deux  points  tels  que  S  et  T.  En  rai- 
sonnant comme  précédemment,  on  voit  que  le  mouvement  est  une  oscil- 
lation périodique  entre  les  points  D  et  E,  projections  de  S  et  T.  Mais, 
cette  fois,  il  n'y  a  plus  de  centre  de  symétrie.  Si  x^  et  x.2  sont  les  abscisses 
de  T  et  de  S,  I,a  période  est  2T,  avec 

/''«  dx 


i/-(U- 


à) 


I  2  ,        .  2     /  2  \ 

Cas   intermédiaire  :   /<:=-,   c'est-à-dire  «'„  =:  —  (Un )•  —    Le 

a  m  \  a  J 

jint  S  vient  en  Q   et  T  vient  en  P.  La  racine.?-,  est  toujours  simple; 

lais  x.,z=i(\  est   racine  double.   Lorsque  x  tend  vers   zéro,  la  quantité 

)us  le  signe    /    dexient  infiniment  grande  du  premier  ordre;  donc,  i'in- 
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té^rale  est   infinie.  Autrement  dit,  le  point  M  tend  asyniptotiquemml 
vers  O.  Il  n'y  a  plus  d'oscillation  périodique. 

Remarques.  —  I.  Toutes  les  fois  que  M  passe  par  A  ou  A',  sa  vitesse 
devient  infinie.  Ceci  est  évidemment  purement  théorique  et  n'a  aucun 
sens  au  point  de  vue  expérimental.  Dans  la  pratique,  chaque  point  atti- 
rant a  des  dimensions  finies,  et  un  choc  se  produirait  avant  qu'il  ne  fût 
atteint  par  le  mobile. 

II.  Dans  le  calcul  du  temps  par  une  intégrale,  il  faut  bien  prendre 
garde  que  Vexpression  algébrique  de  U  en  fonction  de  x  n'est  pas  la 
même  suivant  que  AI  est  à  droite  de  A,  à  gauche  de  A'  ou  entre  A  et  A'. 

III.  L'intégrale  qui  donne  le  temps  ne  peut  pas  se  calculer  par  les 
fonctions  élémentaires.,  car  elle  porte  sur  un  radical  du  quatrième  degré. 
Il  n'y  a  exception  ([ue  dans  le  cas  intermédiaire  signalé  plus  haut,  car, 
on  peut  alors  faire  sortir  x"^  du  radical  et  il  ne  reste  plus,  sous  ce  dernier, 
qu'un  trinôme  du  second  degré.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déve- 
lopper l'intégration  dans  cette  hypothèse. 

Application  numérique.  —  Le  mobile  part  du  point  G  sans  vitesse 
initiale.  On  se  trouve  donc  dans  le  deuxième  cas.  Il  nous  suffit  d'étudier 
le  mouvement  de  G  à  0,  la  suite  s'en  déduisant  par  symétrie  ou  pério- 
dicité. On  a 

X^         dx 
I — r" 

Pour  calculer  numériquement  celte  intégrale  et  construire  le  dia- 
gramme des  espaces,  nous  appliquons  la  méthode  des  trapèzes.,  en  prenant 
des  intervalles  partiels  égaux  à  2.  Toutefois,  la  méthode  ne  s'applique 
pas  au  premier  intervalle ^  parce  que  la  fonction  à  intégrer  y  devient 
infinie.  IXous  tournons  cette  difficulté  en  posant  j?  =  4^  —  ^  ^^  rempla- 
çant la  quantité  sous  le  radical  par  son  développement  suivant  les  puis- 
sances de  z,  arrêté  au  terme  du  second  ordre  (').  En  appliquant  les 
méthodes  du  Chapitre  VIII  du  Tome  I^  on  trouve 

f'        dz  \/3bo 

En   appliquant  ensuite   la  méthode  des   trapèzes,  nous  avons  obtenu   le 

(')  On  pourrait,  avec  une  approximation  moinche,  se  limiter  au  tanne  du  premier 
ordre;  les  calculs  seraient  un  peu  plus  sim[)!es. 
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ïableau'  suiranl,  où  nous  donnons  en   même  temps  les  viles^ses,  évaluées 
I 
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Les  diagrammes  sont  reproduits  sur  la  figure  i6('). 

La  tangente  en  O  au  diagramme  des  vitesses  s'obtient  en  dérivant  (19) 

par  rapport  au'  temps  et  faisant  x^='.\(y.  On  trouve  .i-"  ^=. ]>a  tan- 
gente cherchée  passe  donc  par  le  point  (  /  :=  72,  c  =: )•  On  trouve 

de  même  que  la  tangente  au  point  d'arrivée  du  même  diagramme,  qui 
correspond  à  j;  =  o,  est  horizqntale.  Enfin,  le  diagramme  admet  une 
asymptote  t  rzz  i35^  correspondant  à  jr  =  20. 

Pour  le  diagramme  des  espaces,  la   tartgenle   au   point  de  départ  est 
horizontale.  Ou  pent  calccrler  le  ravon  de  courbure,  puisq>ue  t'en  connaît 


la  dérivée  seconde  .r"  = 


Mais  il  faut  prendre  garde  aux  ('chelles. 


L'umiité  de 'temps  est  représentée  paro""",.")  et  l'unilè  d'espace  pars"""*. 
On  en  conclut  que,  si  (T,  X)  désignent  les  coordonniées  d'un  point  du 
dlagracame  é\alué;es.  en  naiUBmètires,  on  a 


X 


et 


^X 


T=  -; 

2' 


1 

90 


(')  La  préf-rsron'  Hes  réstrltsts  nnmérfcpTPs  est  évidemment  strpcrtlnc  p;ir  rapport 
à,  celle  (Jii  (Jtcs&in.  En  rcaliLé,  celui-ci  (ie\rait  èlie  cxécuLé  \\i  ime  (•<ù\^\\&  lj«aucoup 
plus  gran/le,  sur  du  f);ipicr  millimélré,  pai'  exemple. 
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Le  rayou  de  courbure,  qui  «si  fiiarerse  de  oell«  dérivée  seconde  (l.  II, 
u°  313),  est  >doJic  ég'al  ^à  90™™.  Gra  en  d-édait  le  tracé  do  cercle  de  coa-r- 
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bure,  qui  est  très  utile,  car  il  se  confond  pratiquement  avec  la  courbe 

iusqu'à  /  ::^=  100. 

^      ^                                                                                                        i83 
Au  point  d'arrivée,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est — —  • 

Comme  la  dérivée  seconde  est  nulle,  ce  point  est  un  point  d'inflexion,  et 
la  tangente  se  confond  avec  la  courbe  sur  un  assez  long  parcours. 

An  point  (i35,  20),  la  tangente  est   verticale;  ce  point  est  encore  un 
point  d'inilexion. 


2.    La  résistance  en  kilogramnies-poids  que  doit  vaincre  un  cycliste 
roulant,  en  air  cahne^sur  un  soi  horizontal,  est  (*) 


(I) 


R  =  0,01  F  +  o,oo5SY*, 


('j  Cf.  Bocni.ET,  Bicyctcs  et  bicyclettes,  l.  II,  p.  x<)  (Gaulliicr-Yillars). 
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P  désignant  le  poids  total  en  kilogrammes  du  cycliste  et  de  sa  ma- 
.cliine,  S  sa  surface  en  mètres  carrés  et  V  sa  vitesse  c/i  kilomètres  à 
l'heure. 

1°  Démontrer  que  le  travail  minimum  pour  parcourir  un  espace 
donné  en  un  temps  donné  est  obtenu  quand  le  mouvement  est  uni- 
forme. 

2°  Quelle  est  la  puissance  développée  par  le  cycliste  s'il  fait  20'''"  à 
l  heure,  en  palier.,  son  poids  étant  de  8o''s  et  sa  surface  de  \  mètre 
carré  ? 

3°  Avec  quelle  vitesse  pourra-l-il  monter  une  rampe  de  h  pour  100, 
en  développant  toujours  cette  puissance? 

4°  Etudier  son  mouvement  dans  une  descente  en  roue  libre.^  sur  une 
pente  de  5  pour  100. 

1°  La  résistance  est  de  la  forme 

(2)  V,  =  a  +  bv''. 

Soient  e  et  T  Tespace  et  le  temps  donnés.  Si  le  mouvement  est  uni- 
forme et  de  vitesse  V,  on  a 

(3)  e  =  VT,         G  =  («  +  6V2)c'. 

Supposons  maintenant  que  la  vitesse  ne  soit  pas  constante  el  posons 

(4)  v  =  y  +  w. 
On  doit  a\oir 

e=f   {Y  -hir)dt  =  \T  +  f    svdt 

•-^0  •'0 

OU 

(5)  /     wdt^=^o. 
Le  nouveau  travail  est 

G'=  f    {a  -^  b\''-h  2b\ (v  -h  bsv^)  d.r. 


L'accroissement  de  travail  est 

dx 


(G)  à(^=z2b\  f    ndx-hbf    (T'2 

•'0  "-0 

Le  second  terme  est  positif.  Quant  au  piemier,  il  peut  s'écrire,  au  fac- 
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leur  o  h\  près, 

/     ^vdx=l     w{\+w)dt  =  \l     svdt-^i     w-dt=i     w^dt, 

d'après  (5).  Il  est  également  positif  et  l'on  voit  bien  que  le  travail  est 
augmenté.  c.  Q.  F.  D. 

2"  La  puissance,  en  kilogrammèlres  par  seconde,  est 

20  000  „  20O 

O  =  R  -y^ ==  I  ,  8  X   — ^  =:  lO, 

ce  qui  fait  t^^  de  cheval  ou  o,i33  IIP. 

3°  Dans  la  montée,  le  travail  du  cvcliste  égale  le  travail  de  la  résis- 
tance R,  augmenté  du  travail  du  poids  P.  Si  i>  désigne  la  vitesse  en 
mètres  par  seconde,  on  doit  avoir 

10  —  (R  -+-  P  X  o,o5)t'  m  (4,8  +  0,00^5  X  3,6  v-Ji'. 

Cette  équation  du  troisième  degré  n'a  <[u'une  racine  positive,  qui  est 
approximativement  égale  à  2,024.  En  multipliant  par  3,6,  on  a  la  vitesse 
demandée  en  kilomètres  à  l'heure,  soit  7'^™,  3. 

4°  Prenons  les  unités  M.  K.  S.  (n°  lli).  L'équation  difl'érentielle  du 
mouvement  est 

dç  /  K ^ 

(7)  So—=g{Pp  —  R)  =  g,Si  (,3,2  —  0,0020  X  3,6  v'-J. 

La  vitesse  initiale  étant  supposée  uulle,  on  en  tire 

20  dç 


(8)  l 


en  posant 


-I 


\     9,81(0,8  —  0,00811^-) 

„    f'     1  dv           12,5 ,5  ,       t'i 
,0    /      —, = Loi;  — 


(  9  )  ''.  =  \/ 


'    0.8 
0,0081 


=  9>9^- 


Si  l'on  pose 


Pi 

(10)  ^'  r-  Z -;r-  =r- o,o3qo/, 

^        ^  201  '        -^ 
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on  tire,  de  (8), 

(11)  r=zr,  Ih/'; 
d'où,  en  intégrant, 

(12)  •*■=/     i'dt=  «'i  th/'x  —  r//':=  25iLog(clw'). 

La  formule  (11)  montre  que  la  vitesse  va  constamment  en  croissant  et 
tend  asymptotiquement  vers  la  vitesse  limite  ij,  qui  équivaut  à  35'<-™,8 
à  riieure.  Pour  avoir  une  idée  de  la  rapidité  avec  laquelle  celte  vitesse 
est  pratiquement  atteinte,  cherchons  au   bout  de  combien  de  temps  le 

''•II  9  99 

rapport  —  atteint  les  valeurs  -^  et  -^^-^  • 
^         t'i  JO        100 

A  cet  effet,  nous  utilisons  la  formule  (8),  qui   s'écrit,  en   prenant  des 

logarithmes  viïîgaires, 

L2.5  5 

(13)  t= : — — rrry^O^l    —     l  =  2Q,,llo£ 

^       ^  9,93X0,434       ^'  -•      '  ^'         * 


On  trouve  ainsi  que  les  temps  clierchés  sont  respectivement  de  87  et 
67  secondes.  On  peut  dire  qu'a«  bout  d'une  minute^  le  mouvement  est 
pratiquement  uniforme^  la  xntesse  étant  em>iron  36  hiloniètres  à 
r  heure. 

3.    Un  point  parcourt  la  courbe 
(i)  r"  =  a"  CCS  nO, 

suivant  la  laides  aires  par  rapport  au  pille.  Calculer  la  force  en  fonc- 
tion de  r. 

Applifjuons  la  formule   de  Binet  (n**(>9).  En  dérivant  logarithnii(iue- 
ment  (i),  on  a 

(2)  u' z=  u  lang  nO; 

en  dérivant  encore  une  fois,  il  vient 


u  laoii-nO  H — ^, 

cos^  n  0 


„  n -h  cos^/iO -\- sin^nO 

u"  H-  a  =  u — , rr:  (  //  -t-  I  ) 
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l]ii  porlanl  dans  la  foriiuile  de  lîinet,  on  obtient 

^      '  J  fin  i-i  * 

k.   Un  point  M,  de  masse  i,  esl  soumis,  de  la  part  du  point  fixe  0, 

4 

à  une  attraction  é^ale  à  —:•    Déterminer  son   mouvement.  Montrer 

qu'on  peut  toujours  choisir  La  vitesse  initiale  de  telle  manière  que  la 
trajectoire  soit  un  cercle  passant  par  O.  Construire  la  trajectoire, 
ainsi  que  le  diagramme  (/•,  /),  pour  les  conditions  initiales  suivantes  : 

r,=z2,         r,,=  2,         OMoVo=45''. 

Nous  avons  une  force  centrale,  dérivant  de  la  fonction    U  ^  — r*  La   tra- 

/  * 

jectoire    est    plane    et    les    équations    du    mouvement    en    coordonnées 

polaires  sont  données  par  Tintégrale  des  aires  et  par  l'intégrale  des  forces 

vives  (n"  68) 

(j)  r^dB  —  Cdt, 

(2)  '  ,(-2=4-+// 

ou 

(  3  )  dr-  +  r^  dO-^  =r  (  4  -^  J^ )  ^^'• 

Pour  a\oir  Téquation  de  la  trajectoire,  nous  éliminons   dt   entre  (i) 
et  (3);  il  vient,  tous  calculs  faits. 


r''  Cdr 


(i) 

Le  temps  est  ensuite  donné  par  (i)  : 

/"  r'dr 

(5)  t=         — ==• 

Ces  intégrales  ne  peuvent  pas,  en  général,  se  calculer  par  les  fonctions 
élémentaires.  Les  seuls  cas  où  cela  est  possible  sont  obtenus  quand  le 
trinôme  sous  le  radical  a  une  racine  double  ou  bien  s'abaisse  au  second 
degré.  Le  premier  cas  conduirait  à  une  courbe  transcendante,  que  nous 
laissons    au    lecteur    le    soin    de    calculer.    Le    second    cas    est    obtenu 
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v/a        ,.      ,         . 
pour // =:  o,  c'esl-à-dire  ('0  = -7^'    L'intégralioii   est   alors  immédiate  et 

donne 

v/2 
(6)  r— ■î-:^sin(Q  +  9)         (9=:consl.), 

ce  qui  est  Véquation  polaire  d'un  cercle  passant  par  le  pôle. 

o 

Application  numérique.  —  On  a  h  zzz  -—-  QuanI  à  C,  on  peut  l'écrire 

8 

'■o-''o5o  =  ''o'"osin45°=  2  \/2. 
L'équation  (4)  devient 

(7)  ^=     '^"  ''' 


'I  -  v/i 


r'-l^r-^ 


Au  temps  zéro,  la  composante  radiale  de  la  vitesse  est  négative;  donc, 

si  nous  choisissons  le   sens  positif  de  rotation   du  plan  dans  le  sens  du 

clr 
mouvement,  — ^    commence    a    être    négatif   et    il   faut  commencer  par 

prendre  le  signe   —  dans   la   formule   (7).  Comme   le   trinôme   sous    le 
radical  doit  rester  positif,  /•  décroît  jusqu'au  moment  où  il  atteint  la  plu^ 
grande  racine  de  ce  trinôme,  racine  qui  est  égale  à  i,33.  Puis,  /•  se  met 
à  augmenter  jusqu'à  l'infini;  il  faut  alors  prendre  le  signe  4-  dans  (7). 
Au  lieu  de  calculer  l'intégrale  (7),  nous  allons  calculer 


(8)  6'  = 

et,  de  même, 


/    >  ,  ,  /■-  dr 

(9)  i  = 


Les  valeurs  de  Ô  et  de  f  s'en  déduiront  en  ajoutant  les  valeurs  de  0'  et 
de  l'  pour  r=z  2. 

Nous  avons  calculé  ^' pour  /-rTzi,/,,  1,6,  1,8, 3,  en  ai)pli(|uant    l;i 

méthode  de  Simpson  (t.  1,  n°  151).  L'accroissement  A(/ entre  deux  valeui  s 
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consécutives  /•„  et  f\  est  donné  par  la  formule 


(•o; 


Ae 


o,?. 


-4-1 


::)■ 


en  appelant  z^^,  z-i,  z^  les  valeurs  que  prend  Finverse  du   radical  pour  /„, 
/"i  = ^et  /-.y.  Quant  à  At,  on  Ta  calculé  par  la  formule  approchée 


(I') 


At 


v/ 


^19. 


Ceci  ne  s'applique  pas  pour  le  premier  intervalle  {i,33;  r,4),  puisque  z^ 
est  alors  infini.  On  a  employé  le  même  procédé  que  dans  l'Exercice  n°  1. 
En  faisant  le  changement  de  variable  r  =:  i  ,33  -\~  h  et  négligeant  les 
termes  en  h^  et  en  h*  sous  le  radical,  on  trouve  que  la  valeur  de  0' 
pour  r  ^  1 , 4  est  o,  366.  Celle  de  /'  se  calcule  ensuite  par  la  formule  (i  •  ). 
ce  qui  donne  o,  2/42. 

Le  Tableau   ci-dessous  donne  le  résultat   des   calculs  numériques  ci- 
dessus  indiqués,  les  valeurs  de  6'  ayant  été  transformées  en  degrés  : 


Pour  /'  >■  3,  posons  r 


(12) 


;•. 

ô'. 

f. 

1,4 

21 

0,2^2 

1.6 

'1  „  0 
09,0 

0,498 

1,8 

49.1 

0,673 

2 

55,8 

0,823 

2,2 

60,8 

0,960 

2,4 

64,7 

i,o88 

2,6 

68 

1,212 

2,8 

70,6 

1  ,33i 

3 

72,9 

1  ,^48 

>ons  r  =nz 

I 
«' 

nous  avons 
1 

A9  = 

/ 

^  -i 

2  du 

"\/76-^""-^"' 


On  peut  pratiquement  négliger   u'  sous  le  radical  el  l'on  a  alors  la  for- 
mule approchée 

,   ox  .r  -8  .      8«  .      8„ 

(i3)         Al  ^  arc  sin  . — -=.  —  arc  sin  — prz  =r  28°,  i  —  arc  sin    _ 


3v/3i 


y/ôi 


On  en  conclut  qu'à  partir  de  /•  =  3,  on  peut  pratiquement  confondre    la 
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Irajecloire  avec  la  droite  définie  par  ré({uation 


(i4) 


8 


rsin(6'— o.8°,i)  H r=  =  o, 

\/3i 

droite  qui  est  donc  une  asymptote. 

On  aurait  pu  préioir  Vexislence  de  celte  asymptote.  D'abord,  il  y  a 

une  direction  asymptotique,  car  l'intégrale  (8)  a  une  limite  pour  /-infini 

(t.  I,  n°  153).  On   peut  ensuite   calculer  facilement   la  sous-asymptote, 

grâce  à  l'artifice  suivant.  La  constante  des  aires  C  ^  r  c/,  d  désignant  la 

distance  de  la  tangente  à  la   trajectoire  au  pôle,  puisqu'elle  est  égale  au 

moment  du  vecteur  vitesse  par  rapjjorl  à  O  (n°  7).  Or,  lorsque  r  devient 

—  C  8 

infini,  v  tend  vers  y///,  d'après  (■<);  donc,  d  tend  vers  — =  =:  — =,  ce  qui 

est  bien  la  distance  de  la  droite  (i4)  au  pôle. 

Pour  les  grande?  valeurs  de  /•  la  formule  (2)  donne  sensiblement 


(.5) 


r  =  v^=zi,97. 


On  peut  donc  dire  (\\xt^  pratiquement^  à  partir  de  /•  =  3^  le  mouvement 
est  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme^  de  vitesse  1,97  ('). 

Lorsque  r  décroît  de  2  à  i,33,  0  et  t  subissent  les  mêmes  accroisse- 
ments que  lorsque  /•  croît  de  i,33  à  2.  Autrement  dit,  la  trajectoire  est 
symétrique  par  rapport  à  la  droite  9  =  55°, 8,  qui  passe  par  le  point  A  le 
plu>  rapproclié  du  pôle;  en  outre,  deux  points  syiMétri(|ues  quelconque? 

,  Fig.  .7. 


Mo       X 


sont  atteints  à  des  époques  équidislantc?  de  l'épocpie  oii  le  mobile  passe 
en  A.    Cela    permet    de    déduire    la    trajectoire  complète  { /ig.  17)    du 


('j  A  r<'-clicllc  des  figurfs  17  i;l  18,  cela  est  rnciiic  vrai  à  parlii-  de  /•  =  2. 


DVN.ViMIQUB   DU    POINT.  79 

Tableau  donné  plus  haut,  ainsi  que  le  diagramme  (/•,  /)  demandé  {fi^.  i8). 
(On  a  représenté  les  unilés  de  r  et  de  ^  par  i5"'™  et  5<='".) 

Fis.  i8. 


5.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  assujelli  à  glisser  sans 
frottement  le  long  d' une  parabole  à  axe  vertical. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  au  sommet  et  pour  axe  des  y  l'axe 
de  la  parabole,  dirigé  vers  la  concavité.  Soit 


(0 


ipy 


l'équation  de  cette  courbe,  le  paramètre  p  étant  positif,  d'aprè>  l'hypo- 
tlièse  ci-dessus. 

Supposons  d'abord  ({ue  la  parabole  tourne  sa  concavité  vers  le  haut; 
O  }'  est  alors  dirigé  de  bas  en  haut  et  le  poids  du  mobile  M  a  pour  mesure 
algébrique  —  '^^g',  il  dérive  de  la  fonction  de  force  —  ^^gy-  Comme  il 
n'y  a  pas  de  frottement,  on  peut  appliquer  le  tht'orème  des  forces  vives 
en  négligeant  la  réaction  (n"  71),  ce  qui  donne 


('-^) 


('2  — _2-J+  A. 


Calculons  r-  en  fonction  de  v  et  de  v' .  On  a 


v'2 


y 


X- 


rM'  +  T7 


en  tenant  compte  de  l'équation  (i).  En  portant  cette  expression  dans  (î), 
on  obtient  réfjaatiortdifterentielle  qui  donne  v.  Elle  ne  renferme  pas 
explicitement  t\  par  conséquent,  les  variables  se  séparent  (t.  I,  n°  188). 
On  résout  l'équation  par  rapport  à  dix  [tui-  on  intègre  et  l'on  trouve,  tous 
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calculs  fails, 

(3)  t=f   ±i/ lf±£ dy. 

Calculons  la  réaction.  Orientons  la  parabole  dans  le  sens  des  .r 
croissants  et  soit  N  la  mesure  algébrique  de  la  réaction  sur  la  normale 
positive,  laquelle  est  dirigée  vers  la  concavité  de  la  parabole.  Proje- 
tons y=  r}iy  sur  Or  : 

(4)  my"^-mg-^NsinU^'^\, 

en  appelant  a  l'angle  polaire  de  la  demi-tangente  positive.  On  lire  de  là 


(5)  N 

cosa 

Pour  calculer  v".  dérivons,  par  rapport  à  /,  léqualion 

2.r(A  —  2ffy) 


(6)  / 


2/ 


qui  n'est  autre  que  (3)  avant  l'intégration;  il  vient,  en  divisant  par  2y 
et  formant  tout  de  suite  la  combinaison  y" ■ 


s  ) 


Nous  a\ons  ensuite 

dy        X 

d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  cosa  doit  être  positif,  d'après  la  con- 
vention faite  sur  l'orientation  de  la  parabole, 


^«=\/^ 


(8) 

V^w  portant  (-)  et  (8)  dans  (5),  on  trouve  linalemeiit 

(9)  N^^^^^'^^. 

Si  l'on  veut  maintenant  suj)pos(:r  (|ue  la  parabole  tourne  sa  concavité 
vers  le  bas,  cela  revient  simplement  à  changer  le  sens  de  la  pesanteur 
et  il  suffit  de  changer  g  en  — g  dans  tout  ce  qui  précède. 
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Discussion.  —  Nous  allons  maintenant  étudier  ([iielles  sont  les  diverses 
circonstances  que  peut  présenter  le  mouvement,  en  supposant  la  liaison 
unilatérale,  le  point  M  pouvant  être  posé  sur  la  parabole  soit  d'un  côté, 
soit  de  l'autre. 

Premier  cas  :  La  concavité  est  tournée  vers  le  haut.  —  Pour  que  le 

radical  de  l'équation  (3)  soit  réel,  il  faut  que  j  ne  dépasse  pas  —  =7i- 

Si  le  point  est  lancé  vers  le  haut,  y  commence  par  croître  et  il  faut 
prendre  le  signe   +   dans  (3).  Quand  y  tend  vers  jj,  t  tend   vers  une 

valeur  finie,  car  la   quantité   sous   le   signe    /    devient  infinie  d'ordre  — 

(t.  1,  n°  loi).  Comme/  ne  peut  dépasser  ji,  il  se  met  à  décroître  et  l'on 
doit  prendre  le  signe  —  dans  (3);  y  décroît  jusqu'à  zéro,  puis  croît  jus- 
qu'à y,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Le  mouvement  est  une  oscillation 
périodique  sur  l'arc  de  la  parabole  qui  est  limité  par  les  deux  poinls 
d'ordonnée  j'j. 

Quant  à  la  réaction,  elle  est  toujours  positive,  car  h  est  positif,  en 
vertu  de  (2).  Il  s'ensuit  que  le  point  M  doit  être  posé  à  V intérieur  de 
la  parabole.,  sans  quoi  il  la  quitte  immédiatement. 

Deuxième  cas  :  La  concavité  est  tournée  vers  le  bas.  —  Si  nous  chan- 
geons o^  en  — ^-  dans  (3),  nous  voyons  que  la  réalité  du  radical  exige 

(10)  h  -{-  2 g- y  >  o. 

Cela  nous  conduit  à  distinguer  deux  cas  suivant  le  signe  de  //. 

I.  /?  <  o  ou  ('o<  v''^^'"  Jo-    y   doit  être    supérieur  à =  }'i.  Si  le 

point  est  lancé  vers  le  haut,  y  commence  par  décroître,  atteint  Vj  en  un 
temps  fini,  puis  augmente  jusqu'à   l'infini,  t  devenant  également  infini, 

parce  que  la  quantité  sous  le  signe    /    est   seulement  infiniment  petite 

d'ordre  -  (t,  1,  n°  153).  Autrement  dit,  le  point  M  atteint  une  position 

culminante  }>ïi,  puis  redescend  indéfiniment.  S'il  est  lancé  primitive- 
ment vers  le  bas,  il  descend  toujours. 

La  formule  (9),  où  l'on  aurait  changé  g  en  — i^,  montre  que,  dans 
l'hvpotliése  actuelle,  \<o;  il  faut  donc  poser  M  à  l'extérieur  de  la 
parabole. 

II.  A  >  (I  ou  (•„  >  y/y^'yo.  Cette  fois  le  radical  est  réel,  quel  (|iie 
soit  y.  le  point  décrit  entièrement  la  parabole  dans  le  sens  de  la 
vitesse  initiale,  sans  jamais  rebrousser  chemin. 

Haag.  —  Exercices,  III.  6 
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Quant  à  la  réaction,  elle  est  négative  ou  positive,  suivant  q»e  //  est 
inférieur  ou  supérieur  à  gp;  suivant  le  cas,  M  doit  être  posé  à  l'eocté- 
riear  ou  à  l'intérieur. 

Dans  le  cas  intermédiaire  où  h=gp,  la  réaction  est  identiqueinent 
nulle;  le  point  décrit  librement  la  parabole.  On  doit  donc  retomber  sur 
le  mouvement  classique  du  point  pesant  libre  dans  le  vide  (n°  76). 

Effectivement,  l'éc] nation  (3)  se  réduit  à 

tz=i —  —  i  /  —^  >  y  =z  -  A>/- 


2 


en  choisissant  convenablement  l'origine  des  temps.  L'é([uation  (i)  donne 
ensuite 

Un  autre  cas  intermédiaire  est  h  :=:  o.  On  peut  alors  intégrer  par  les 
fonctions  élémentaires  et  Ton  trouve,  tous  calculs  faits  et  en  choisissant 
convenablejnent  Torigine  des  temps, 

(il)       \/gt  =  \/p  -+-  2  Y  +  -=  [log(v'>  +  2  7  — v//?)  —  log  y/j]- 

VP 

Si  M  est  lancé  vers  le  haut,  //  atteint  asymplotiquement  le  sommet, 
car  /  devient  infini  pour  v  =  o. 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  s'ex.plit[uer  les  résultais  obtenus  en  ce 
(|ui  concerne  la  possibilité,  pour  le  mobile,  de  quitter  la  parabole.  Cette 
circonstance  se  présente  si  la  trajectoire  libre  se  trouve  du  cùté  où 
l'on  a  posé  M.  Or,  dans  le  premier  cas,  la  trajectoire  libre  est  toujours 
extérieure  à  la  parabole  donnée;  donc,  le  point  ([uitle  toujours,  s'il  est 
posé  extérieurement.  Dans  le  deuxième  cas,  il  faut  comparer  les  para- 
mètres des  deux  paraboles.  Si  yj'  est  celui  de  la  trajectoire  libre  qui  cor- 
respond aux  conditions  initiales  données,  un  calcul  facile  donne 

(12)  p'-p=    P^''-'''P\ 

,  ^-IZ-^  +  ^j-,,) 

Si  11  >,A7J,  p' '>'  p  ■  la  parabole  libre  est  extérieure  à  la  proposée,  !e  point 
quitte  s'il  est  posé  extérieurement. 

0.  Un  point  pesant  peut  glisser  ^  sans  frottement,  le  Ions:  d'une  cir- 
conférence, qui  tourne  autour  d'un  diamètre  vertical,  arec  une 
vitesse  angulaire  constante  oj. 

1"  litudier  le  mouventenl  du  point  sur  la  circonférence. 
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2"  Calculer  les  cvinposanlcs  de  la  réaction. 

o"  Chercher  les  posilions  d'équilibre  relatif  et  étudier  leur  slnhi- 
lité.  Etudier  les  petites  oscillations. 

4"  On  suppose  le  rayon  du  cercle  égal  à  oo'm  ^^  /^^  vitesse  de  rotcy- 
tion  éî^ale  à  ioo  tours  par  minute.  Calculer  la  position  d'équilibre 
stable^  ainsi  que  la  durée  des  petites  oscillalions. 

1"  Prenons  pour  axe  des  z  Taxe  de  rotation,  orienté  de  bas  en  liant,  et 
pour  axes  des  a;  et  des  y  deux  axes  perpendiculaires  menés  par  le  centre 
du  cercle.  Soient  o  =  co^  l'azimut  du  cercle  au  temps  t  el  0  l'anj^le  de  Oc 
avec  OM,  de  sorte  que  o  €t  9  sont  la  longitude  et  la  colatitude  du 
point  M. 

I*our  trouver  léquation  du  mouvement,  nous  allons  projeter  f  ziz  ni  y 

sur  la  tangente  MX  au  cercle,  dont  les  angles  polaires  sont  o  et  9  h • 

En  dérivant  deux  fois  les  coordonnées  cartésiennes  de  M  exprimées  en 
fonction  de  q  et  de  6*,  on  trouve 

/  x" :=      R[  — (ùj--i- 0'-)  siiiô  +  ^"cosô]  coso  —  aRcoO'cosÔsin  9, 
(i)     !  r"=      R[— (r^^-hÔ'*)sinÔ  + 9"cos0]sin9  +  2Rw0'cosÔco59, 
(  r"  =  — R[9'2cos6  4- 5"sin5]. 

l'^n  multipliant  ces  trois  é([uations  respectivement  par  cos^coscp, 
cos^sinQ,  — sin5  et  ajoutant,  on  obtient  la  projection  du  vecteur  accé- 
lération sur  MX  : 

(2)  7x=Fl(5"— ^^)'>în^cos9). 

D'autre  part,  la  projection  du  poids  de  M  est  77^^'sin';  cl,  comme  la 
projection  de  la  réaction  est  nulle,  on  a 

(3)  R9"=sin9(i'-  +  Rr^2cos9). 

Telle  est  l'équation  difTérentielle  du  mouvement. 

On  peut  remarquer  qu'elle  est  la  même  que  si  le  cercle  ne  tournait  pas, 
à  condition  d'ajouter  à  la  pesanteur  \a  force  centrifuge  (n°  138) 

mr,j-I\M, 

P  désignant  la  projection  de  M  sur  O:;.  On  aurait  pu  être  tenté  d'ad- 
mettre directement  ce  résultat.  Mais  il  n'est  pas  si  évident  ([u'il  en  a 
l'air.  11  tient,  en  réalité,  à  ce  que  raccélération  complémentaire  est  cons- 
tamment normale  au  cercle  (elle  est  perpendiculaire  à  son  plan;  c/*.  Exer- 
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cice  proposé  n*^  '2  du  Chapitre  111)  et  n'intervient  pas,  par  conséquent, 
dans  la  jirojection  sur  MX. 

L'équation  (3)  s'intègre  par  deux  quadratures  (t,  I,  n°  19o  ;  on  peut 
aussi  remarquer  que  la  première  intégration  équivaut  à  appli(|uer  l'inté- 
grale des  forces  vives,  en  prenant  un  trièdre  de  réféience  lié  au  cercle). 
On  obtient,  tous  calculs  faits, 

J,^^   ±V/C^-(é'+Kco^cosÔ)« 

C   désignant   une  constante  positive,  donnée,  en  fonction  des  conditions 
initiales,  par  la  formule 

(  5  )  O  =  R2  0)2  5^2  _^   (  ,,  _^  I^  ,^j2  co^  Cj^^  )î_ 

L'intégrale  (4)  ne   peut  pas,  en  général,  se  calculer  par  les  fonctions 

élémentaires.  Toutefois,  pour  quelle  soit   réelle,  il  faut  que  cosO  reste 

compris  entre 

0  —  '^  Cj  — f—  "■ 

(6)  cos{/i=-- — ^         et  cos6'2  = 


Si  C>^+Rgl)-,  les  angles  0,  et  0.,  sont  imaginaires  et  le  radical  est 
toujours  réel;  le  point  \l  tourne  indéfiniment  sur  le  cercle,  d'un  mouve- 
ment périodique. 

Si  ^4-rioj"'>  C  >  Roj-  —  g-,  Si  seul  existe;  M  oscille  sur  l'a/c  infé- 
rieur limité  par  les  deux  points  M,  et  M',  d'élongcilions  0^  et  —  5j. 

Si  C  <  R  oj- —  ^(cela  n'est  possible  que  si  R(«)^>»  ^j^),  0^  ei  B^  existent 
tous  deux  ;  M  oscille  entre  deux  points  Mj  et  M^  situés  dhin  même  côté 
de  Os  (\e  second  est  toujours  au-dessous  de  xOy). 

2°  En  projetant  f=zniy  sur  le  prolongement  M'A  de  OM  et  sur  M\ 
perpendiculaire  à  MZX  f  d'angles  polaires  œ  -t-  —  et  o  |  ,  on  obtient  les 
composantes  de  la  réaction 

(    r>  (  ^  -4-  R  ''>'  f-OS  ^;  )  (  -  4-  o.  \{  r,)2  CCS  0  )  —  (  C  +  RV.)*  ) 

\  Hz=  ///  -^ '■ -— , 

(7)  ^^';^ 

(  R\=  2m  RojO'  cosO  =  2m  cos6'v^C- —  {g  -h  Rw-  coaOyK 

On  voit  qu'elle  n'est  dans  le  plan  du  cercle  que  pour  0'  =z  o,  c'est-à-dire 
quand  la  vitesse  relative  de  \l  est  nulle.  (La  composante  Ry  est  opposée 
à  l'accélération  complémontaiie.  ) 
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3°  Pour  que  5  demeure  constant,  il  faut  et  il  suffit  que,  'j\^  t'tanl  nul, 
^y  annule  le  second  membre  de  (3).  On  a  ainsi  les  trois  solutions 

rr 

(8)        ^u^iio,  ^0=77,  5o=«         avec         cosa=: — t^^,' 

Les  deux  premières  correspondent  aux  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas 
du  cercle  et  la  troisième  a  une  position  intermédiaire  A,  qui  n'existe  que 
si  H ',)->>  g,  et  qui  est  toujours  au-dessous  de  rO  >'. 

Four  étudier  la  stabilité,  supposons  Mq  très  voisin  de  l'une  de  ces 
positions  et  9^  très  petit.  Il  faut  voir  si  M  \a  rester  dans  le  voisinage. 

S'il  s'agit  de  la  première  position,  G  est,  d'après  (5),  très  voisin 
de  i,-^  +  Roi)-.  On  se  trouve  soit  dans  le  cas  de  la  rotation  indéfinie,  soit 
dans  le  cas  de  l'oscillation  entre  Mj  et  M',.  Le  mobile  passe  certainement 
par  le  point  le  plus  bas  et  ne  reste  donc  pas  dans  le  voisinage  du  point  le 
plus  haut.  L'équilibre  est  instable. 

S'il   s'agit  de   la   deuxième   position,    G    est  voisin  de  \g- — 'Rco-I.  Si' 

2  " 

R(»j^>-  i,',   G  est  voisin  de  Roj- —  «,  cos5,  est  voisin  de  i  —    /"    et  n'est 

pas  infiniment  voisin  de  — i\  donc  Mi  n'est  pas  dans  le  voisinage  du 
point  le  plus  bas.  Gomme  il  est  atteint  par  M  pendant  le  mouvement, 
l'équilibre  est  instable.  Si,  au  contraire,  Rw-<!^,  G  est  voisin 
de  ^  —  Rfj)2,  cos9,  est  voisin  de  —  i  et,  comme  on  se  trouve  dans  le  cas 
de  l'oscillation  entre  M,  et  M],  .M  reste  constamment  dans  le  voisinage 
du  point  le  plus  bas,  qui  est  alors  une  posiLion  d'équilibre  stable. 

Enfin,  s'il  s'agit  de  la  troisième  position  d'équilibre,  G  est  voisin 
de  zéro,  6^1  et  &.,  sont  voisins  de  a:  l'équilibre  est  stable. 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  il  n  y  a  qu'une  position  stable:  c  est 
le  point  le  plus  bas  pour  les  petites  vitesses  de  rotation  et  le  point  A 
pour  les  grandes  vitesses. 

Etudions  les  petites  oscillations  dans  la  première  hypothèse.  Si  l'on 
pose  B^zzT.  —  u  et  que  l'on  considère  u  comme  un  infiniment  petit, 
l'équation  (3  )  se  réduit,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  à  l'équation  linéaire  à  coefficients  constants 


(9)  «"^  f/  (  j^  —  w- 1  =  0. 

En  supposant,  pour  simplifier.  (/'„  =  o,  on  a 

(io)  u  —  u^coi  [y  Yi  ~  '"'"'') 
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La  durée  d'une  oscillation  simple  (demi-période)  est 


Elle   e-t   la   même   que   si   le   cercle   était  au   repos,  Taccélération  de  la 
pesanteur  étant  diminuée  de  Rr,)-. 

Si,  maintenant,  Hf,)->-^'.  nous  posons  6  ^=  a  -\~  n  et  Téquation  (3)  se 
réduit  à 

(12)  u" -j- u  (,)- sin- a zz:  o  ; 

d'où  Ton  tire 

(i3)  </ =  ;/y  sin  (fjj  sina  .  ^). 

La  durée  d'une  oscilhition  est 

71  T' 


(•4)  T 


M  sin«        2  sin  a 


en  appelant  T'  la  durée  d'un  tour  complet  du  cercle, 
4"  On  a,  en  unités  C.  G.  S., 


2or. 


R  z^  20,  M  ^     .,  "  >  .;'=98i,       cosa  =: — (1,1117,        a  =  io~',i: 


1   :=  0,  DOO  1    =  0%  I  0. 


7.  Un  point  pesant  M  peut  glisser  avec  frottement  le  long  cV une 
droite  horizontale  I).  Il  est,  en  outre,  attiré  par  un  point  fixe  P,  exté- 
rieur à  D  et  situé  dans  le  plan  vertical  passant  par  cette  droite, 
suivant  une  force  proportionnelle  à  fa  distance  PM.  Etudier  son 
nioiivenient.  (E.P.,igi3.) 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  D  et  pour  axe  des  r  la  perpendicu- 
laire menée  par  P.  orientée  de  bas  en  haut.  Soient  m  la  masse  du  point, 

— -> 
/  le  coefficient  de  frottement  et  /  MJ*  l'attraction  du  point  1*.  Soient  W^ 

et  R,  les  composantes  de  la  réaction  de  D  sur  M.  Les  équations  du  mou- 
vement sont 

(  1  )  mx"=z  —  kx -+-  ]\x,         o  —  Iib  —  m^-  -t-  Ry, 

en  appelant  f/  l'ordonnée  de  P. 

Apj)Iiquons  maiiileiuml  les  lois  du  frottement.  La  composante  normale 
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de  la  réaction  est 

(,)  N  =  lR,|  =  |,»i^-A'M. 

On  a 

R,,=  -/N     ou     +/N, 

suivant  que  x'  est  positif  ou  négatif.  L'équation  diflérentielle  du  mouve- 
ment est  donc 

(3)  mx"-^  kx^i—fS,         si         a^'>(>; 

(4)  mx"-^kx=      /N,  si  j:-'<(>. 

Lesr  intégrales  générales  sont  (t.  I,  n°  197) 

(5)  X  =:  —  a  + AcosGj^  +  B  sinco^,  pour         ,r'>(>; 

(6)  X  z^       a -H  Acoso3^ -h  B  sinoj^,  pour         j;'<o, 

en  posant 

(7)  «  =  V        ■"=\/m' 

Le  mouvement  est  donc  un  mouvement  vibratoire  simple,  dont  la 
période  est  indépendante  du  frottement,  mais  dont  le  centre  est  l'un 
ou  l'autre  des  points  A'(— -  a,  o)  et  A{a,  o),  suivant  que  le  mouvement 
a  lieu  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif. 

Quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  la  vitesse  du  mobile  s'an- 
nule au  bout  d'un  temps  au  plus  égal  à  une  demi-période.  Il  y  a  alors 
Heu  de  se  demander  (/«t^/  mouvement  prend  naissance,  pour  une  vitesse 
initiale  nulle. 

On  pourrait  étudier  la  question  par  le  calcul,  en  se  servant  des  é([ua- 
tions  (5),  (6).  Mais  il  nous  paraît  plus  simple  de  voir  les  choses  géomé- 
triquement. 

Si  le  mobile  part  dans  le  sens  positif,  la  viliration  doit  avoir  pour 
centre  A',  et,  comme  on  se  trouve  à  un  maximum  d'élongation,  M  doit 
se  rapprocher  de  A'.  Ceci  n'est  possible  que  si  Mo  est  à  gauche  de  A'.  De 
même,  le  mouvement  de  droite  à  gauche  n'est  possible  (jue  si  M^  est 
à  droite  de  A.  Lorsque  M,,  est  entre  V  et  A',  aucun  mouvement  n'est 
donc  possible;  le  point  reste  au  repos.  Ceci  est  d'ailleurs  bien  conforme 
avec  les  lors  du  frottement  au  repos  (n"  139),  car  le  rapport 

|Ba-|   ^  A-|a:J    ^f\x,\ 
W  N  rt 

est  alors  plus  petit  que  /. 
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Il  est  maintenant  facile  de  se  représenter  les  phases  successives  du 
mouvement.  Le  mobile  commence  par  se  déplacer  dans  le  sens  de  sa 
vitesse  initiale,  jusqu'à  une  position  extrême  Mi.  Si  INIi  est  sur  le  seg- 
ment AA',  il  s'arrête.  Sinon,  il  repart  en  sens  in\ei'se,  en  vibrant  autour 
de  celui  des  points  A  et  A'  qui  est  le  plus  rapproché  de  Mj,  soil  A,  pour 
fixer  les  idées.  11  atteint  ainsi  une  position  extrême  Mo,  symétrique  de  Mj 
par  rapport  à  A.  Si  Mo  est  sur  AA',  le  mouvement  s'arrête.  Sinon, 
M  repart  en  sens  inverse,  en  vibrant  autour  de  A',  et  atteint  la  position 
extrême  M3,  symétrique  de  M.,  par  rapport  à  A',  et  ainsi  de  suite.  On  a 
donc  une  succession  de  demi-vibrations,  se  produisant  alternativement 
autour  dea  deux  points  A  et  A'.  Il  est  visible  que,  chaque  fois,  l'ampli- 
tude diminue  de  la  distance  ÂA'=:  2a.  Elle  finit  donc  par  être  ir)férieure 
à  cette  distance;  à  ce  moment,  la  position  extrême  atteinte  par  le  mobile 
est  intérieure  au  segment  AA';  le  mouvement  est  terminé.  Si  d  désigne 
la  distance  de  Mi  à  l'extrémité  la  plus  rapprochée  du  segment  AA',  le 
nombre  des  demi-vibralions  qui  s'effectuent  à  partir  de  cette  position  est 
le  quotient  à  une  unité  près  par  excès  de  d  par  2a. 

Remarque.  —  Le  mouvement  s'amortit  d'autant  plus  rapidement  que 
a  est  plus  grand,  c"esl-;i-dire,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  que  N  est 
plus  grand.  Cela  est  bien  conforme  au  bon  sens,  car,  en  augmentant  N, 
on  augmente  le  frottement.  En  particulier,  l'amortissement  est  plus 
rapide   si   P   est  au-dessous   de  D   que  s'il  est  au-dessus.  Lorsque  P  est 

au-dessus,  à  une  dislance  égale  à  —^j  N  est  nul;  il  n'y  a  plus  de  frotte- 
ment et  le  mouvement  ne  s'amortit  pas;  c  est  un  mouvement  vibratoire 
simple  ordinaire. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Déterminer  les  lignes  de  forces  du  champ  dont  les  composantes  sur 

les  axes  sont  j,  z,  x.  (E.  P.,  iQiS.) 

dx 
(Introduire  une  variable  auxiliaire,  dont  la  différentielle  est On  se 

ramène  à  une  équation  différentielle  de  la  forme  .x"'r=:.r,  qui  s  intègre 
par  la  méthode  de  ré(|uation  caractéristi(|ue.  ) 

2.  Quelles  sont  les  surfaces  de  niveau  et  les  lignes  de  forces  du  champ 

Montrer  que  les  lignes  de  forces  sont  des  cubi(iues  planes  unicursales. 

(É.  I\,  .913.) 
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(Introduire  une  variable  auxiliaire  analogue  à  celle  de  l'exercice  pré- 
cédent. Introduire  également  Tincoanue  auxiliaire  «  :zr  j: -h  v -H  5 .  qui 
satisfait  à  l'équation  dilTérentielle  u' --=z.  211.) 

3.  On  considère  un  champ  de  forces  dont  les  composantes  sont  des 
fonctions  linéaires  de  jc,  j\  z.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les 
coefficients  de  ces  fonctions  pour  que  le  champ  dérive  dune  fonction  de 
forces?  Que  sont  alors  les  surfaces  de  niveau?  Montrer  que,  par  un  choix 
convenable  des  axes  de  coordonnées,  on  peut  amener  les  composimtes  du 
champ  à  être  respectivement  proportionnelles  à  a:,  j',  z.  Chercher  les 
lignes  de  forces.  Dans  quel  cas  sont-elles  planes? 

i.   Chercher  la  fonction  de  forces  dont  dérive  le  champ 


X:= 


T,  > 


'  ûc^'-i-j-  a- -h  y- 

Surfaces  de  niveau  et  lignes  de  forces.  (E.  P.,  igiS.) 

0.  Au  point  M(J7,  JK,  ;),  on  fait  correspondre  le  point 

,,  /    a-.r  a-  r 

Q(— T'  — r^ — 7'  o 

Le  point  M  est  soumis  à  la  force  A"^  MQ,  k  désignant  une  constante. 

1°  Déterminer  la  fonction  de  forces,  les  surfaces  de  niveau  et  les  lignes 
de  forces. 

•:i°  Le  point  M  ayant  pour  masse  i,  déterminer  le  mouvement  de  sa 
projection  sur  Or. 

3"  Montrer  qu'on  peut  choisir  les  conditions  initiales  pour  que  la  pro- 
jection de  M  sur  j^Ojk  décrive  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R  >  a. 

Exprimer,  dans  cette  hvpolhèse,  les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  t. 

p  2 „  2 

Montrer  que  la  trajectoire  est   algébrique   si  —      —  est  le  carré  d'un 

nombre  rationnel.  (E.  1*..  1907;  composition  écrite.) 

G.   Chercher  les  lignes  de  forces  du  champ 

X:=a:-,         Y  =zj-—  2j:r,         Z  =  o. 

(É.  P.,  1913.) 
(Remarquer  qu'on  a  une  équation  diflerenlielle  homogène  en  x,  y.  On 
trouve  des  quarliques.) 

7.   Soit  le  champ 

X  =  (->f--r-J-)(j:— J),  ^'  =  ('i-'  +  j')(^+J')>  L—z\ 
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1°  Délerminer  les  lignes  de  forces.  (Il  est  commode  de  cliercher  leurs 
équations  en  coordonnées  semi-polaires.) 

'2"  Calculer  le  travail,  quand  M  se  déplace  sur  une  ligne  de  forces, 
depuis  l'origine  jusqu  au  point  de  cote  z, 

3°  Calculer  le  travail,  quand  M  fait  un  tour  complet  sur  une  circonfé- 
rence située  dans  un  plan  parallèle  à  ôcOj'.  Le  rayon  de  celte  circonfé- 
rence étant  donné,  oîi  doit  se  trouver  son  centre  pour  que  le  travail  soit 
minimum? 

8.   On  considère  la  fonction   de   forces  U  :=^ ^  >  en  coordonnées 

/ - 

polaires.  Calculer  les  composantes  de  la  force  sui\ant  les  demi-droites 

7T  .  .  . 

dangles  polaires  9  et  0  h — '-•  Construire  les  lignes  de  niveau  et  les  lignes 

de  forces. 

(Pour  calculer  les  composantes,  il  est  commode  de  se  servir  du  travail 
élémentaire.  ) 

rv       1  f  -  •  1        ,  •  1        r  n  COS  9 

y.  Mêmes  questions  pour  ia  lonction  de  forces  U  ^^ —  • 

10.  On  considère  une  sphère  creuse  infiniment  mince  et  homogène. 
Cha(|ue  élément  de  cette  sphère  attire  un  point  P  proportionnellement  ^ 
sa  masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance.  Calculer  la  fonction 
des  forces  pour  une  position  quelconque  de  P.  Déduire  du  résultat  que 
l'attraction  totale  subie  par  le  point  P  est  nulle  s'il  est  intérieur  à  la 
sphère  et  qu'elle  est  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  sphère  était 

ramenée  au  centre,  si  P  est  extérieur  à  la  sphère.  (  Pour  calculer  la  fonc- 
tion des  forces  U,   découper  par  des  plans  perpendiculaires  à  OP.   O» 

■y.  71 R 
trouve  aisément  que  t/lJ  = c//-,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  sphère, 

a  la  dislance  OP  et  (ir  l'accroissement  de  la  dislance  r=  PM,  (juand  M 
passe  de  la  petite  base  à  la  grande  base  de  la  zone  comprise  entre  les 
deux  plan?  infiniment  voisins.  On  en  conclut,  en  intégrant,  que  U  =:4^Ri 

si  1^  est  intérieur,  et  U  =  — '— ,  si  P  est  extérieur.  On  a  supposé,  pour 
siinj)lifiei-,  ia  densité  superficielle  égale  à  i.  ] 

11.  Une  sphère  homogène  ou,  plus  généralement,  composée  de  couches 
concentriques  homogènes,  attire  un  point  P  extérieur  suivant  la  loi 
indi(|uée  à  Texercire  précédent.  Démontrer  que  l'attraction  totale  est  la 
môme  que  si  toute  la  masse  de  la  sphère  était  accumulée  en  son  centre. 
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(Découper  par  des  sphères  concenlriques  et  appliquer  les  résultats   <le 
re\ercice  précédent.) 

12.  Un  point  pesant,  de  masse   i,  est  attiré  par  O  suivant  une  force 

égale  à  ....-.., •  Chercher  la  fonction  de  forces,  les  surfaces  de  niveau  et 

les  lignes  de  forces. 

(Pour  les  lignes  de  forces  situées  dans  ^O.r,  passer  en  coordonnées 
polaires;  on  aboutit  à  une  équation  différentielle  linéaire  en  /-.) 

13.  Reprendre  l'Exercice  résolu  n"  1,  en  supposant  que  l'un  des  centres 
est  répulsif. 

li.  Soit  un  point  M,  de  masse  i. 

1°  On  donne  une  droite  indéfinie  D,  homogène,  de  densité  linéaire  i. 
Chaque  élément  î*  de  cette  droite  attire  M  suivant  une  force  propor- 
tionnelle à  la  masse  de  cet  élément  et  au  sinus  de  l'angle  ([ue  fait  PM 
avec  l'élément.  Calculer  la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

2°  Même  question  en  remplaçant  la  droite  D  par  un  plan  Q^  homo- 
gène et  de  densité  superficielle  i. 

3°  On  suppose  Q  perpendiculaire  à  D  en  O.  Le  point  aI  étant  soumis 
simultanément  à  toutes  les  forces  précédentes,  trouver  les  surfaces  de 
niveau  et  les  lignes  de  forces. 

4"  Une  lige  OT  tourne  autour  de  D  d'un  mouvement  uniforme.  Le 
point  M  glisse  sans  frottement  le  long  de  cette  tige.  Déterminer  son 
mouvement,  en  le  supposant  toujours  soumis  aux  forces  précédentes. 

5°  Montrer  que,  si  les  conditions  initiales  sont  convenablement 
choisies,  la  trajectoire  de  M  se  projette  sur  Q  suivant  un  cercle.  Chercher 
la  réaction  de  la  tige,  dans  cette  hypothèse.  Montrer  que,  si  les  coeffi- 
cients d'attraction  sont  convenablement  choisis,  cette  réaction  se  trouve 
constamment  dans  le  plan  tangent  au  cône  décrit  par  OT.  Son  extré- 
mité décrit  alors  une  courbe  qui  se  projette  sur  Q  suivant  un  cercle. 

15.  Quel  travail  faut-il  dépenser  pour  enroider  sur  un  treuil  une 
chaîne  de  100™  de  long,  pesant  20''»  par  mètre  courant? 

16.  Etablir  le  théorème  des  forces  vives,  en  se  servant  des  équations 
intrinsè((ues  du  mouvement. 

17.  Ln  canon,  de  calibre  iGo"'™,  tire  un  projectile  de  ôa**».  Le  culot 
de  ce  dernier  parcourt  dans  le  labe  une  longueur  de  6™,  70.  Il  est  soumis 
à  une  pression  variable,  dont  la  valeur  moyenne  par  rapport  au  cliemin 
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parcouru  est  de   i()oo''S  par  centimètre  carré.  Calculer  la  vitesse  inili;ile 
du  projectile,  en  négligeant  les  résistances  passives.  (On  trouve  environ 

900™.) 

18.  In  obus  de  rupture,  de  calibre  3.^0™""  et  de  poids  54o^s,  traverse 
une  plaque  de  blindage,  de  34*^'"  d'épaisseur.  Sa  vitesse  à  l'arrivée  est 
de  |00'"  par  seconde;  la  vitesse  à  la  sortie  est  nulle.  Calculer  la  pression 
moyenne,  par  centimètre  carré  de  section,  développée  par  la  plaque  sur 
Tobus  pendant  la  traversée. 

19.  Un  point  M,  de  masse  11  5*^',  se  déplace  sur  O.r.  Il  est  attiré  par  O 
suivant  une  force  proportionnelle  à  x'\  Four  jr  =  i™,  l'attraction  est 
de  i^s.  On  le  lance  dans  le  sens  positif,  avec  une  abscisse  initiale  égale 
à  i^.^o  et  une  vitesse  initiale  de  3™, 60  par  seconde.  Construire  les 
diagrammes  (a.-,  c)  et  {x,  l). 

20.  Un  point  M  décrit  Ox,  sous  l'action  d'une  attraction  de  ()  pro- 
portionnelle à  X.  11  est,  en  outre,,  soumis  à  une  résistance  du  milieu 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  Calculer  celte  vitesse  en  fonction 
de  X.  La  vitesse  initiale  étant  supposée  nulle,  calculer  le  travail  absorbé 
par  la  résistance,  quand  M  arrive  en  O.  Comparer  ce  calcul  direct  avec 
celui  que  donne  le  théorème  des  forces  vives. 

21.  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  M,  de  masse  i,  se  dépinçant 
sur  Ox,  sous  l'action  de  la  force  X  = —  x^' —  <-.  (E.  P.,  igiS.)  Pousser 
les  calculs  jusqu'au  bout,  en  supposant  M,,  en  O  et  c,,  :=  i . 

22.  Trouver  les  lois  de  force  centrale  fonction  de  la  dislance  qui 
peuvent  donner  les  trajectoires  suivantes  : 

,  0                          sin'{)  ,, 

/•=acos--,  i-=  a 7-,  r  =  e'«", 

2  COS7 


a  — 

/•■• 


23.   Un  point  M,  de  masse  i,  est  attiré  par  O  suivant  une  force  égale 
l'étudier  les  différentes  formes  de  trajectoires.  Calculer  les  coor- 
données de  i\I  en  fonction  de  l.  {É.  A'.,  groupe  //,   1912;  composition 
écrite.) 

2'i-.  Un  point  pesant  décrit,  sans  frottement,  une  courbe  siluée  flans 
un  plan  vertical.  Déterminer  cette  courbe  pour  (|ue  la  vitesse  verticale 
soit  constante.  (\\.  P.,  iQiS.) 

(Introduire  l'angle  de  la  tangente  avec  la  verticale.  On  trouve  une 
parabole  semi-cubique.) 
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25.   Un  point  M,  de  masse  i,  décrit  sans  froltemenl  la  parabole 

I 


1  -H  COsÔ 


Il  est  soumis  à  une  attraction  de  ()  éi:ale  à  —  On  le  lance,  avec  la 

o  /•- 

vitesse  Cq,  à  partir  du  sommet.  Déterminer  son  mouvement.  Calculer  la 
réaction  en  fonction  de  0.  Vérifier  que  cette  réaction  est  constamment 
nulle,  si  (',,  est  convenablement  choisie.  Expli([uer  ce  résultat.  {Cer- 
tificat de  Mathématiques  générales;  Clermont,  igii.  Cf.  Exercice 
résolu  u"  o.) 

26.  Un  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  la  courbe 

x^o  —  shcpchçj,         jK  =  2cho. 

L'axe  Oy  étant  placé  verticalement  et  dirigé  vers  le  bas,  on  abandonne 
le  point,  sans  vitesse  initiale,  à  partir  du  point  situé  sur  Oy.  Calculer  le 
mouvement  qui  prend  naissance.  Au  bout  de  combien  de  temps  le  point 
s'est-il  abaissé  de  i™? 

27.  Un  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  une  cycloïde,  dont  le 
plan  est  vertical  et  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut.  On  l'aban- 
donne sans  vitesse  initiale,  à  partir  d'une  position  quelconque.  Déter- 
miner le  mouvement  qui  prend  naissance.  Calculer  la  durée  d'une 
oscillation.  \'érifier  qu'elle  est  indépendante  de  la  position  initiale. 
(  Pendule  cycloïdal.  ) 

28.  Un  point  pesant  glisse  sur  une  hélice  circulaire.  Etudier  son  mou- 
vement en  supposant  qu'il  n'y  a  pas  de  frottement  et  que  l'axe  de  l'hélice 
fait  un  angle  quelconque  avec  la  verticale,  puis  qu'il  y  a  frottement, 
mais  que  l'axe  est  vertical. 

29.  Une  tige  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o),  dans  un 
])lan  vertical,  autour  de  son  extrémité  O.  Un  point  pesant  M  glisse  sans 
frottement  le  long  de  cette  tige.  On  l'abandonne  de  0,  sans  vitesse  ini- 
tiale, au  moment  où  la  tige  est  verticale  et  dirigée  vers  le  bas.  Etudier 
le  mouvement  de  M  sur  la  lige.  Calculer  la  réaction  et  vérifier  qu'elle 
est  toujours  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  tige.  Quelle  lon- 
gueur doit  avoir  la  lige  pour  que  M  la  quitte  avec  une  vitesse  absolue 
horizontale  et  avant  que  la  tige  ne  soit  elle-même  devenue  horizontale? 
Montrer  que  l'angle  que  fait,  à  ce  moment,  la  tige  avec  la  verticale  est 
indépendant  de  w  et  calculer  sa  valeur  à  un  grade  près.  Calculer  la  lon- 
gueur de  la  tige,  en  supposant  qu'elle  fasse  6oo  tours  par  minute. 
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30.  Une  circonférence  horizontale  tourne  autour  de  son  centre,  avec 
une  vitesse  constante,  L  n  petit  anneau  pesant  est  enfilé  sur  cette  circon- 
férence. En  le  supposant  primitivement  au  repos,  déterminer  le  mouve- 
ment qui  prend  naissance,  en  tenant  compte  du  frottement.  Montrer 
qu'au  bout  d'un  certain  temps  T,  Panneau  demeure  li\.e  sur  la  circon- 
férence. Quelle  est  alors  la  valeur  de  la  réaction?  Calculer  cette  réaction 
pour  une  vitesse  de  600  tours  par  minute  et  la  comparer  au  poids  de 
l'anneau,  en  supposant  le  rayon  de  la  circonférence  égal  à  1™.  (Calculer  1' 
dans  la  même  hypothèse. 

31.  Un  point  pesant  glisse  avec  frottement  sur  une  circonférence, 
située  dans  un  plan  vertical.  On  l'abandonne  sans  vitesse  initiale,  à 
])artir  d'un  point  du  diamètre  horizontal.  A  quelle  condition  doit  satis- 
faire le  coefficient  de  frottement  pour  que  le  point  jirrive  au  point  le 
plus  bas  de  la  circonférence? 

(Le  calcul  de  la  vitesse  en  chaque  point  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  difTérentrelle  linéaire.  En  tenant  compte  des  conditions  initiales, 
on  détermine  la  constante  et  l'on  calcule  la  vitesse  au  point  le  plus  bas. 
Pour  que  cette  vitesse  soit  réelle,  il  faut  que 

I  —  2/-'— 3/e-/'^>  o, 
ce  qui  exige  que  /".soit  inférieur  à  environ  o,  j.) 

32.  Un  point  se  meut  sur  une  surface  de  révolution  parfaitement 
pohe,  sous  l'action  d'une  force  rencontrant  Taxe  de  la  surface.  Montrer 
que  le  mouvement  obéit  à  la  loi  des  aires  et  qu'on  peut  intégrer  par 
quadratures  si  l'on  suppose,  en  outre,  que  la  force  dérive  d'une  fonc- 
tion de  la  distance  du  point  à  l'axe.  (  Prendre  des  coordonnées  semi- 
polaires.  On  intègre  comme  dans  le  problème  des  forces  centrales.) 

33.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  sphère  parfaitement  polie. 
(  Pendule  sphérique.  ) 

31.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  parfaitement  poli,  à 
génératrices  verticales  et  de  base  (juelconque.  Démontrer  que  la  trajec- 
toire peut  être  obtenue  en  enroulant  sur  le  cylindre  la  parabole  qui  serait 

décrite  par  le  point,  s'il  était  libre.  \Projeter  /  =/?î.y  sur  la  verticale  et 
sur  la  tangente  à  la  section  droite.  Si  a  désigne  l'angle  polaire  de  celte 
tangente  dans  JcOy,  on  doit  avoir 

x"  cos  y.  -\-  y"  sin  a  r=  o , 
ce  qui  donne  /,/'=:  o,  en  posant  x'  =  il  cosa  et  j'  =:  u  sin  a. 


CHAPITRE  YI. 

APPLICATIONS    DE    LA    DYNAMIQUE    DU    POINT 


EXERCICES  RESOLUS. 


1.  Calculer  l'influence  de  la  diminution  de  la  pesanteur  avec 
l'altitude  sur  la  portée  d'un  projectile  dans  le  vide. 

La  pesanteur  est,  comme  on  sait,  un  cas  particulier  de  la  gravitation 
universelle.  Le  poids  d'un  corps  est  inversement  proportionnel  au  carré 
de  sa  distance  /•  au  centre  de  la  Terre.  Il  en  résulte  que  l'accélération  de 
la  pesanteur  à  l'altitude  y  est,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  Terre, 

(I) 


y 

Cela  posé,  il  s'agit  de  calculer  laccroissement  de  portée  d\.  obtenu  en 
tenant  compte  de  cette  propriété,  pour  un  projectile  lancé  dans  le  vide, 
avec  la  vitesse  fo,  inclinée  de  l'angle  y.  sur  l'horizon.  Nous  allons  indi- 
quer deux  méthodes,  dont  les  principes,  très  différents  l'un  de  l'autre, 
peuvent  être  appliqués  au  calcul  des  altérations  produites  par  des 
Dertnrbations  infiniment  petites,  dans  un  phénomène  mécanique  quel- 
conque. 

Méthode  de  l'accroissement  fini.  —  Elle  consiste  à  calculer  la  nou- 
velle portée  et  à  en  retrancher  lancienne.  Les  équations  différentielles 
(lu  mouvement  sont  (*) 

(2)  x"=o,       y"—— 


r 


(')  Nous  admettons  que  la  verticale  reste  parallèle  à  ellc-mènic  bien  que  l'erreur 
qui  résulte  de  ce  fait  soit  du  même  ordre  que  celle  que  nous  nous  proposons  de 
corriger.  Nous  en  tiendrons  compte  seulement  dans  la  deuxième  méthode,  qui  donne 
des  calculs  beaucoup  plus  sinii)ics. 
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1-a  première  nous  donne 
(3)  .r  =  (•„/  cosa. 

La  deuxième  sinlègrt;  au  mo\'en  de  l'intégrale  des  forces  vives  (')  : 

2.^11 


(4)   ■  / 


avec 

(5)  a-=:2i,'R  —  (^5  sin-a. 

L'équation  (/J)  s'intègre  par  une  quadrature,  en  séparant  les  variables. 
Pour  éviter  le  radical,  on  est  conduit  à  poser 

T> 

(6)  y  =  atangcp,  y  =  —  (c^  sin-a  —  2^H  sin^t^)). 

En  différentianl  la  seconde  é([ualion  et  portant  dans  la  première,   il 
vient 

dt  ^ ^-7 —  cos^  o  do  ; 

a'^  ■ 

d'où,  en  intégrant, 

o^R2 

(7)  t  =z — ^^— ;^  (20  +  sin  20), 

en  prenant  pour  origine  des  temps  l'instant  où  cp  =  o,  c'est-à-dire,  en 
vertu  de  la  première  équation  (6),  l'instant  du  passage  au  sommet  de  la 
trajectoire  (*).  Cette  dernière  courbe  étant  visiblement  symétrique  par 
rapport  à  la  verticale  du  sommet,  la  durée  de  trajet  T'  est  égale  à  —  2^0, 
^„  désignant  l'instant  du  départ  du  projectile,  obtenu  en  remplaçnnt, 
dans  (7),  o  parla  valeur  déduite  de 

(8)  «  langQ  r=  J'y  =  Cjsina. 


(  '  )  La  fonction  de  forces  est  — =  -— —  • 

(*)  l'^n  annulant  9  dans  la  deuxième  équation  (G),  on  a  la  flèche 


vl  sin^a 


»':,  sin"  a 
2fr r. 


'^h^) 


en  négligeant  les  puissances  de  —  supérieures  à   la  premicie.  On  a  donc  =  — • 


(9) 
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On  obtient  ainsi,  en  tenant  compte  de  (5), 


2  arc  ta 


/CrtSinaX        r/c,,  sinal 


Calculons  le   développement  de  celte  quantité  suivant  les  puissances 
croissantes  du  très  petit  rapport 

c^sin^a         F 

en  nous  arrêtant  au  terme  du  premier  ordre.  En  appliquant  les  méthodes 
du  Chapitre  Mil  du  Toine  I,  on  trouve,  tous  calculs  faits, 

(II)  T'=t(i+|,/), 

T  désignant  la    durée    de    trajet    non    altérée.    Laccroissement    relatif 
T'— T       dT 


—  —  est  donc  donné  par  la  formule 
^T       4  4  F 

(12)  ^=-u=--. 

Comme,  d'après  (3),  la  portée  est  proportionnelle  à  la  durée  de  trajet, 
le  rapport-^  a  la  même  valeur. 

xMéthode  différentielle.  —  Soient  (.r,  y)  les  coordonnées  non  altérées 

du  point  M  au  temps  /  et  {x -\- ox,  y -{- oy)  les  coordonnées  au  mcme 

instant,  quand  on   tient  compte   de   la  diminution  de  g  et  aussi  delà 

•i'  y 

convergence  des  verticales.  Si  l'on  néglige  les  puissances  de  7-  et  de  — 

supérieures  à  la  première,  les  composantes  de  la  pesanteur  sont  (') 

X  /  IV 

Les  composantes  de  la  force  au   temps  t  ont  donc  subi  les  accrois- 
sements 

^To^cosa  ..,-       2, A'/     .   .  I 


(i3)  ÔX  =  -^^^^-j^^ ,  oY=:-^(^ro/sina-.-A'f-), 


(  '  )  En  rénlilé,  on  devrait  niellie  x  -\-  r,x  tl  y  -h  ôy,  au  lieu  de  x  et  de  y;   mais, 
l'erreur  commise  est  da  même  ordre  que  les  termes  négligés. 

Haag.  —  Exercices,  111.  7 
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en  supposant  la  masse  égale  à  i.  Ce  sont  aussi  les  accroissements  dy 
et  oy"  subis  par  les  composantes  du  vecteur  accélération.  Mais,  l'accrois- 
sement de  X-",  par  exemple,  est  évidemment  égal  à  la  dérivée  seconde  de 
l'accroissement  de  a^:  autrement  dit,  ôj?''=:  (ô.r)".  Dès  lors,  il  nous  suflit 
d'intégrer  deux  fois  les  formules  (i3)  par  rapport  au  temps,  pour  avoir 
les  altérations  ô^  et  ov  au  temps  /.  Les  constantes  d'intégration  sont 
nulles,  parce  que  ô.r',  oy' ,  ox,  ôy  sont  tous  nuls  pour  /  1=  o,  puisqu'on 
suppose  qu'on  ne  change  ni  la  vitesse  ni  la  position  initiales.  On  obtient 


ainsi 


(14)  oj.-— — -_  f„cosa.^',  oy=-—-ivoSinx——- 

OU  ■  3  K  \  4  / 

Ceci  permettrait  d'écrire  les  équations  de  la  nouvelle  trajectoire,  qui 
est  une  courbe  du  quatrième  degré,  et  de  résoudre,  d'une  manière  géné- 
rale, n'importe  quel  problème  concernant  les  altérations  de  la  trajectoire 
en  un  point  donné.  Bornons-nous  à  calculer  raugmenlalion  de  portée. 
Au  temps  T  (durée  de  trajet  non  perturbée),  les  formules  (  1 4  )  nous 
donnent,  tous  calculs  faits, 

(lo)  ôj;=:— X-^,  0/=-  -  TcoSina. 

Pour  rejoindre  le  plan  horizontal  du  point  de  départ,  il  faut  descendre 
de  oy  sur  la  trajectoire.  Gomme  l'angle  de  chute  est  sensiblement  égal 
à  y.,  ce  déplacement  vertical  est  accompagné  d'un  déplacement  horizontal 
é  "  a  1  à 

c  p  ai    cl 

(16)  dx  z=:  oy  cot a  rz:  -  —  (•(, T  cos  a  =  X  --  77  • 

L'accroissement  de  j)()rtée  est  finalement  ox  -\~  dx  -^nt.  Donc,  si  l'on 
tient  compte  à  la  fois  de  la  décroissance  de  g  et  de  la  convergence  des 
verticales,   V altération  de  la  portée  est  nulle,  au  second  ordre  près, 

en  — •  Si,  au  contraire,  on  ne  tient  compte  que  du   premier  phénomène, 

I,  •  1        •/.     1  .  dx  [\      V  r  • 

1  accroissement  relatii  de  portée  est  -rr-  =;  —  ^r  >  conformément  a  ce  que 

nous  a  donné  la  premièie  méthode.  Il  est  facile  de  voir  que  ce  rapport 
est  aussi  l'accroissement  relatif  de  la  durée  de  trajet,  que  l'on  tienne 
compte  ou  non  de  la  convergence  des  verticales. 

2.  Aicc  ijut'lLe  vitesse  faut-il  lancer  verticalement  une  sphère 
de  10""  de  diamètre,  pour  qu'elle  monte  à  100""  de  haut?  Calculer  la 
durée  de  l'ascension,  ainsi  que  la  durée  de  la  descente  et  la  vitesse  de 
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chute  Cl  l'arrivée  au  sol.  On  supposera  successivement  que  la  sphère  est 
en  plomb,  de  densité  1 1  ,4,  puis  en  bois,  de  densité  0,7.  On  admettra 
(jue  la  résistance  de  l'air  sur  la  sphère  e^^  o,  oi35S  c-,  avec  les  notations 
et  unités  indiquées  au  n°  78. 

Calcul  de  la  vitesse  initiale.  —  Appliquons  la  forinule  (18)  du  n"  79  : 
100=  -Lng— — --  —  — -Logcoscp,,; 

C  C()àO„  C 

(1)  log  COS(ppr:r  0,434  Log  COSO„=  —  4^,4  C- 

On  a  ensuite  la  vitesse  c,,  demandée,  au  moyen  de  la  formule  (i5)  : 
(^)  ^'o^  4 /— tangcp^rr  V  tang©|j. 

Lî  durée  d'ascension  est  donnée  par  la  formule  (17),  soit 

(3)  Tz=2li. 

a 

Calcul  de  la  chute.  ■ —  Nous  appliquons  les  formules  du  mouvement 
descendant,  en  prenant  ('„=  o.  Avec  les  notations  du  n"  80,  nous 
avons  Q,|=o.  La  formule  (26)  nous  donne 

looc^r  Log  ch  at 
ou 

(4)  log  ch  «/  =  43,4c  =: —  logCOSQ,,. 
On  en  tire  la  valeur  de  ch  «/,  soit  x.  On  a  ensuite 


(5)  e«'=L- j:--+- \/.r-— I  =ry, 

loe  )' 

La  formule  ('34)  donne  enfin 
(7)  .  ^■  =  Vth(./)  =  V^. 

Les  formules  (1)  à  (7)  répondent  à  toutes  les  questions  de  renoncé.  Il 
ne  reste  plus  (|u'à  les  appliquer  avec  les  valeurs  numéri(|ues  données, 
l^renons  les  unités  M.  K.  S.  Nous  avons,  en  appelant  d  la  densité  de 
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la  sphère. 

T.    d  -,  o-   ^''""  '^  O.OOOlSoTTi^ 

/«  =  —  —>  K  =  o,oi3o- — ,  (•= ■:=. '— 

D  ii  ij^oo  inv-  ,  "^   I 


-os  o,ooo4o5  0,00  iqS  ,,  /       id  if 

Sphère  en  plomb.  —  On  a  <^=ii,4-  En  portant  dans  (8),  il  vient 
c  =  o, 000173;         Yrri^Sy;         a=o,o4i4' 

l^nis,  (i),  (3),  (2)  nous  donnent  successivement 

I                                         K          _           ^                                 „           1 1  ,8  X  71        ,. 
log  cos!p(,  =  —  0,00700  Tzr  \  ,992Do;  (^0=^  1 1^,80  :=  radians; 

118x7^ 
T=  — ^— — — ^  z=z  4% 48;         ''0=  237  X  o,  188:=  44*"  j  5  par  seconde. 

Les  formules  (4)  à  (7)  donnent  enfin 


^r=i,oi74;        yrm,oi74+v'2,02  X  0,0174  =  1 ,5o5; 
0,0810 


0,434  X  o, o4i4 

o,2o5  X  2,205 


=  4%5i; 


r  =:  237  -^ -^  '  "^ —  =  43"° ,7  par  seconde. 

2,45 

Sphère  en  bois.  —  On  a  d-=.o,'].  Puis 

0  =  0,00282;         Vr=58,8;         rt  =10,167; 
log  coscpo^ —  o,  122  =r  1,878;         9(,^45^)">; 

T  =       '       — ^  —-  4%?-7;  ^^0=  58'8  X  0,868=  51"»  par  seconde; 

66 , 4 

j?=:i,325;  y=:2,2o;  ^  =  4*,7i;  r  =:  38™, 6  par  seconde. 

Remarques.  —  On  voit  ([ue,  dans  les  deux  cas,  v  ■<  c,,.  (]ela  est  bien 
conforme  au  théorème  des  forces  vives.  Le  travail  total  de  la  pesanteur 
est  nul;  celui  de  la  résistance  de  l'air  est  négatif;  donc,  la  force  vive  a 
diminué. 

Les  vitesses  sont,  en  cha(|ue  point  du  parcours,  plus  petites  au  retour 
qu'à  l'aller;  donc,  la  durée  de  la  chute  doit  être  plus  grande  que  celle 
de  rascension,  ainsi  que  nous  l'avons  trouvé. 

Ces  différences  entre  les  deux  mouvements  doivent  être  d'autant  plus 
grandes  que  le  coefficient  balistifiue  est  plus  grand;  elles  sont  donc  plus 
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accentuées  pour  la  sphère  en  bois  que  pour  la  sphère  en   plomb;  c'est 
encore  ce  que  nous  avons  trouvé. 

3.  Un  fil  élastique,  de  longueur  naturelle  l,  est  attaché  à  un  point 
fixe  A  par  une  extrémité.  L'autre  extrémité  supporte  un  point 
pesant  M,  tel  que,  lorsqu'il  reste  en  équilibre,  la  longueur  du  fil 
est  -il.  On  abandonne  M,  sans  intesse  initiale,  à  partir  d'une  certaine 
position  M„.  Déterminer  cette  position  pour  que  M  remonte  jusqu'en  A 
et  y  arrive  sans  vitesse  initiale.  (E.  N.;  extrait  de  la  composition  écrite 
de  1907.) 

Soient  O  la  position  d'équilibre  et  x  l'abscisse  de  M  à  partir  de  ce 
point,  Ox  étant  dirigé  vers  le  bas.  La  force  appliquée  au  point  M 
est   — /:{x  -\- 1)  -h  mg.    Pour    x=:o,    elle    est    nulle;    donc    kl=:mg; 

d'où  k  =  —j--  La  force  est  donc 

Toutefois,  ceci  n'est  valable  qu'autant  que  le  fl  reste  tendu,  c'esl- 
à-dire  tant  que  x>  —  /.  Si  x ]^ —  l,  il  ne  reste  plus  que  la  pesanteur;  le 
point  est  libre. 

Dans  la  première  hypothèse,  nous  avons  une  attraction  du  point  O 
proportionnelle  à  la  distance.  Le  mouvement  qui  prend  naissance  est 
donc  un  mouvement  vibratoire  simple  (n"  87),  dont  il  serait  facile 
d'écrire  l'équation.  iVIais,  cela  est  inutile  pour  résoudre  la  question 
posée.  Pour  que  le  point  arrive  en  A  avec  une  vitesse  nulle,  il  faut  qu'il 
arrive  au  point  B  où  la  tension  est  nulle  avec  une  vitesse  i'  qui  le  fasse 
monter,  en  mouvement  libre,  à  la  hauteur  /.  D'après  le  théorème  des 
forces  vives,  on  doit  avoir 

(.)  i'-^=2gl. 

m  ^ 
D'autre  part,  la  foice  X  dérive  de  la  fonction  U  = -r^^'-  En  appli- 

quant  le  théorème  des  forces  vives  entre  M^  et  B,  on  a 

En  retranchant  de  (i),  il  vient 

0  =  3/ j-;         Xq=1\/o, 
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V.  Etudier  le  ntouvenient  d'un  pendule,  en  supposant,  quon  imprime 
au  point  de  suspension  A  un  mouvement  vi/j/atoire  simple,  sur  une 
horizontale  du  plan  d'oscillation. 

Soient  O y  el  O  Taxe  et  le  centre  de  vibration  du  point  A.  Soient  Cr- 
ia  verticale  descendante  de  O  el  A^  la   verticale  descendante   de  A. 

Soient  /  =  AAl  la  longueur  du  pendule  et  ^  :=  (Ax,  AM)  son  élongation.  11 
s'agit  de  déterminer  la  loi  de  variation  de  cette  élongation  en  foncliou 
du  temps.  Cela  revient  évidemment  à  étudier  le  mouvement  du  pendule., 
lUMi  pas  par  rapport  aux  axes  fixes  Oxy,  mais  par  rapport  aux  axes 
mobiles  A^cy.  Au  moment  où  A  commence  à  vibrer,  la  vitesse  de  AI  pai- 
rapport  à  A,r>'  est  brusquement  diminuée  de  la  vitesse  absolue  de  A, 
laquelle  est  horizontale.  11  arrive  donc,  en  général,  que  la  vitesse  rela- 
tive de  M  n'esl  plus  perpendiculaire  au  fil  et  ce  dernier  se  détend  ou  bien 
subit  un  choc.  Pour  éviter  cette  difiicullé,  nous  supposerons  qu'on  l'ail 
commencer  la  vibration  de  A  à  un  moment  où  sa  vitesse  est  nulle  et  nous 
prendrons  cet  instant  pour  origine  des  temps.  Dans  ces  conditions,  si  l'on 
pose  OA  =  a,  on   a  une  é(juation  de  la  forme 

(i)  u  =  lhco^^t. 

Soit,  d'autre  part, 

(2)  Oi=  acofi{(xt  -\-  o) 

l'équation  du  mouvement  qu'avait  le  pendule  immédiatement  a\ant  le 
temps  zéro.  Au  temps  zéro,  les  conditions  initiales  sont,  aussi  bien  par 
rapport  aux  axes  mobiles  que  par  rapport  aux  axes  fixes, 


(3)  OqZz:  a  coso,         ^0  = 


aa  sin  0. 


Hippelons  enfin  que  la  constante  a  est  liée  à  la  longueur  du  j)endule 
par  la  formule  (n"  84) 

(4)  g  =  la\ 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  ré(|ualion  difTérentielle  du  mouve- 
ment de  M  par  rajiport  aux  axes  mobiles  Axy.  La  force  relative  totale 
qui  lui  est  appliquée  comprend  le  poids,  de  conqiosantes  {m^\  o);  la 
force  d'entraînement  (  n"  /iS),  de  composantes  (o,  — mu"),  et  la  tension 
du  fil.  Pour  éliminer  celle-ci,  appliquons  le  théorème  du  moment  ciné- 
tique par  rapport  à  A  (n"  39).  Si  (x,y)  sont  les  coordonnées  de  AI,  le 
moment  résultant  des  forces  précédentes  est 

x{—  mu")  —y{m,!r)  —  —  ,n{gy  +  xu"). 
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D'autre  part,  le  moment  cinétique  est  ni  1-9'.  En  écrivant  que  sa  dérivée 
est  égale  au  moment  résultant  précédent,  on  obtient  l'équation 

r-e''  =  —:.-y  —  .vti" 
ou,  en  remplaçant  j;  par /cos$,  v  par  IsinO  et  u'  par  —  Ib^'-cosZt, 

(5)  5"h-  y  sin  5  =  ij3-cos5  cos^^. 

Telle  est  l'équation  rigoureuse  du  mouvement.  Si  nous  nous  bornons  à 
l'hypothèse  des  petites  oscillations,  elle  se  simplifie  : 

(6)  -j''+  V.-9=:  hp'CO^Zt. 

On  retombe  sur  le  problème  étudié  au  n°90,  dans  le  cas  où  l'amortisse- 
ment est  nul.  L'intégrale  générale  se  calcule  par  la  méthode  indiquée 
au  n°  198  du  Tome  I;  les  constantes  d'intégration  se  déterminent  ensuite 
au  moyen  des  conditions  initiales  (3),  On  trouve  ainsi,  tous  calculs  faits, 

(-)   9  ^a  cos(  y.  t  +  o) -h  Ij  ^-^ (cosy.t  —  cosjI),  si  3  ^r  :z  ; 

jj- — -a-  ' 

by.t 

(8)  5  =  a  cos(a^ -i- 9)  H —yny.t,  si  p  :=  y.. 

Interprétation  des  résultats.  —  La  discussion  complète  est  fort  com- 
pliquée. \ous  nous  bornerons  à  examiner  les  cas  particuliers  qui  donnent 
des  résultats  intéressants. 

\  oyons  d'abord  s'il  est  possible  d'obtenir  an  mouvement  vibratoire 
simple.  C'est  impossible  avec  l'équation  (8),  car  le  terme  non  périodique 
ne  peut  pas  s'annuler.  Avec  l'équation  (7),  le  terme  en  cos^tne  pouvant 
disparaître,  il  faut  annuler  les  coefficients  de  cos:zZ  et  sin  y.l.  On  eât  ainsi 
conduit  à  la  solution  suivante  : 

3- 

(9)  0  —  0,  az=b  ^2_32>  si5<a; 

(10)  01=7:,         a^b-^^ —y  si  -j  >■  a. 

Dans  les  deux,  cas,  on  a 

(11)  •  5  =  rtC05(3^-f-  9). 

Autrement  dit,  l'oscillation  (2)  continue  arec  la  même  amplitude  et 
la  même  phase  initiale:  seule,  la  période  est  changée;  ce  n'est  plus  la 
période  propre  du  pendule,  mais  la  période  de  A. 
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On  aboutit  à  une  interprétation  très  simple  du  phénomène  en  faisant 
la  remarque  suivante.  Les  mouvements  absolus  de  tous  les  points  de  ÂM 
sont  des  mouvements  vibratoires  simjDles,  ayant  des  amplitudes  diverses; 
on  est  dès  lors  conduit  à  se  demander  si  cette  amplitude  ne  s'annule  pas 
pour  l'un  de  ces  points,  auquel  cas  ce  point  serait  fixe.  Faisons  le  calcul, 
en   introduisant,   pour  plus  de   commodité,  la   longueur   /'   du    pendule 

dont  la  fréquence  serait  celle  de  A,  soit  l' =1  ^;  de  sorte  que  la  for- 
mule  (9)  s'écrit 

(.2)  «  =  ''r:^r 

La  droite  AM  étant  orientée  de  A  vers  M,  soit  le  point  P  défini  par  A  P  ^  /". 
Son  ordonnée  absolue  est 

j  =  M  +  rô  =  {/[/-{-  ra)  cos^t. 

Elle  est  nulle  quel  que  soit  t,  si  Ib  -+-  ra  =:  o,  ou  en  tenant  compte 
de  (12),  si  /■  —l~r,  ou  encore  si  PM  =/'. 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que  le  point  1*  du  fil  (ou  de 
son  prolongement)  qui  se  trouve  à  la  dislance  /'  de  M  demeure  fixe. 
Dès  lors,  tout  se  passe  comme  si  Ion  ai'ait  araire  à  un  pendule  ordi- 
naire suspendu  par  le  point  P  au  lieu  d'être  suspendu  par  le  point  A. 
Celte  interprétation  nous  indique  tout  de  suite  comment  il  faut  s'y 
prendre  pour  réaliser  les  conditions  initiales  donnant  lieu  à  ce  mouve- 
ment. On  doit  abandonner  M  sans  vitesse  initiale,  à  partir  d'une  posi- 
tion Mo  telle  que  la  droite  AqMo  rencontre  la  verticale  0.r  en  un  point  1* 
situé  à  la  distance  /'  de  Mq.  On  peut  aisément  faire  l'expérience,  en 
réalisant  le  mouvement  de  A  au  moyen  d'un  pendule  BA  de  longueur  /', 
la  masse  de  A  étant  choisie  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  M,  afin 
que  la  tension  du  fil  AM  soit  négligeable  vis-à-vis  du  poids  de  A  et  n'ait 
aucune  répercussion  sensible  sur  le  mouvement  de  ce  pendule.  On  aban- 
donne alors  les  deux  pendules  sans  vitesses  initiales  dans  la  position 
indiquée  sur  la  figure  19.  La  figure  (a)  correspond  aux  équations  (10) 
(angle  de  décalage  égal  à  7:)  et  la  figure  {b)  aux  équations  (9)  (décalage 
nul). 

Ce  cas  particulier  étant  mis  de  côté,  revenons  au  cas  général.  Si  la  fré- 
quence de  A  diffère  de  la  fréquence  ])ropre  du  pendule,  le  mouvement 
résulte  de  la  superposition  de  deu.r  vibrations  de  périodes  différentes. 
11  peut  élre  très  complicjué  et  sa  discussion  générale  serait  inextricable. 
Par  contre,  nous  avons  envisagé,  au  n"  25,  le  cas  particulier  où  les 
périodes  sont  très  voisines,  qui   donne  naissance  à  l'intéressant  phéno- 
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mène  des  battemenls.  Si  l'on  pose  [3  ::=  a  -+-  s,  les  trois  termes  de  la  for- 
mule (7)   se   représentent,   au   moyen   de   la    règle  de   Fresnel,   par   les 


vecteurs  OA  (de  longueur  «  et  d'angle  polaire  9),  AB  [parallèle  à  Ox  et 


^•^ 


;     et  BM  (déduit  de  BA  par  la  rota- 


de  mesure  algébrique  cmb 

tion  zt).  Le  point  M  décrit  le  cercle  C,  de  centre  B  et  de  rayon  BA.^Il 
part  de  A  et  tourne  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif,  sui- 
vant que  £  est  positif  ou  négatif.  La  figure  20  montre  que,  dans  tous  les 
cas,  il  commence  par  aller  vers  le  bas. 

Fi".   20. 


A  chaque  instant,  l'amplitude  de  Toscillation  du  pendule  est  repré- 
sentée par  la  distance  OM.  Elle  varie  périodiquement  entre  le  minimum 
OMi  ei  le  maximum  OMj,  avec  une  fréquence  égale  à  la  différence  des 
fréquences  de  A  et  du  pendule.  Par  exemple,  si  «  =  o,  c'est-à-dire  si  le 
pendule  part  du  repos,  O  est  en  A,  ainsi  que  M,,  M.,  étant  le  point  |dia- 
mélralement  opposé.  L'amplitude  oscille  entre  o  et  3C. 


io6 
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Ceci  suppose  toutefois  que  le  rayon  du  cercle  .C  est  assez  petit  pour 
que  l'amplilude  maximum  puisse  encore  être  confondue  avec  son  sinus, 
de  manière  que  le   passage  de  (5)    à    (G)    soit  toujours  légitime.  Ce 

ravon  est  sensi])lement  égal  à — •  On  voit  qu'il  augmente  indéfiniment 
quand  £  tend  vers  zéro.  A  la  limite,  le  cercle  C  se  confond  avec  la  tan- 
gente  AT  en  A,  qui  est  décrite  vers  le  bas,  avec  la  vitesse  —  {fiS-  ■^')i 
on  se  trouve  alors  dans  le  cas  de  l'équation  (8). 

Figf.  2  1 . 


Si  G  •<  ©  <  TT,  c'est-à-dire  si  le  pendule  est.  au  temps  zéro,  en  avance 
<le  moins  d'une  demi-période  sur  le  point  de  suspension,  l'amplitude 
commence  par  diminuer,  passe  par  le  minimum  OM],  puis  augmente 
indéfiniment  (  '  ). 

Si,  au  contraire,  o  >  tp  >>  —  t:,  c'est-à-dire  si  le  pendule  est  en  retard  do 
moins  d'une  demi-période  sur  le  point  de  suspension,  l'amplitude  ne 
cesse  d'augmenter. 

Lorsque   cp=:  ->  c'est-à-dire   lorsque  le   pendule  est  en   avance   d'un 

quart  de  période,  la  décroissance  atteint  son  maximum  de  rapidité  et 
l'amplitude  passe  par  la  valeur  o.  Au  contraire,  si  le  pendule  est  en 
relard  d'un  quart  de  période,  l'amplitude  augmente  immédiatement,  avec 
le  maximum  de  rapidité. 

Lorsque  '^  =  o  ou  tt,  c'est-à-dire  lorsque  le  pendule  est  en  avance  de 
zéro  ou  une  demi-période,  l'amplitude  reste  sensiblement  constante  pen- 
dant le  début  du  mouvement.  Toutes  ces  conclusions  sont  évidentes  sur 
la  figure  21 . 


C)  Dien  entendu,  elle  ne  flevicni  pus  iiiliiiie,  juiiscjuc  lu  Uiéorie  ne  s'aj)plitiiie   plus 
■<Jés  que  les  oscillations  ne  sont  plus  très  petites. 


J 
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On  peut  s'en  i-enJre  compte  inluilivement  de  la  manièie  suivante. 
D\ine  manière  générale,  on  conçoit  que  Tamplitude  tend  à  diminuer 
quand  le  point  de  suspension  va  vers  la  verticale  qui  passe  par  la  posi- 
tion actuelle  du  point  M,  puisque  cela  rapproche  le  pendule  de  sa  position 
d'équilibre.  L'amplitude  tend,  au  contraire  à  augmenter,  quand  le  point  A 
s'éloigne  de  la  verticale  qui  passe  par  la  position  actuelle  de  M.  Cela 
posé,  il  suffit  de  regarder  les  figures  22,  où  Ion  a  marqué  les  positions 

Fi-.   22. 


du  pendule  aux  extrémités  des  quatre  quarts  de  la  période.  La  figure  (a) 
montre  qu'il  y  a  augmentation  d'amplitude  pendant  le  premier  et  le 
troisième  quart  et  diminution  dans  le  deuxième  et  le  quatrième  quart, 
lorsque  les  deux  mouvements  n'ont  aucun  décalage  (chiffres  non  accentués 
pour  les  positions  de  M);  il  y  a  diminution  pendant  le  premier  et  le 
troisième  quart,  et  augmentation  pendant  le  deuxième  et  le  quatrième, 
lorsque  le  décalage  est  d'une  demi-période  (chiffres  accentués);  dans  les 
deux  cas,  les  effets  se  compensent.  Sur  la  figure  {b),  au  contraire,  on  voit 
qu'il  V  a  toujours  diminution,  si  le  pendule  est  en  avance  d'un  quart  de 
période  (chiffres  non  accentués)  et  toujours  augmentation  si  le  pendule 
est  en  retard  d'un  quart  de  période. 

Il  est  aisé  de  vérifier  tout  ceci  expérimentalement  au  moyen  des  deux 
pendules  dont  il  a  été  question  plus  haut;  il  suffit  de  leur  donner  la  mèiiie 
longueur,  en  imprimant  au  pendule  supérieur  une  oscillation  extrême- 
ment faible.  PZn  leur  donnant  des  longueurs  légèrement  différentes,  on 
obtient  des  battements. 


o.  Calculer  le  demi-grand  axe,  l'excentricité  et  la  durée  de  ré\'ulu- 
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iion  de  la  planèle  Mars,  sachant  qu'à  une  certaine  époque,  elle  se 
trouve  à  la  distance  ijSggS  du  Soleil  et  qu'elle  a  une  vitesse  égale  à 
4,8443  et  faisant  un  angle  de  85°  22'  avec  le  rayon  vecteur .  On  a  pris 
pour  unité  de  longueur  le  demi-grand  axe  de  l  orbite  terrestre  et  pour 
unité  de  temps  Cannée  julienne. 

Commençons  par  déterminer  la  conslanle  A  du  n°  93.  Si  Ton  applique 
la  formule  (90)  à  la  Terre,  on  doit  faire  «  r^  i  et  T  =  i  ;  on  a  donc,  dans 
le  système  d'unités  de  l'énoncé, 

(I)  k=kv.\ 

Nous  avons  ensuite 

(2  )  C  =  /'oCosin  V:=:  1 ,5998  X  4^^443  X  sin  85° 22'. 

On  trouve 

(3)  •  logC  =  0,88773. 

Puis,  en  appliquant  la  formule  (87),  on  trouve,  en  tenant  compte  de  (i), 

(4)  —A  =  25,918. 

Pour  faciliter  les  calculs,  posons  e  =  sin  o.  On  en  déduit 

^  =  acosc3,         /;  =  acos-a). 
En  portant  dans  les  formules  (86),  il  vient 

(5)  C^r^ /.a  cos^co,  — //=::-. 

La  deuxième  nous  donne  immédiatement  a  : 

a  =  1 ,5282. 
En  portant  dans  la  première,  on  .calcule  cp  =  5"i5',  puis 

e:=  sin  cp  =  0,091."). 

Enfin,  la  formule  (89)  nous  donne 

^ 2  71  or*  ces  co 

^- — c — "' 

en  années  juliennes,  donc 

2  7:a*coso  x  305,20 
C  ' 
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en  jours  moyens.  On  trouve 

T  =  686,65. 

On  aurait,  pu  aussi  calculer  ce  nombre,  en  appliquant  la  troisième  loi  île 
Kepler  : 

T  =  365,25  X  (1,5232)'-'. 

Les  valeurs  exactes  des  éléments  que  nous  venons  de  calculer  sont 

a  ^'1,5237;         e  1=0,0933;         T=r  686,98. 

Les  différences  sont  assez  faibles   et  proviennent  de  ce  que  la  théorie  du 
n°  93,  qui  nous  a  servi,  n'est  qu'une  théorie  approchée. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Calculer  le  tableau  des  portées,  des  durées  de  trajet  et  des  flèches 
pour  un  projectile  lancé  dans  le  vide  avec  les  vitesses  de  lo™,  loo'". 
Soo™,  looo",  i5oo™  par  seconde  et  sous  les  angles  5°,  i5°,  .>.5°,  35' 
et  45°. 

2.  Calculer  l'influence  de  la  décroissance  de  ^  et  de  la  convergence  des 
verticales  sur  les  flèches  et  durées  de  trajet  des  trajectoires  précédentes. 
(Cy*.  Exercice  résolu  n°  1.) 

3.  Au  n°  76,  nous  avons  appelé  point  de  chute  d'une  trajectoire  le  point 
de  rencontre  de  cette  courbe  avec  le  plan  horizontal  H  mené  par  le  point 
de  départ  O.  En  réalité^  la  rencontre  avec  la  Terre,  supposée  sphérique,  se 
fait  en  un  point  B  un  peu  plus  éloigné.  Ce  point  se  projette  en  B'  sur  H. 
Calculer  l'accroissement  de  portée  AB'.  Appliquer  aux  trajectoires  de 
l'Exercice  n°  1. 

4..  Etablir  la  formule  qui  donne  le  nombre  de  minutes  dont  il  faut  aug- 
menter l'angle  de  tir  pour  augmenter  la  portée  de  100™.  Appliquer  aux 
trajectoires  du  n°  1. 

o.  Calculer  l'augmentation   de   portée  qui  résulte  d'un  accroissement 

relatif  de   vitesse  initiale   =  — :  calculer  également  la   correction 

l'o  1 00 

d'angle  de  tir,  en  minutes,  qui  annule  l'effet  de  cet  accroissement.  Appli- 
quer aux  trajectoires  du  n"  1, 
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6.  Calculer  la  coireclion  ([iril  faut  faire  subir  à  Tangle  de  lir,  ([iiand 
l'objectif  A  se  trouve  à  une  altitude  légèrement  différente  de  celle  de  G. 
Evaluer  le  rapport  de  cette  correction  à  Vangle  de  site,  c'est-à-dire  à 
langle  que  fait  la  droite  OA  avec  le  plan  horizontal.  Montrer  que,  pour 
les  petites  portées,  ce  rapport  est  sensiblement  égal  à  i,  de  sorte  qu'il 
suffit  de  relever  le  canon  d'un  angle  égal  à  l'angle  de  site  (principe  de  la 
T'igidilé  de  la  trajectoire).  Calculer  l'erreur  commise  sur  l'angle  de  tir. 
quand  on  fait  cette  approximation  {correction  complémentaire  de  site). 

(Dans  les  trois  exercices  précédents,  assimiler  tous  les  petits  accrois- 
sements à  des  difiTérenlielles.) 

7.  Démontrer  que  le  point  de  contact  d'une  tiajecloire  avec  la  parabole 
de  sûreté  se  trouve  sur  la  droite  symétiique  de  la  verticale  Uj'  par  rap- 
port à  la  tangente  en  O. 

8.  Calculer  les  équations  du  mouvement  d'un  point  pesant  dans  le 
vide,  en  prenant  l'axe  des  x  suivant  la  vitesse  initiale  et  Taxe  des  j  ver- 
tical. 

9.  Calculer  avec  ([ueile  vitesse  il  faudrait  lancer  verticalement  un  pro- 
jectile pour  qu'il  ne  retombe  pas  sur  la  Terre,  en  supposant  qu'on  puisse 
négliger  la  résistance  de  l'air.  Quelle  énergie  faudrait-il  dépenser  pour 
cela,  si  le  projectile  pesait  une  tonne?  Quelle  serait  effectivement  la 
résistance  que  l'air  exercerait  sur  le  projectile  à  son  départ,  en  supposant 
que    l'on     puisse    appliquer    la    formule    (lo)    du    n"    78,    avec    S  =  4 

et  /i  =r  0.02?  ■ 

[Appliquer  les  formules  (4)  et  (5)  de  l'Exercice  résolu  n°  1;  il  faut 
que  a-  soit  négatif.  On  trouve  que  la  vitesse  doit  dépasser  ii'*'",i7o  par 
seconde,  en  prenant  R  =;  63-o'*'":  L'énergie  à  fournir  doit  être,  en 
kilojoules,  au  moins  égale  à  .^''R,  soit 

,       9,8l  X  63-0000  z=:62,/4  X   IO^ 

ou,  en  Ivilogranimètres, 

ioooR^6,3-  X  lo'. 

Un  moteur  de  loooo  chevaux  mettrait  environ  3  heures  pour  fournir 
cette  énergie.  La  résistance  de  l'air  au  départ  serait  de  o,  i6^Rr=  lo'  ki- 
logrammes-poids, sort  loooo  fois  le  poids  du  projectile.  La  pression 
moyenne  par  centimètre  carré  serait  de  aSo**!-'.] 

10.  On  abandonne  une  sphèrede  lo*^""  de  diamètre,  sans  vitesse  initiale, 
du  liant  de  la  Tour  EifTel.  Construire  les  diagrammes  des  espaces  et  des 
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vitesses.  Calculer  la  durée  de  chute  et  la  vitesse  au  sol.  Calculer,  en 
fonction  du  chemin  parcouru,  le  rapport  de  l'accélération  de  la  sphère  à 
raccélératioii  de  la  pesanteur.  On  supposera  successivement  que  la  sphère 
est  en  plomb  (densité  ii,'!),  puis  en  liège  (densité  0,24).  On  adoptera 
la  loi  de  résistance  de  l'air  donnée  dans  l'Exercice  résolu  n°  2. 

11.  Que  devient  le  coefficient  balistifjue  d'un  corps  solide  quand  on  le 
remplace  par  un  corps  solide  homothélique,  en  supposant  que  le  coeffi- 
cient A  du  n°  78  reste  le  même?  Même  question,  quand  on  change  le 
poids,  sans  changer  les  dimensions  extérieures. 

12.  On  reprend  les  données  de  l'Exercice  résolu  n*  2.  On  suppose  que 
le  diamètre  de  la  sphère  soit  101'"™  et  que  la  densité  de  l'air  ait  diminué 
de  ^  de  sa  valeur.  Calculer  ce  que  deviennent  tous  les  résultats  numé- 
riques obtenus,  en  supposant  que  la  résistance  de  l'air  est  proportionnelle 
à  sa  densité.  (DifTérentier  les  formules.) 

13.  Calculer  les  équations  du  mouvement  d'un  projectile  dans  l'air,  en 
supposant  la  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et  les  con- 
ditions initiales  quelconques. 

[Ecrire  les  équations  intrinsèques  (n°  08)  en  introduisant  la  vitesse  c  et 
l'inclinaison  T  de  cette   vitesse  sur  le  plan  horizontal.  En  remplaçant  le 

1  1  vdt         .     ,,.     .  ,  ,       , 

rayon  de  courbure  par  —r—y  puis  éliminant  cit  entre    les  deux  équations. 

on  arrive  à  l'équation  différentielle  de  l'hodographe 

dv  Ci>^ 

=  V  tangT  + 


d-:  °         o  cos  T 

qui  est  une  équation  de  Bernoulli  (t.  I,  n°  192).  On  a  ensuite  t,  x.  y  par 
des  quadratures,  en  fonction  de  t.] 

li.  Un  cycliste,  du  poids  total  de  So''?,  se  propose  de  franchir  une  piste 
ayant  la  forme  d'une  spire  d'hélice,  de  pas  assez  faible  pour  pouvoir  être 
assimilée  à  une  circonférence,  de  6™  de  diamètre  et  située  dans  un  plan 
vertical.  A  cet  effet,  il  se  laisse  descendre  sur  une  piste  rectiligne,  inclinée 
à  45°  et  se  raccordant  avec  la  piste  hélicoïdale.  De  quelle  hauteur  doit-il 
partir  pour  être  sûr  de  franchir  la  piste?  On  fera  successivement  le  calcul 
<lans  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

1°  On  néglige  les  résistances  passives  et  l'on  calcule  la  hauteur  stricte- 
ment miniinuni  ; 

2°  On  s'arrange  pour  que  la  pression  du  cycliste  sur  la  piste,  au  point 
le  plus  haut,  soit  la   môme  que  sur   une  piste  rectiligne  horizontale.  En 
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outre,  on  adinel  que  les  résistances  passives  sont  données  par  la  formule 
{cf.  Cliap.  ^'.  Exercice  résolu  n°  1) 

R  zzi  0,004 P  +  o,oo25r^, 

(■  étant  la  vitesse  en  kilomètres  à  l'heure  et  l'on  prend  pour  valeur  de 
cette  \  itesse  la  vitesse  maxinuim  qu'atteindrait  le  cycliste  dans  son  par- 
cours, s'il  n'y  avait  pas  de  résistances. 

(Dans  le  premier  cas,  le  cycliste  doit  partir  d'un  point  situé  à  une 
hauteur  au-dessus  du  point  culminant  de  la  piste  égale  à  la  moitié  du 
ravon.  Pour  le  deuxième  cas,  la  vitesse  maximum  à  adopter  est  de  \%^™ 
à  l'heure;  ce  qui  donne  une  résistance  de  &"?■  environ.  En  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  entre  le  point  de  départ  et  le  point  culminant, 
on  trouve  que  la  hauteur  de  départ  doit  être  de  5™  au-dessus  de  ce 
dernier  point.) 

15.  Lorsque  le  fil  d'un  pendule  cesse  d'être  tendu,  le  point  M,  devenu 
libre,  décrit  une  parabole.  Démontrer  que  cette  parabole  adinel  comme 
cercle  osculaleur  le  cercle  primitivement  décrit  par  M.  Construire  le 
point  où  le  fil  se  tend  de  nouveau.  (Appliquer  la  deuxième  équation 
intrinsèque.  Pour  le  point  de  rencontre  de  la  parabole  et  du  cercle, 
XH)ir  t.  II,  n"  o32.  ) 

16.  Pour  calculer  la  période  d'un  pendule,  on  part  de  la  formule  (46) 
du  n°  84  et  l'on  fait  le  changement  de  variable  :  sin  -  =  /«,  en  posant 

A  =  sinf  Développe,,  la  quantité  sous  le  signe/ suivant  les  puissances 

croissantes  de  A-,  en  appliquant  la  formule  du  binôme;  intégrer  ensuite 
terme   à   terme.   On   obtient  ainsi  le    dé\  eloppement   de    T   suivant   les 

puissances  de  sin--- 

'?. 

17.  Etudier  les  petites  oscillations  d'un  pendule,  en  supposant  qu'il 
est  soumis  à  une  résistance  proportionnelle  à  la  \itesse. 

18.  l'étudier  le  mouxement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  parfaite- 
ment poli,  dont  le  plan  fait  l'angle  f  avec  le  plan  horizontal. 

19.  Un  pendule  elTectue  de  petites  oscillations.  .\  chaque  passage  dans 
un  sens  déterminé,  à  une  certaine  position  M,  on  lui  communique  une 
petite  imjtulsion,  qui  a  pour  effet  d'accroître  brusquement  sa  vitesse 
angulaire  d'une  quantité  très  petite  £.  Calculer  l'augmentation  algébrique 
de  la  période  F  du   pendule,  qui    résulte   de   ce  dispositif.    Montrer  que 
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celte  augmentation  est  nulle  si  M  est  la  position  d'équilibre.  Elle  est 
également  nulle  si  l'on  produit  des  impulsions  égales,  mais  changeant 
alternativement  de  sens,  ou  bien  des  impulsions  identiques  et  de  même 
sens  en  deux  points  M  et  M' symétriques  par  rapporta  la  position  d'équi- 
libre. [Si  9  et  6'  sont  l'élongation  et  la  vitesse  angulaire  en  M,  l'ampli- 
tude et  la  phase  sont  données  par 


=  asincp,  y^  ^  <7(i)  coscû, 


Vf 


Le  choc  fait  varier  brusquement  a  et  q  de  da  et  do,  tels  que  d9  =  o, 
d9'=:s;  d'où  l'on  peut  lirev  do.  D'autre  part,  le  pendule  repasse  par  la 
verticale  dans  le  sens  positif,  lorsque  9=  27r.  L'accroissement  continu  de 
la  phase  est  donc  27:  —  do  et  le  temps  correspondant  égale 

9. 71  —  do  do 

Donc, 


(1)         a-fji- 


Ce  problème  trouve  une  application  dans  l'échappement  des  horloges,] 

20.  Au  moment  où  un  pendule  passe  par  une  certaine  position  M,  on 
fait  varier  brusquement  sa  longueur  d'une  petite  quantité  dl.  En  suppo- 
sant que  la  vitesse  tangentielle  du  point  pesant  ne  soit  pas  modifiée  par 
cette  opération,  calculer  la  variation  brusque  que  subit  la  vitesse  angu- 
laire. En  déduire  la  variation  d'amplitude  de  l'oscillation.  Montrer  que 
cette  variation  est  maximum,  si  M  est  la  position  d'équilibre,  et  qu'elle 
est  nulle,  si  M  est  une  position  d'élongalion  maximum.  Que  se  passe-t-il 
si  l'on  raccourcit  le  pendule  à  chaque  passage  à  la  \erticale,  en  lui  réta- 
blissant sa  longueur  au  prochain  maximum  d'élongation? 

(r,         de'  dl     ^  .       .       ,  >  •  1     r 

I  On  a  -^  =i J--  Un  calcule  da  en  se  ser\  anl  des  équations  de  1  exer- 

,    ,  ,              ,,                     da             dl       ,         1,    .      .      1  I 

cice  précèdent  et  1  on  trouve  —  = ^cos-q;   d  ou  résultent   les  pro- 
priétés de  renoncé,  qui  donnent  le  schéma  de  la  théorie  deVescarpolelte.  ) 

21.  Lorsqu'on  lance  un  pendule  M  à  partir  d'un  point  voisin  du  point 
le  plus  bas  P  et  avec  une  faible  vitesse  initiale,  mais  de  direction  quel- 
conque, il  décrit  une  courbe  tracée  sur  la  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  / 
{pendule  sphérique)^  qui   s'écarte   très  peu  de  P  et  peut  être  considérée 

Haao.  —  Exercices,  III,  8 
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comme  située  dans  le  plan  langent  en  ce  point.  On  appelle  (x,  y)  les 
coorùonnée?  de  M  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  de  ce  plan  issus 
du  point  P.  Former  les  équations  dilTérentielIes  approchée:^  auxquelles 
satisfont  ces  coordonnées,  considérées  comme  infiniment  petites.  Mon- 
trer que  le  niouA'ement  du  point  M  est  sensiblement  une  vibration  ellip- 
tique, f  La  tension  du  fil  est  égale  à  mg  au   second  ordre  près.  Ses  pro- 


X  y   \ 

jections  sur  Vr  et  Py  sont  —  f^^g-j  et  —  mg-j-  1 

22.  Le  point  de  suspension  A  du  pendule  précédent  est  soumis  à  un 
mouvement  vibratoire  elliptique.  Etudier  les  petites  oscillations.  {Cf- 
Exercice  résolu  n°  h.  On  obtient  des  résultats  analogues,  en  étudiant  le 
mouvement  par  rapport  à  des  axes  entraînés  par  le  point  de  suspension 
et  procédant  comme  il  est  indiqué  dans  l'Exercice  21.  On  peut  toujours 
choisir  les  conditions  initiales  de  manière  que  M  efteclue  une  vibration 
elliptique  homothétique  et  synchrone  à  celle  de  A.  Lorsque  les  deux  pé- 
riodes sont  voisines,  on  a  le  battement  des  \ibrations  elliptiques.) 

23.  On  considère  deux  plans  inclinés  A  et  A',  se  coupant  suivant  une 
horizontale  H  et  faisant  respectivement  les  angles  i  et  i'  avec  le  plan 
horizontal.  Un  point  B,  de  poids  P,  peut  glisser  sur  A,  avec  le  coefficient 
de  frottement/;  de  même,  un  point  B',  de  poids  P',  peut  glisser  sur  A', 
avec  le  coefficient  de  frottement  /'.  Les  deux  points  sont  reliés  par  une 
corde,  qui  passe  sur  une  poulie,  disposée  sur  Thorizontale  H,  de  manière 
que  les  deux  brins  de  la  corde  soient  respectivement  parallèles  aux  lignes 
de  plus  grande  pente  des  deux  plans.  Etudier  les  mouvements  possibles 
du  système.  (Ecrire  séparément  les  mouvements  des  deux  points,  en  in- 
troduisant la  tension  de  la  corde  et  éliminer  ensuite  cette  tension.  ) 

24-.  Un  point,  de  poids  P,  se  déplace  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente 
d'un  plan  incliné,  sous  Faction  d'une  force  constamment  parallèle  à  cette 
ligne.  Démontrer  que  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est  égal  au  pro- 
duit de/P  parla  projection  horizontale  du  chemin  parcouru.  Démon- 
trer qu'on  a  sensiblement  la  même  propriété  si  le  point  décrit  une  ligne 
quelconcjue,  située  dans  un  plan  \erlical,  avec  une  vitesse  constamment 
très  faible.  (Dans  le  cas  de  la  trajectoire  courbe,  il  faut  que  la  vitesse 
soit  assez  faible  pour  que  l'accélération  normale  soit  négligeable  vis- 
à-vis  de  g.) 

25.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné,  en 
supposant  que  la  vitesse  initiale  n'est  pas  dirigée  suivant  une  ligne  de 
plus  granrle  pente  et  en  tenant  compte  du  frottement.  (Ecrire  les  é(jua- 
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lions  intrinsèques  du  mouvement,  en  introduisant  Tangle  polaire  a  de  la 
\itesse  v.  Puis,  éliminer  le  temps.  Tout  s'intègre  par  des  quadratures 
très  simples.  Cf.  Exercice  n"  13.) 

2«>.  Appliquer  les  résultats  de  Texercice  précédent  avec  les  données 
suivantes  :  «  :=:  io°, /=  o,5.  Calculer  la  durée  T  du  mouvement  et  les 
coordonnées  du  point  d'arrêt  P,  en  fonction  de  l'angle  o  que  fait  la  vitesse 
initiale  avec  l'horizontale  Oa;  du  point  de  départ,  lùudier  les  variations 
de  T  et  construire  le  lieu  de  P,  quand  o  croît  de  o  à  t:. 

27.  l  n  fil  élastique,  de  longueur  naturelle  2/,  est  coupé  en  deux  par- 
ties égales.  On  attache  chacune  de  celles-ci  à  un  point  M,  pesant  loS; 
les  deux  autres  bouts  sont  fixés  à  deux  points  A  et  B,  distants  de  i™.  La 
tension  de  chaque  morceau  de  fil  est  /.A/",  àr  désignant  son  accroisse- 
ment de  longueur  au  delà  de  /. 

1°  On  place  la  droite  AB  verticalement,  A  au-dessus  de  B;  M  prend 
une  position  d'équilibre  située  à  60*^"^  au-dessous  de  A.  Calculer  />-. 

2°  On  place  AB  horizontalement  ;  M  prend  une  position  d'équilibre 
située  à  20""  au-dessous  de  AB.  Calculer  L 

3"  On  place  AB  comme  dans  1°  et  l'on  abandonne  M,  sans  vitesse  ini- 
tiale, à  40'=™  au-dessous  de  A.  Calculer  la  distance  extrême  à  laquelle  il 
descend  et  la  durée  de  cette  descente. 

4"  On  place  AB  horizontalement  et  l'on  abandonne  Al  à  partir  du  mi- 
lieu (le  AB.  Calculer  la  distance  à  laquelle  il  descend. 

i  Certificat  de  Mécanique  rationnelle,  épreuve  pratique;  Clermo/it, 
novembre  191  i .) 

28.  Un  point  pesant  M  est  lancé  horizontalement  à  partir  de  la  posi- 
tion A,  avec  la  vitesse  Vq.  Il  est  attiré  par  un  point  O,  situé  à  la  dis- 
tance a  au-dessous  de  A,  suivant  la  force  A. MO.  Déterminer  son  mouve- 
ment. 

29.  In  point  AI,  de  masse  i,  est  attiré  par  O  suivant  la  force  2  MO.  Il 
est  soumis  à  une  résistance  opposée  à  la  vitesse  et  égale  à  3r.  On  le  lance 
à  partir  du  point  A(i  ,0)  avec  une  vitesse  égale  à  2  et  perpendiculaire 
à  OA.  Déterminer  son  mouvement.  {Cf.  Chap.  I,  Exercice  proposé  n°  8.) 
Calculer  le  travail  absorbé  par  la  résistance  depuis  le  temps  o  jusqu'au 
temps  t  et  construire  le  diagramme  correspondant. 

30.  Un  fil  élastique  est  attaché  au  point  fixe  O.  Son  autre  extrémité 
est  attachée  à  un  autre  (il  élastique,  qui  supporte,  à  son  autre  bout,  un 
point  pesant  M.  Étudier  le  mouvement  de  ce  dernier,  en  supposant  qu'on 
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l'abandonne,  sans  vitesse,  à  partir  d'un  point  quelconque  de  la  \erticale 
du  point  0.  Les  longueurs  naturelles  et  les  coefficients  d'élasticité  des 
deux  fils  sont  supposés  quelconques. 

31.  Un  ressort  à  boudin  s'allonge  de  45""°  quand  on  lui  suspend  un 
poids  de  loo'^P.  Calculer  l'énergie  emmagasinée  dans  le  ressort  quand  il 
e>t  allongé  de  lo'™. 

32.  Un  ressort  vertical  s'allonge  de  i4""",5  sous  raction  d'un  poids  M 
de  loo'.  On  l'allonge  encore  de  20™"',  en  tirant  sur  M  ;  puis,  on  abandonne 
le  tout.  Un  certain  dispositif  permet  d'amortir  les  vibrations,  au  moyen 
d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  Calculer  ce  que  doit  être 
cette  résistance  pour  une  vitesse  de  1'"  par  seconde,  de  manière  que  le 
décrément  soit  de  ~.  Construire  le  diagramme  des  espaces,  en  supposant 
que  la  résistance  est  double  de  la  résistance  limite  à  partir  de  laquelle  le 
mouvement  devient  apériodique. 

33.  On  reprend  le  ressort  précédent  et  l'on  fait  vibrer  verticalement 
le  point  de  suspension,  avec  une  amplitude  de  lo'"""  et  une  fréquence  /. 
Calculer  l'amplitude  et  le  décalage  de  la  vibration  forcée  que  finit  par 
prendre  M.  Construire  les  courbes  représentatives  de  ces  deux  éléments, 
quand  on  fait  varier  /".  Calculer,  en  particulier,  le  maximum  d'amplitude 
et  la  valeur  correspondante  de  f.  On  se  placera  successivement  dans  les 
deux  hypothèses  envisagées  pour  la  résistance  dans  l'Exercice  32. 

3'+.  Un  point  M  est  attiré  par  un  point  fixe  O  proportionnellement  à 
la  dislance.  On  le  lance,  à  partie  d'un  point  donné  A,  avec  une  vitesse 
donnée  Tq,  dans  une  direction  quelconque.  Dans  quelle  région  de  l'espace 
doit-on  placer  un  point  V  pour  qu'il  ne  soit  pas  atteint  par  M?  (Il  y  a  un 
ellipsoïde  de  sûreté.  ) 

3o.  l'Uudier  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  sous  l'inlluence  de 
l'attraction  nev\  tonienne.  {Cf.  Exercice  résolu  11°  1.) 

30.  Dans  le  mouvement  d'une  planète,  on  appelle  anomalie  vraie 
l'angle  t' =  (9  —  0^  de  la  formule  (85)  du  n°  93.  Démontrer  qu'elle  est 
liée  à  l'anomalie  excentrique  par  la  formule 

tang-=tang(^--^-jtang-, 
en  posant  e  ^^  sin  ^. 

37.  Calculer  le  temps  en  fonction  de  l'anomalie  vraie,  dans  le  cas  de 
l'orbite  ])arabolique. 

38.  Avec    quelle    vitesse    faudrait-il    lancer    un    corps   dans   le   sys- 
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tème  solaire,  pour  que  son  orbite  soit  un  cercle?  Annuler  l'excentri- 
cité, donnée  par  la  formule  (86)  du  n"  93.  La  vitesse  doit  être  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  et  é2:ale  à  4  /— • 

39.  On  donne  le  Tableau  suivant  des  demi-grands  axes,  des  excentri- 
cités et  des  masses  des  différentes  planètes  : 

Demi-giand 

axe.  Excentricité.  Masse. 

Mercure 0,38-10  o,2o56i  o,o5o 

Vénus 0,72333  0,0068164  o>8i7 

Terre. i  0,016750  i 

Mars ".  .  .  1,5237  0,093309  0,108 

Jupiter 5,2026  o,  0^8335  3iS,36 

Saturne 9,5547  0,055892  95,22 

Uranus 19,218  o,o46344  14,58 

Neptune 3o,iio  0,0089970  17,26 

Soleil 333432 

Calculer  les  vitesses  maximum  et  minimum  de  chacune  d'elles,  ainsi  que 
la  durée  de  révolution.  Calculer  les  limites  entre  lescjuelles  varie 
l'énergie  cinétique  de  cliaqueplanète,  ainsi  que  leslimites entre  les(|uelles 
reste  certainement  comprise  l'énergie  cinétique  totale  du  système  solaire. 

L'énergie  potentielle  étant  prise  égale  à  —  —  >  calculer  l'énergie  totale 

pour  chaque  planète,  ainsi  ([ue  l'énergie  totale  de  tout  le  système  solaire. 
On  calculera  les  énergies  en  kilojoules  et  en  kilogrammèlres.  On  calculera 
également  le  temps  que  mettrait  un  moteur  de  loooo  chevaux  pour 
fournir  chacune  d'elles. 

La  valeur  de  la  constante  de  la  gravitation,  en  unités  C.  G.  S., 
est  6,65  X  io"~^.  La  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  est 

149,5  X  10*'  km. 

'i-O.  Un  point  M  est  attiré  par  le  point  fixe  (  )  en  raison  inverse  de  0M-. 
On  le  lance,  à  partir  d'un  point  donné  A,  dans  un  plan  donné  et  avec  une 
vitesse  i>  donnée,  mais  dans  une  direction  variable. 

1°  Prouver  que  toutes  les  trajectoires  ont  même  longueur  d'axe  focal. 

2°  Le  lieu  du  deuxième  foyer  de  la  trajectoire  est  un  cercle  de 
centre  A. 

3°  Construire,  en  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  les  trajectoires  qui 
passent  par  un  point  donné.  Montrer  qu'il  y  a  une  ellipse  de  sûreté, 
admettant  pour  foyers  0  et  A. 


CHAPITRE  YII. 

NOTIONS    SUR    LA    DYNAMIQUE    DES    SYSTÈMES. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  On  considère  un  gaz,  de  masse  totale  M,  enfermé  dans  une 
enceinte  de  volume  V,  comme  constitué  par  un  très  grand  nombre 
de  molécules  se  déplaçant  en  ligne  droite,  avec  une  vitesse  moyenne  u, 
dans  des  directions  diverses,  uniformément  réparties  entre  toutes  les 
directions  de  Vespace.  On  admet  que  •  chaque  molécule  qui  vient 
frapper  la  paroi  limitant  Vencelnte  s'y  réfléchit  suivant  les  lois  de  la 
réfle.vlon  de  la  lumière  et  en  gardant  la  même  vitesse.  Calculer  la 
pression  du  gaz. 

Aous  allons  calculer  la  pression  P  exercée  parle  gaz  sur  une  portion  A 
de  la  paroi  assez  pelile  pour  pouvoir  être  considérée  comme  plane  et 
dont  nous  appellerons  s  la  surface.  Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas 
simple  où  toutes  les  molécules  auraient  des  vitesses  parallèles  et  égales 
à  u.  Soit  m  la  masse  d'une  molécule.  Quand  elle  se  réfléchit,  la  compo- 
sante langenlielle  de  sa  vitesse  ne  chanj^e  pas  et  sa  composante  normale 
change  de  signe.  L'accroissement  géométri(jue  de  sa  quantité  de  mouve- 
ment a  donc  une  projection  nulle  sur  le  plan  de  A  et  une  projection  sur 
la  normale  0.x'  égale  au  produit  par  2 /?t  de  la  composante  normale  x  de 
la  vitesse  après  la  réflexion.  Pendant  le  temps  t//,  l'accroissement  total  de 
({uantité  de  mouvement  des  molécules  qui  sont  venues  heurter  A 
esl2/i/n.r,  si  n  est  le  nombre  de  ces  molécules.  D'autre  part,  la  réaction 
moyenne  exercée,  à  chaque  instant,  sur  l'ensemble  des  molécules  qui 
touchent  A,  est  une  force  dirigée  suivant  Ox  et  égale  à  ï*s.  Pendant  le 
temps  dt,  elle  produit  un  accroissement  total  des  quantités  de  mouve- 
ment également  dirigé  suivant  i)x  (')  et  égal  à  \* s  dt  (n°  95).  On  a  donc 

(])  2nmx  =z  P.s  d/. 

(')   Ceci   est  bii;ii  conforme  à   l'hypothèse  que   la  composniilc  langenliellc  de    la 
vitesse  de  cliaqui;  molécule  reste  invariable  pendant  la  réflexion. 
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D'autre  part,  les  molécules  qui  sont  venues  frapper  A  pendant  le 
temps  dt  se  trouvaient,  au  début  de  ce  temps,  à  l'intérieur  d'un  cylindre 
ayant  pour  base  A  et  dont  les  génératrices,  parallèles  à  la  vitesse  des 
molécules,  avaient  pour  longueur  commune  udt.  Le  volume  de  ce 
cylindre  est  sjcdl,  de  sorte  que,  si  D  est  la  densité  du  gaz,  on  a 

(2  )  nni  =  Dsx  dt. 

]ln  portant  dans  (i),  il  vient 

(3)  P=:2D^^ 

Revenons  maintenant  à  r  hypothèse  primitive  où  les  molécules  situées, 
à  chaque  instant,  dans  un  volume  donné,  ont  des  vitesses  uniformément 
réparties  dans  toutes  les  directions  et  de  valeur  moyenne  u.  Partageons 
l'intervalle  (o,  u)  en  très  petits  intervalles,  par  les  nombres  jTi,  ^'o,  jTg,  ..., 
Xp_i.  ^Soient  Dj,  Dj,  D3,  ...,  D^  la  masse  des  molécules  contenues  dans 
l'unité  de  volume  et  dont  la  composante  de  la  vitesse  suivant  Ox  est 
comprise  dans  le  premier,  le  deuxième,  le  troisième,  .  .  . ,  le  /^'*""'  de  ces 
intervalles.  Chacun  de  ces  groupements  de  molécules  fournit  une 
pression  partielle  donnée  par  la  formule  (3).  La  pression  totale  cherchée 
est  la  somme  de  toutes  ces  pressions  partielles  ('),  soit 

(4)  P  =  20,0:7  4- 2Do.r^ -+-...+ 2D/,//^ 

Appelons  d'autre  part  a:'-  la  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  pro- 
jections des  vitesses  des  différentes  molécules  sur  Oa:.  Si  l'on  remarque 
qu'il  y  a  autant  de  molécules  à  vitesse  positive  (|ue  de  molécules  à 
vitesse  négative,  on  a 

,,       (2D,.rf +  2D.,^2, -4-.  ..  2D„M-) 

y J t = • 

X  -  ^ 

Dès  lors,  la  formule  (4)  s'écrit  , 

(5)  P==D^'^ 

11  nous  reste  à  évaluer  x"-.  Si  v  désigne  la  vitesse  d'une  molécule  quel- 
conque et  a:,  y,  z  les  composantes  de  cette  vitesse  suivant  Ox  et  suivant 
deux,  autres  axes  formant  un  trièdre  Irirectangle  avec  le  premier,  on  a 

(6)  ^2=.•r--f-)2+.-^ 


(')  Car  l'accroissement  lnt;il  de  quaiUiLi'  lii-  iiiouvciiicnt  dû  aux  rcflexious  sur 
l'aire  A  pendant  le  temps  dt  est  la  somme  des  quantités  de  uiouvement  dues  au\ 
réflexions  des  molécules  contenues  dans  chacun  des  groupes  considérés. 
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Si  nous  prenons  mainlenanl  la  moyenne  de  loutes  les  égalités  analogues 
relatives  à  toutes  les  molécules  de  la  masse  gazeuse,  et  si  nous  observons 
que  les  moyennes  des  x"-,  des  y-  et  des  z"-  doivent  être  égales,  eu  égard  à 
la  répartition  uniforme  des  vitesses  dans  toutes  les  directions,  nous  obte- 
nons 

(7)  ir^ix'K 
Portant  dans  (^ôj,  il  vient 

(8)  P=  — 

M 

ou,  en  remplaçant  D  par  ^i 

M 

(9)  ^'^=^"^- 

Ceci  est  Véqualion  caracléiistique  des  gaz  par/ails  dans  la  théorie 
cinétique  des  gaz. 

2.  Machine  d'Atwoou.  —  On  sait  que  la  machine  d'Atwood  se  compose 
d'une  poulie,  sur  laquelle  passe  un  fil.  supportant,  à  chaque  extrémité, 
une  masse  M.  Sur  l'une  de  celles-ci,  on  pose  une  petite  masse  addition- 
nelle ni.  Il  s'agit  de  calculer  l'accélération  y  du  mouvement  qui  prend 
naissance. 

Première  méthode.  —  Appliquons  le  théorème  du  moment  cinétique 
par  rapport  à  l'axe  O  de  la  poulie.  Soit  v  la  vitesse  que  prennent  les 
masses  au  temps  /.  Le  moment  résultant  de  leurs  quantités  de  mouve- 
ment est  K(2M  +  m)  f,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  poulie  et  en  négli- 
"^eant  le  moment  d'inertie  de  celte  dernière,  ainsi  que  la  masse  du  fil. 
Les  forces  extérieures  sont  les  poids  des  masses  .M  et  M  -t-  m  et  les  réac- 
tions sur  l'axe.  Si  nous  négligeons  les  frottements  dus  à  ces  dernières,  le 
moment  résultant  par  rapport  à  l'axe  est  mgW.  On  a  donc 

(,)  \K{'2U  +  m)^-^  —  mg\\; 

d'où 


(2)  y- g 


2  M 


Si  l'on  veut  un  résultat  plus  précis,  il  faut  tenir  compte  du  moment 
cinétique  de  la  })Oulie  et  des  frottements  sur  l'axe.  Soit  I  le  moment 
d'inertie  de  la  poulie  par  rapport  à  son  axe.  Comme  sa  vitesse  angulaire 
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('  ...  I  .,  ,  .  I    dv 

est  — »  son  moment  cinelujue  est  —  c  et  il  tant  ajouter—  --  ;iu  premier 

membre  de  (i). 

Si  nous  supposons  maintenant  ([ue  Taxe  est  supporté  par  deux  coussinets 
et  si  nous  appelons  /  leur  coefficient  de  frottement  sur  les  tourillons, 
les  forces  de  frottement  ont  une  somme  égale  à  /(2M -i- /«)^,  car  les 
composantes  normales  des  réactions  ont  une  somme  égale  au  poids  total 
du  système  (*).  Leur  moment  résultant  par  rapport  à  i';txe  est 

/(2M  +  m)-r, 

en  appelant  /•  le  rayon  des  tourillons.  Ce  moment  doit  être  retranché  du 
second  membre  de  (i).  Cette  écjuation  devient,  dès  lors, 


(3) 

On  en  tire 

(4) 


rR(2M 


-+-/")-Ht7 


dv 

dt  * 


■  /{2M  +  ,n)ffr. 


■f{2M+  m)^ 


2  M 


On  sait  que,  dans  la  pratique,  Taxe  de  la  poulie  ne  repose  pas  sur  des 
coussinets,  mais  sur  de  petits  galets  entre-croisés,  dont  chacun  roule 
contre  le  tourillon  avec  lequel  il  est  en  contact.  Ceci  a  pour  elTet  de 
diminuer  considérablement  Tintluence  du  frottement.  On  a  encore  la 
formule  (4),  mais  avec  une  valeur  beaucoup  plus  faible  de/,  qui  fait 
intervenir  le  frottement  de  roulement  de  l'axe  de  la  poulie  sur  les  galets 
et  le  frottement  de  glissement  des  axes  des  galets  sur  leurs  coussinets. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  trouve  toujours  une  valeur  constante  pour  l'ac- 
célération. Cette  valeur  peut  être  rendue  très  faible  en  prenant  assez 
petit  le  rapport  — •  Cela  permet  d'utiliser  la  machine  dAtwood  pour 
l'étude  expérimentale  du  mouvement  uniformément  accéléré. 

Deuxième  méthode.  —  Employons  le  théorème  des  forces  vives,  en 
nous  bornant  à  l'approximation  (jui  nous  a  conduit  à  la  formule  (2).  La 
force  vive  du  système  est  (2M  -f-  m)  v^.  Sa  demi-dIfTérenlielle  est 

(2M  -i-  m)  vdv  =  (2IM-I-  m)  vydl. 


(')  Nous  négligeons  le  poids  de  la  poulie.  Kn  outre,^  nous  supposons  que  le  con- 
la.t  de  chaque  tourillon  avec  son  coussinet  a  lieu  suivant  la  génératrice  la  plus 
basse,  ce  qui  nest  pas  tout  k  fait  exact  (cf.  n»  15G). 
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Le  travail  élémentaire  se  rédiiil  à  celui  du  poids  de  la  masse  addition- 
nelle, soit  mgK-dt.  On  a  donc 

(  2  M  +  tu  )  K'ydt  =  mgvdl  : 

d^où  Ton  lire  la  formule  (2). 

Troisième  méthode.  —  Appelons  T  la  tension  de  chaque  brin  du 
fil  (').  Appliquons  le  théorème  du  centre  de  gravité  séparément  aux 
masses  M  et  \1  -1-  m.  Aous  avons 


M/  — T  — M, 


(M  +  m)v  =  (M-+-"Oo  -T. 


En  additionnant  membre  à  membre,  de  manière  à  éliminer  T,  on  relrou\e 
encore  une  fois  la  formule  (2).  Si  Ton  porte  la  valeur  de  y  dans  l'une 
(juelconque  de  ces  équations,  on  peut  en  tirer  la  valeur  de  la  tension 


T=r2M- 


M 


2  M 


3.  Suspension  bifilaire.  —  Deux  fils  de  même  long^ueur  AU  et  A'B'  sont 
attachés  aux poiitts  Ji.ies  A  et  A',  situés  sur  une  même  horizontale.  Ils 
supportent  un  corps  solide  C,  auquel  ils  sont  attachés  en  des  points  H 
et  B   choisis  de  telle  manière  que  la  droite  HB'  est  horizontale  lorsque 


le  système  est  en  équilibre.  On  fait  tourner  C  d'un  petit  angle  autour 
de  la  verticale  qui  passe  par  son  centre  de  gravité  et  on  l'abandonne 
sans  vitesse  initiale.   Calculer  la  durée  des  oscillations  qui  prennent 


naissance. 


(')  Nous  admettons  que  ces  deux  tensions  sont  égales.  Cela  revient  à   ncyiliger  le 
monieiit  d'inertie  <lt;  la  poulie  et  les  frottements. 
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Application.  —  Ak'=io'-'";  BB'=r20'='".  La  distance  de  A  A.'  à  BB' 
quand  il  r  a  équilibre  est  de  i"".  On  compte  72  oscillations  simples 
dans  une  minute.  Calculer  le  rayon  de  gy ration  de  C  par  rapport  à 
l'axe  vertical  qui  passe  par  son  centre  de  gravité. 

Lorsqu'il  y  a  ét^uilibre,  la  figure  AA'B'B  est  un  trapèze  isoscèle  et  le 
centre  de  gravité  G  de  G  se  trouve  sur  l'axe  O-  de  ce  trapèze,  f[ui  est  la 
verlicale  passant  par  le  milieu  O  de  A  A'  {cf.  Cliap.  IX,  Exercice  pro- 
posé n"  22).  Pendant  les  oscillalions,  G  tourne  autour  de  O;;  et  subit,  en 
même  temps,  une  translation  suivant  cette  droite.  Calculons  la  relation 
qui  existe  entre  la  cote  z  de  BB'  et  l'angle  B  dont  a  tourné  G  depuis  sa 
position  d'é([uilibre.  Si  nous  prenons  un  axe  Ox  dirigé  suivant  A'A  et 
un  axe  Ok  perpendiculaire  à  zOx^  les  coordonnées  du  point  B,  par 
exemple,  sont  (  b  cosO,  b  sin9,  z),  en  posant  BB'=::  2  b.  Appelons,  d'autre 
part,  2(7  la  distance  AA'  et  l  la  distance  qui  sépare  AA'  de  BB'  dans  la 
position  d'équilibre.  Écrivons  ({ue  la  distance  AB  n'a  pas  changé  : 


(0 


1-+  (b  —  a)- 


{b  cosB  —  a)-  -+-  b'sin-O; 


d'où  l'on  tire 

(2)  Z-=  l- —  2(70(1  —  COSS) 

Si  l'on  suppose  5  petit,  on  peut  prendre 
z'-z=r-—abe\ 


ou,  en  développant  par  la  formule  du  binôme  et   se  limitant  au   terme 
en  6-, 


(3) 


i-^e^- 
il 


Gela  posé,  appli([uons  le  théorème  des  forces  vives.  La  seule  force  qui 
travaille  est  le  poids  mg  de  G;  il  dérive  de  la  fonction  de  force  mgz,  ou, 

en  négligeant  une  constante  additive,  U  =1 —  nrg  —  5-.  ("alculons  main- 
tenant l'énergie  ci  néti(iue.  La  vitesse  de  chaque  point  de  G  est  la  sommegéo- 
métri«{ue  de  la  vitesse  de  translation  ^'=: ybB'  et  de  la  vitesse  due  à  In 

rotation  qui  est  égale  à  rB\  en  appelant  /•  la  distance  du  point  considéré 
à  Oc.  Gomme  ces  vitesses  sont  rectangulaires,  on  a 


(4) 


(■2=^/ 
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On  pourrait  en  déduire  l'expression  exacte  de  l'énergie  cinétique 
de  C  (').  -Mais,  cela  est  inutile,  car  le  second  terme  du  crochet  est  négli- 
geable vis-à-vis  du  premier,  de  sorte  que  l'on  peut  se  borner  à  prendre 

l'énergie  cinétique  due  à  la  rotation  autour  deO::,  soit  — 9'-,  en  appelant  I 

le  moment  d'inertie  de  G  par  rapport  à  Oz.  Nous  avons  dès  lors 

(5)  }.e-^-!^e-^+/>. 

•2  2  / 

On  pourrait  inté^^rer  par  une  (juadrature.  Mais,  il  est  plus  simple  de  se 
ramener  à  une  é((uation  linéaire  à  coefficients  constants,  en  dérivant  (5) 
par  rapport  à  ^  et  divisant  par  2O'  ;  on  trouve  ainsi 

(6)  ff-^'^O^o. 

On  aboutit  à  l'équation  d'un  mouvement  vibratoire  simple,  dont  on  sait 
calculer  la  période.  La  durée  d'une  oscillation  simple  est 


(7) 


y    m  gai 


Si  on  la  mesure  expérimentalement,  on  peut  en  déduire  1 

nigabl- 

Si  K  désigne  le  rayon  de  gyration,  on  a 

(9) 

Application  nuniériijue.  —  On  a,  en  unités  G.  G.  S., 

T  =: —  =  ->         ^=981,         a  =  5,         /^=:io,         /  =  ioo. 
l'n  portant  dans  (9),  on  trouve  K  =  5,88,  soit  environ  59™". 

i  (-).  On  considère  le  cycliste  de  l'Exercice  résolu  n"  2  du  Chapitre  V. 
Calculer  lu  pression  sur  les  pédales,  la  tension  de  la  chaîne  et  la  réac- 


(')  Cf.  Kxercices  proposés  n'"  V.\  et   l'i. 

(')  (lel  exercice  [njurrail  aussi  Lii-n  cire  rattaché  au  Cliapitre  IX. 
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tion  iangentielle  de  la  roule  sur  la  roue  arrière,  dans  les  hypothèses 
suivantes  : 

1°  Le  cycliste  fait  ao'""  à  i heure,  en  palier. 

2°  Le  cycliste  fait  lo"*™  à  l'heure,  dans  une  montée  de  5  pour  loo. 

3°  Le  cycliste  fait  un  démarrage,  en  palier,  qui  lui  donnera  une 
vitesse  de  So"^™  à  V heure  au  bout  de  i5  secondes. 

On  donne  le  développement  :  5™,5o,  le  diamètre  de  la  roue 
arrière  :  o™,70,  le  diamètre  du  pignon  de  la  roue  arrière  :  7'-°',  la  lon- 
gueur des  manivelles  du  pédalier  :  ij"^™. 

Etablissons  d'abord  les  formules  générales.  Appelons  P  le  poids  total 
du  cycliste  et  de  la  machine;  R  la  résistance  à  l'avancement,  donnée  par 
la  formule  (i)  de  l'exercice  précité  ;  D  le  développement,  a  le  rayon  de 
la  roue  arrière,  r  le  rayon  du  pignon  de  la  roue  arrière,  /'  le  rayon  du 
pignon  de  pédalier,  /  la  longueur  des  manivelles,  T  la  tension  de  la 
chaîne,  Q  la  pression  sur  les  pédales  et  F  la  réaction  Iangentielle  de  la 
route  sur  la  jante  de  la  roue  arrière;  enfin  p  la  pente,  comptée  positive- 
ment quand  le  cycliste  monte,  v  la  vitesse  et  y  l'accélération.  Toutes  ces 
quantités  sont  évaluées  dans  le  système  M.  K.  S. 

Pression  sur  les  pédales.  —  Nous  allons  appliquer  le  théorème  des 
forces  vives.  Si  nous  négligeons  l'énergie  cinétique  due  à  la  rotation  des 
roues,  des  pédales,  de  la  chaîne  et  aux  mouvements  des  jambes,  la  force 

P  P  P  -  . 

vive  est  —v^\  sa  demi-difTérentielle  e'=>V—vdv  =:  —  vydt.  Evaluons  marn- 
er     '  B  s 

tenant  le  travail  de  toutes  les  forces  appli({uees  au  système.  JNous  avons 
d'abord  la  résistance  R,  qui  donne  le  travail  — livdt;  puis,  la  compo- 
sante Iangentielle  du  poids  P,  qui  est  Pp  et  qui  donne  le  travail  —  Ppdt; 
puis,  les  réactions  de  la  route  sur  les  deux  roues,  qui  ne  donnent  aucun 
travail,  tant  ([u'il  n'y  a  pas  dérapage,  puisque  la  vitesse  de  chaque  point 
de  contact  est  nulle.  Il  ne  nous  reste  plus  ([ue  le  travail  des  forces  inté- 
rieures, que  nous  pouvons  calculer  en  supposant  la  bicyclette  immobile, 
puisque  ce  travail  est  indépendant  du  choix  du  trièdre  de  réfé- 
rence (n«  102).  Nous  avons  d"ahord  les  différents  frottements  intérieurs 
à  la  bicyclette,  qui  dépendent  essentiellement  de  la  qualité  de  la  machine 
et  qui  sont  compris,  en  gros,  dans  l'expression  empirique  de  R,  11  ne  nous 
reste  finalement  que  le  travail  musculaire  du  cycliste.  Nous  admettons 
que  ce  travail  est  tout  entier  employé  à  faire  tourner  les  pédales  (').  Si 


(')  Cti  ii"esL  pas  toujours  vrai  dans  la  pratique,  car  les  cyclislts  qui  ne  savent  pas 
pédaler  dépensent  de  l'énergie  en  gestes  l't  contractions  musculaires  inutiles.  Cette 
énergie  est  employée,  en  partie,  à  entretenir  des  mouvements  du  tronc  que  nous  avons 


1)6 


CHAITIRK    Ml. 


nous  supposons,  pour  simplifier,  que  la  pression  Q  est  perpendiculaire  à 
la  manivelle,  son  travail  élémentaire  pendant  le  temps  dt  est  QldO,  dO 
désien  a  m  l'angle  dont  a  tourné  cette  manivelle.  Or,  pour  une  rotation  de  2-, 
la  bicvclette  parcourt  le  chemin  D  ;  pour  la  rotation  dS,  elle  parcourt  v  dt  ; 
on  a  donc 

,,  2-Vi/l 

(0.  '"'  =  ^^- 


Finalement,  le  tliéorème  des  forces  vives  nous  donne  l'é(]ualii>n 


d'où  l'on  lire 
(3) 


-vydi=  (— jj Vp  —  y.y-dt- 


0  = 


D 


Tension  de  la  chaîne.  —  Appliquons  le  tliéorème  du  moment 
cinétique  au  pédalier,  en  négligeant  les  variations  de  ce  moment,  qui  est 
toujours  petit.  Le  moment  résultant  des  forces  T  et  Q  par  rapport  à  l'axe 
doit  être  nul.  On  a  donc 

Q/  =  T,'; 
d'où 


(4: 


T=y-'. 
r 


Réaction  sur  la  ro//e  arrière.  —  liemarquons  d'abord  que  la  réaction 
tangentielle  sur  la  roue  avant  est  nulle,  si  l'on  néglige  les  variations  de 
son  moment  cinétique  dans  son  mouvement  autour  de  son  centre  de 
gravité;  le  théorème  du  n°  97  nous  apprend,  en  effet,  que  le  moment 
résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  à  son  axe  doit  être  nul,  ce 
qui  exige  que  la  réaction  de  la  route  rencontre  cet  axe  et,  par  consé- 
quent, n'ait  pas  de  composante  tangentielle. 

Cela  posé,  appliquons  le  théorème  du  centre  de  gravité  à  tout  le  svs- 
tèmi:*,  en  le  projetant  sur  la  route.  Les  forces  extérieures  ont  pour  |»ro- 
jcciions  —  \\,  —  Py>  et  F.  On  a  donc 


P 

7// 


F_K_  Vj,; 


négiigi'-s  tout  à  l'heure  d;ms  le  calcul  de  l'énergie  cinétique.  Elle  pioduit  jiussi  des 
déformations  t'fastiqucs  du  guidon  et  de  la  selle;  elle  donne  rie  la  chaleur,  des  uiou- 
vernenls  vibratoires,  etc. 
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d'où 

(5)  Y=.p(p+'^\-hR. 

Si  l'on  rapproche  cette  formule  de  la  formule  (3),  on  voit  (|ue 

(6)  '^'  =  ^ê2- 

Cette  formule  peut  s'établir  directement,  en  appliquant  le  théorème 
des  forces  vives  à  la  bicyclette  considérée  comme  immobile.  La  force 
vive  est  nulle  (').  Il  en  est  donc  de  même  du  travail  élémentaire  des 
forces  appliquées  à  la  bicyclette.  Parmi  ces  forces,  nous  avons  la  pesan 
teur  et  les  forces  d'entraînement  (-),  qui  ne  travaillent  pas.  Nous  avons 
ensuite  le  travail  de  la  force  Q,  soit  Q/t/9,  et  celui  de  la  force  F,  qui 
est,  cette  fois,  — Fi>d£,  car  la  vitesse  d'entraînement  du  point  de  contact 
est  —  (',  par  rapport  au  cadre  de  la  bicyclette.  En  annulant  la  somme  de 
ces  travaux  et  se  servant  de  la  formule  (i),  on  obtient  (6). 

On  peut  aussi,  en  partant  de  F,  calculer  la  tension  de  la  chaîne.  Il 
suffit  d'appliquer  le  théorème  du  moment  cinétique  à  la  roue  arrière.  En 
négligeant  les  \ariations  de  ce  moment,  on  doit  écrire  que  le  moment 
résultant  de  F  et  de  la  tension  T  appliquée  au  petit  pignon  est  nul;  cela 
donne 

F  a  :=T  /■] 
d'oii 

(-)  T  — F-, 

/■ 

Si  l'on  compare  avec  (4)  et  (T)),  on  trouve  que  l'on  doit  avoir 
(8)  D  =  ?.T:a-; 

ce  fjui  est  bien  la  formule  qui  donne  le  développement. 

Ajiplications  numérifjues.  —   Nous  avons  — :=io;   donc   (7)  devient 


(9)  T  =  ioF. 


(')  Nous  négligeons  toujours  la  force  vive  due  à  la  rolation  des  roues. 

(-)  Il  ne  faut  pas  oublier  que  nous  avons  chanj,'é  de  trièdre  de  référence,  l'accélé- 
ration d'entraînement  étant  •;.  Mais,  les  forces  d'entr;iinemcnt  et  de  pesanteur 
donnent  lieu  au  même  li-avail  que.  leur  résultante,  qui  est  appliquée  an  centre  de 
gravité  du  système,  lequel  est  immobile;  donc,  ce  travail  est  bien  nul. 


128  CHAPITRE   VII. 

Puis 

D    _       5.5       _  .     . 
27:/  ~  7:  X  0,34  ~~    '      ' 
donc  (6)  devient 

(10)  Q=:5,i5F. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  calculer  F  dans  les  différentes  Inpolhèses  de 
renoncé  et  à  appliquer,  chaque  fois,  les  formules  ci-dessus. 

1°  On  a  /)  =  y  —  o,  R  =  I  ,8;  donc 

F  =  i,8,         puis        T  =  i8,     Q  =  9,3. 

2"  On  a  /y  =  o.o5,  y  =:  o,  R  =:  i  .o5  ;  donc 

F=:5,o5,  T:z=5o,5,  (^)  =:  26. 

2  I 

3°  On  a  o  ^  o,  v  =  —--.  r=  — --,  R  =:  0,8  ;  donc 
'3,0        1,8 

^°  0,8  =  5,3;         T  =  53,         9  =  2-. 


1 ,8  X  9,81 


Rejuarques.  —  La  formule  (6)  nous  montre  que  la  pression  sur  les 
pédales  est  proportionnelle  au  développement;  c'est  })ourquoi  les  très 
grands  développements  ne  peuvent  être  employés  pour  monter  de  fortes 
pentes.  La  formule  (7)  nous  montre  que  la  tension  de  la  chaîne  est  inver- 
sement proportionnelle  au  rajon  du  petit  pignon;  l'emploi  de  très  petits 
pignons  expose  donc  aux  ruptures  de  chaîne. 


EXERCICES  PROPOSES. 

1.  Le  tube  d'un  canon  de  7.';  pèse  /j6o''e.  11  tire  un  obus  pesant  j'^e^o.So  à 
la  vitesse  de  535™  par  seconde.  Calculer  la  vitesse  de  recul  du  tube  sur 
son  ailùt.  (y\ppli(|uer  le  théorème  du  centre  de  gravité  au  système  formé 
par  le  tub<;  et  l'obus;  ce  centre  de  gravité  reste  immobile.) 

2.  Ln  navire  de  5ooo'  tire  un  coup  de  canon  dans  le  sens  de  sa  marche. 
Le  projectile  pèse  ?>\o^^\  la  \itesse  initiale  est  de  Soo""  par  seconde.  De 
combien  est  diminuée  la  vitesse  du  navire? 

3.  [Jeux  sphères,  de  masses  respectives  m  et  m',  se  meuvent  sur().r  et 
se  rencontrent  avec  les  vitesses  v  et  v' .  Calculer  leurs  vitesses  après  le 
choc,  en  supposant  que  le  rapport  de  leurs  vit<'sses   relatives   après   le 
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choc   et  avant   le   choc   a  une   valeur  donnée   —  le,  k  étant   un    nombre 
positif  au  plus  égal  à  i.  Vérilier  que  la  force   vive  perdue  est  dans   le 

rapport avec  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues. 

[Si  JC  et  jc'  sont  les  vitesses  après  le  choc,  on  a 

x'—x=k{v—  ç')  —  kY. 

D'autre  part,  le  centre  de  gravité  doit  conserver  la  môme  vitesse  ;  on  en 
déduit  une  seconde  équation  et  l'on  trouve 

;n'(A-  +  i)V  ,         ,       m{k-i-i)\ 

m  -+-  m  m  -h  m 

La  force  vive  perdue  pendant  le  choc  est 

mm'{i  —  k'-)  V^ 
m  ■+-  m' 

La  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  est 

O  =  m(t;  —  x)-+  m'(v'—  x')-=z ^ / 

^  ^  '  '  m-\-  m 

Lorsque  k  =  o.  on  dit  que  le  choc  est.  mou;  lorsque  A"  =  i,  on  dit  qu'il 
est  parfaitement  élastique:  dans  ce  dernier  cas,  il  n'y  a  pas  de  perte  de 
force  vive.] 

i.  On  donne  un  coup  de  marteau  sur  une  pointe.  La  tète  du  marteau 
pèse  i''s.  Elle  arrive  sur  la  pointe  avec  une  vitesse  de  2™  par  seconde  et  elle 
est  arrêtée  en  •—  de  seconde.  Calculer  la  valeur  moyenne  delà  réaction 
exercée  par  le  marteau  sur  la  pointe.  De  combien  s'enfonce  la  pointe,  si 
l'on  admet  que  la  réaction  demeure  constante  pendant  toute  la  durée  du 
choc?  (La  quantité  de  mouvement  perdue  par  le  marteau  est  égale  à  la 
réaction  demandée  multipliée  par  la  durée  du  choc.  On  trouve  i02''S.  Le 
chemin  parcouru  peut  se  déduire  du  théorème  des  forces  vives;  on 
trouve  2™™.  ) 

0.  Un  chariot  empli  de  liquide  est  percé,  à  la  base  d'une  de  ses  parois 
verticales,  d'une  petite  ouverture,  de  surface  s.  La  vitesse  du  jet  par  rap- 
port au  chariot  est  v,  la  densité  du  liquide  est  a.  Calculer  la  réaction  R 
exercée  sur  le  chariot  par  le  liquide.  (Appliquer  le  théorème  des  quan- 
tités de  mouvement  à  la  masse  liquide  qui  se  trouve  dans  le  chariot  au 
temps  /.  vVu  temps  t  +  dt,  une  masse  asv  dt  de  ce  liquide  a  pris  la 
vitesse  v,  une  masse  égale  a  perdu  la  vitesse  sensiblement  nulle  du  niveau 
supérieur  et  le  reste  a  gardé  la  même  distribution  de  vitesses.  On  en 
IIaag.  —  Exercices,  III.  y 
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déduit  raccroissement  de  la  (fuantilé  de  mouvement  et,  en  divisant 
par  dL,  la  force  —  H.) 

6.  Deux  poulies  P  et  P'  sont  montées  sur  le  même  axe  et  sont  soli- 
daires l'une  de  l'autre.  Leurs  rayons  respectifs  sont  R  et  R'.  Sur  la 
première,  s'enroule  un  fil,  dont  une  extrémité  est  fixée  à  la  poulie  et 
dont  l'autre  extrémité  supporte  une  masse  m.  Sur  la  seconde  s'enroule 
de  même,  mais  en  sens  inverse,  un  fil  supportant  une  masse /n'.  Calculer 
l'accélération  du  système.  {Cf.  Exercice  résolu  n"  2.) 

7.  On  donne  deux  circonférences  (]  et  C,  de  même  axe  A  et  de  rayons 

respectifs  R  et  —  Deux  points  M  et  M',  de  même  masse,  se  meuvent  sans 

frottement,  le  premier  sur  C,  le  second  sur  C  En  outre,  ils  s'attirent 
proportionnellement  à  la  distance  MM'.  Trouver  leur  mou\ement,  en 
supposant  qu'on  les  abandonne  tous  deux  sans  vitesse  initiale  et  dans 
une  position  quelconque.  Calculer  la  durée  des  petites  oscillations.  (Le, 
moment  cinéti(|ue  par  rapport ',à  A  est  nul.  On  en  déduit  |3  =r — l^a.^  en 
appelant  a  et  ^  les  angles  polaires  de  M  et  de  M'  par  rapport  à  des  rayons 
parallèles,  de  direction  convenablement  choisie.  On  peut  ensuite  appli- 
quer le  théorème  des  forces  vives,  en  remarquant  qu'il  y  a  une  fonction 
de  forces,  qui.  tous  calculs  faits,  est  proportionnelle  à  cos5a.  On  a  un 
mouvement  pendulaire.) 

8.  Pour  mesurer  la  puissance  d'un  moteur,  on  adapte   à   une   poulie 

'Fig.  24. 


calée  sur  1  arbre  un  frein  (dit  frein  de  Prony)  constitué  par  deux 
sabots  S  et  S',  que  l'on  peut  serrer  par  des  boulons  les  reliant  l'un  à 
l'autre.  Le  sabot  inférieur  S  porte  un  bras  Ali  muni  de  crochets  à  ses 
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deux,  extrémités.  Le  moteur  étant  au  repos  et  les  boulons  n'étant  pas 
serrés,  le  bras  AB  est  en  équilibre  dans  la  position  horizontale.  On  fait 
tourner  le  moteur  à  la  vitesse  de  N  tours  par  minute,  le  frein  ayant  subi, 
au  préalable,  un  certain  serraiçe.  Puis,  on  suspend  au  crocliet  A  un 
poids  P  tel  que  AB  reste  horizontal.  Connaissant  la  distance  i/des  deux 
crochets,  calculer  la  puissance  du  moteur.  Application  numérique  : 

N  =  ,',36,         /  =  5o^"\         P  =  86kb'. 

(Le  moment  résultant  des  forces  de  frottement  est  P/.  Pour  l'applica- 
tion numérique,  on  trouve  environ  26  chevaux.) 

9.  Un  moteur  de  40  chevaux  tourne  à  la  vitesse  de  280  tours  par  minute. 
Le  mou\emenl  est  transmis  par  une  courroie  s'enroulant  sur  une  poulie 
de  Se'"'"  de  diamètre  calée  sur  Taxe  du  moteur.  Quelle  doit  être  la  largeur 
de  la  courroie  si  l'on  veut  que  la  tension  par  centimètre  carré  soit  !!^o^s'! 
Lépaisseur  de  la  courroie  est  de  7"""'  et  le  rapport  des  tensions  des  deux 
brins  est  2,2.  (La  plus  forte  tension  est  de  913*^0;  la  largeur  doit  être 
de  33'-™.) 

10.  La  jante  d'un  volant  a  pour  diamètre  extérieur  2™, 20  et  pour 
diamètre  intérieur  2'^\  Son  épaisseur  est  de  3o''™.  Sa  densité  est  -,8.  Il 
tourne  à  i3o  tours  par  minute.  Calculer  son  énergie  cinétique.  Au  bout 
de  combien  de  temps  et  de  combien  de  tours  s'arrètera-t-il  s'il  est  aban- 
donné à  lui  même,  en  supposant  que  la  seule  résistance  passive  soit  le 
frottement  sur  les  coussinets.  Le  diamètre  des  tourillons  est  de  120™™  et 
leur  coefficient  de  frottement  sur  les  coussinets  est  0,10. 

11.  On  suppose  que  la  bicyclette  de  l'Exercice  résolu  n°i  descend  une 
pente  de  8  pour  100  et  qu'elle  a  atteint  sa  vitesse  limite.  Le  cycliste  veut 
s'arrêter  brusquement.  Il  exerce  sur  la  jante  de  la  roue  arrière  une  pres- 
sion de  oo*^^  avec  un  frein  dont  le  coefficient  de  frottement  est  o,25.  Au 
bout  de  combien  de  temps  et  de  combien  de  mètres  sera-t-il  arrêté? 
Même  question,  en  supposant  qu'il  agit,  en  même  temps  et  de  la  même 
manière,  sur  la  roue  avant.  Quelle  pression  maximum  peut-il  exercer  sur 
chacun  de  ses  freins  sans  que  les  roues  dérapent,  en  supposant  que  le 
centre  de  gravité  du  système  tombe  au  tiers  de  la  distance  des  deux 
rcjues,  à  partir  dé  la  roue  arrière?  On  fera  le  calcul  avec  un  coefficient 
de  frottement  de  la  roue  sur  le  sol  égal  à  0,6  (sol  sec),  puis  à  0,10  (sol 
boueux).  Calculer,  dans  chaque  Cas.  l'espace  parcouru  avant  l'arrêt,  en 
supposant  un  seul  frein,  puis  deux  freins.  (Pour  simplifier  le  calcul  du 
temps  d'arrêt,  on  pourra  admettre  que  la  vitesse  V  qtii  donne  la  résis- 
tance R  est  la  moyenne  entre  les  vitesses  initiale  et  finale.  ) 
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12.  Démontrer  que  le  moment  cinétique  d'un  système  par  rapport  au 
point  fixe  O  est  égal  au  moment  cinétique  de  son  centre  de  gravité,  ou 
serait  concentrée  toute  la  masse,  augmentée  du  moment  cinétique  par 
rapport  à  G,  dans  le  mouvement  autour  de  ce  point  (n°  97).  (  Théorème 
de  Kœnig.  Faire  un  changement  de  coordonnées  et  écrire  les  compo- 
santes de  ces  difFérenls  moments  suivant  les  axes  de  référence.) 

13.  Démontrer  un  théorème  analogue  au  précédent  pour  l'énei'gie 
cinéti({ue. 

14.  On  fait  un  changement  de  Irièdre  de  référence.  Démontrer  que,  si 
la  vitesse  relative  de  chaque  point  d'un  système  est  perpendiculaire  à  sa 
vitesse  d'entraînement,  l'énergie  cinétique  absolue  est  la  somme  des 
énergies  cinétiques  relative  el  d'entraînement. 

15.  Calculer  Ténergie  cinétique  d'un  corps  solide  animé  d'un  mou- 
vement hélicoïdal  de  pas/)  et  de  vitesse  de  translation  v.  (Appliquer  les 
Exercices  13  ou  14.  ) 

16.  Un  obus  de  76,  pesant  7'^?,'25o,  est  lancé  avec  la  jvitesse  de  535™ 
par  seconde  par  un  canon  dont  les  rayures  sont  inclinées  de  7°  sur  les 
génératrices  du  tube.  Calculer  son  énergie  cinétique.  Quelle  serait  la 
vitesse  initiale  si  la  même  énergie  était  employée  sur  le  même  projectile, 
mais  avec  un  canon  lisse? 

17.  Un  pendule  est  constitué  par  une  sphère  de  5*""'  de  diamètre,  fixée 
à  l'extrémité  d'une  lige  de  i™  de  long  et  de  2'"™  de  diamètre.  Calculer  la 
longueur  du  pendule  synchrone. 

18.  Un  métronome  est  un  pendule  composé,  constitué  par  une  tige 
supportant  une  grosse  masse  fixe  située  au-dessous  de  l'axe  O  de  suspen- 
sion el  une  petite  masse  mobile  pouvant  glisser  le  long  de  la  lige,  au- 
dessus  de  O.  Soit  X  la  distance  de  O  au  centre  de  gravité  de  la  petite 
masse,  l^our  x=  20™™,  le  métronome  fait  208  oscillations  simples  par 
minute  et,  pour  ,c  =  i25""",  il  en  fait  [\o.  Graduer  le  métronome. 

I  La  longueur  du  pendule  synchrone  est  de  la  forme  — ) 

19.  On  veut  mesurer  le  rayon  de  gyration  d'un  corps  solide  de  révolu- 
lion  par  rapport  à  son  axe.  A  cet  efiel,  on  le  fixe  dans  un  cadre  rectan- 
gulaire ABCD,  de  telle  manière  que  son  ave  coïncide  avec  le  côté  CD. 
Puis,  on  fait  osciller  le  cadre  autour  de  l'axe  AB  maintenu  horizontal. 
On  compte   100  oscillations  en  108  secondes.  On  fait  ensuite  osciller  le 
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cadre  seul  el  l'on  compte  loo  oscillations  en  74  secondes  }.  Calculer  le 
rayon  demandé,  sachant  que  le  cadre  pèse  luoos,  le  corps  solide  228''s, 
que  le  centre  de  gravité  du  cadre  est  à  47'"'"  de  AH  et  enfin  que  BC  :=  i"". 

20.  Démontrer  que,  dans  un  pendule  composé,  le  frottement  des  cou- 
teaux sur  les  supports  est  sans  inlluence  sur  la  durée  d'oscillation  et  ne 
fait  que  diminuer  progressivement  leur  amplitude.  (Si  les  oscillations 
sont  petites,  on  peut  admettre  que  le  frottement  exerce  un  couple  cons- 
tant. Ce  couple  a  pour  unique  efiet  de  déplacer  la  position  d'équilibre, 
vers  la  gauche  ou  vers  la  droite,  suivant  le  sens  du  mouvement.) 

21.  Un  moteur  de  puissance  P  est  muni  d'un  système  amortisseur 
constitué  par  des  ailettes  qui  donnent  un  couple  résistant  proportionnel 
au  carré  de  la  vitesse  angulaire.  Etudier  le  mouvement  du  moteur,  en 

supposant  qu'il  part  du  repos.  Calculer  sa  vitesse  limite.  (Le  couple  mo- 

P 
teur  est  de  la  forme /.  (. 

w 

22.  Un  arbre  vertical,  supportant  une  charge  d'une  tonne,  repose  sur 
une  crapaudine  de  80™'"  de  diamètre.  Il  tourne  à  la  vitesse  de  i5o  tours 
par  minute.  Calculer  la  puissance  absorbée  par  le  frottement,  sachant 
que  le  coefficient  de  frottement  du  pivot  sur  la  crapaudine  est  0,10.  (On 
supposera  que  la  pression  sur  la  crapaudine  est  uniformément  léparlie  et 
l'on  calculera  le  moment  des  forces  de  frottement.) 

23.  Calculer  le  mouvement  d'un  cylindre  de  révolution  homogène  qui 
roule  sur  un  plan  incliné,  ses  génératrices  étant  horizontales,  ou  bien 
faisant  l'angle  o  avec  les  horizontales  du  plan.  (Théorème  des  forces 
vives.  Appliquer  l'Exercice  13.) 

2t.  Un  disque  plein  homogène,  de  rayon  r,  roule  à  l'intérieur  d'une 
circonférence,  de  rayon  R  et  de  plan  vertical.  Déterminer  son  mouve- 
ment; calculer  la  longueur  du  pendule  synchrone.  (Forces  \i\es.) 

25.  Un  fil  rectiligne  en  acier,  de  longueur  /et  de  rayon  /',  est  encastré 
dans  un  étau  à  l'une  de  ses  extrémités.  A  l'autre  extrémité,  il  est  encastré 
dans  un  corps  solide  S,  qui  pendlibrement  au  bout  du  fil.  Si  Ton  impose 
à  ce  corps  solide  une  rotation  de  l'angle  9  autour  de  la  \erticale,  la  réac- 
tion du  fil  donne  naissance  à  un  couple  dit  couple  de  torsion,  de  sens 

1         ■         I         /       I                  \         ôooot:/'*  ,, 
inverse  a  la  rotation  et  dont  la  \aleur  (en  kg  x  mm)  est 7,  en 

supposant  /  et  /•  évalués  en  millimètres  el  9  en  radians.  Déterminer  la  loi 
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des  oscillations  que  prend  S  si  on  l'abandonne  sans  vitesse  initiale  à 
partir  d'une  Aaleur  quelconque  de  l'angle  de  torsion.  Calculer  la  durée 
d'une  oscillation.  Application  numérique  : 

/  =  !">,  /'  =  i"'™,5; 

rayon  de  gyration  de  S  ^  5'""-,  poids  de  S  =  i8''S. 

26.  Un  arbre  de  transmission,  en  acier,  de  5o™™  de  diamètre,  porte 
deux,  poulies  distantes  de  4""-  Sur  lune  s'exerce  le  couple  moteur  et  sur 
l'autre  le  couple  résistant.  La  puissance  transmise  est  de  80  clievaux  et 
l'arbre  fait  750  tours  par  minute.  Calculer  l'angle  de  torsion  entre  les 
deux  poulies,  en  admettant  la  formule  donnée  dans  l'exercice  précédent 
pour  le  couple  de  torsion. 

27.  Calculer  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  torsion  de  l'arbre  précé- 
dent, en  supposant  que  le  couple  résistant  varie  suivant  la  loi 

C  =  Ci,  +  fi  sinoj  t, 

Co  désignant  le  couple  moteur.  Quelle  est  la  valeur  critique  deoj  qui  donne 
lieu  à  la  résonance  (n°  91)  des  vibratious  torsionnelles?  On  appellera  1 
le  moment  d'inertie  de  chacune  des  deux  poulies  et  l'on  négligera  l'Inertie 
de  l'arbre.  (Ecrire  séparément  l'équation  du  mouvement  de  chaque 
poulie  sous  l'action  du  couple  moteur  et  du  couple  de  torsion.) 


CHAPITRE  VIII. 

LES    UNITÉS    EN    MÉCANIQUE. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Le  moment  d'inertie  cl' un  lore  de  masse  spécifique  ij.  et  dont  le, 
cercle  générateur  a  pour  rayon  \K  el  a  son  centre  à  la  distance  a  de 
l'axe  est  donné  par  la  formule 

(  I  )  I  =  ij--'  Y^'-aUa^  +  -  W 

Calculer,  en  kilogrammètres,  en  ergs,  en  joules,  en  kilnjoules,  les 
énergies  cinétiques  des  deux  tores  suivants,  tournant  chacun  autour 
de  leur  axe  à  N  tours  par  minute  : 

(1)  «  =  i'^,2o,         R^iS'™,         N  =  45; 

(  II)  a  =:  65™™,  R  =  4""",  ^^  =  I  i5o.         Densité  commune  :  7,8. 

Calculer,  en  chevaux,  en  watts,  en  kilowatts,  en  poncelets,  la  puis- 
sance moyenne  d'un  moteur  qui  les  arrêterait,  suivant  un  mouve- 
ment uniformément  retardé,  en  10  secondes.  Evaluer,  dans  chaque  cas, 
le  couple  résistant  en  ergs,  kilojoules  et  kilogrammèlres,  ainsi  que 
la  force  en  dynes,  sthènes  et  kilogrammes,  qui  produirait  ce  couple, 
en  la  supposant  tangente  au  parallèle  maximum  du  tore. 

Etablissons  d'abord  les  formules  générales.  L'énergie  cinélique  est 

(2)  ^={"'"^ 

0)  désignant  la  vitesse  angulaire  en  radians  par  seconde.  La  puissance 
moyenne  d'un  moteur  qui  absorbe  cette  énergie  pendant  le  temps  t  est 

(3)  P=f- 
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Le  couple  résistant  (qui  est  constant)  a  pour  valeur 

2E 


(\) 


C  = 


t(i) 


Enfin,  la  résistance  tangentieile  appliquée  à  la  distance  jc  est 


(5) 


F=5. 

.r 


Toutes  ces  formules  supposent  qu'on  emploie  uniquement  des  unités 
absolues  appartenant  à  un  même  système,  lequel  peut  être  choisi  arbi- 
trairement. Choisissons,  par  exemple,  le  système  C.  G.  S.  Nous  trans- 
formerons ensuite  les  résultats  suivant  les  unités  praticjues  demandées. 

Nous  avons  d'abord 

^  =  ^=7,8; 
jiuis, 

a  =  \20.  R  =  l5;  a'=r6,5,  R'rr:o.4, 

en  désignant  par  des  letties  accentuées  les  éléments  relatifs  au  second 
tore.  La  formule  (i  )  nous  donne  alors 


(6) 


I  ~  6o4  X 


r=r6-6o. 


]  érijions  l'ordre  de  grandeur.  Dans  les  deux,  cas,  on  peut  négliger 
le  second  terme  de  la  parenthèse.  Si  nous  remplaçons  /jl  par  8  et  t:- 
])ar  lo,  nous  avons  à  peu  près 

I=ri6oK2rt3^ 

soit,  en  prenant  R  ::=  20,  a  =  100, 

I  :=  160  X  400  X  10'"'=:  64o  X  10* 


et,  en  prenant  R'  =  ->  a'  =  6, 
2 

]'::=:  40  X  180  :=  7200. 

<  )n  retrouve  bien  des  valeurs  du  même  ordre  que  les  valeurs  (6). 
Nous  avons  ensuite 


(7)       ^' 


7t 

— •  X  45  =  1  .5?:  =  4-72; 
00 


3o 


X  I  i;>0  :=  12O,0. 


Portons  dans  (2), 

(8j  E==673XIo'^         E'  — 491x10-'         {en  ergs). 


i 
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r,)- 

\  érilions  l'ordre  de  i^randeiir.  Il  suffit  de  remarquer  que  —  est  à  peu 

près   égal  à   lo  et    —    à    peu    près   égal    à    7  x  10^   et  de   remplacer  I' 

par  -  X  io\ 

Four  avoir  les  valeurs  de  E  et  de  E'  Qn  joules,  il  suffit  de  diviser  les 
précédentes  par  lo".  ce  qui  donne  E:zz  67200  elE'=4î9i-  Les  valeurs 
en  kilojoules  sont  encore  1000  fois  plus  petites  :  £  =  67,2;  E'=:o,oo49i. 

Le  kilogrammèlre  valant  9,<Si  joules,  les  valeurs  en  kilo^rainmètrea 
sont  9.81  fois  plus  petites  que  les  valeurs  en  joules,  soit  E  =  684o 
et  E'i=  0,5. 

On  peut  aussi  passer  des  valeurs  (8)  en  C.  G.  S.  aux  valeurs  en  M.  K.  S. 
en   utilisant  le  symbole  de  dimensions  de  1  énergie  ML-T~-  et  prenant 

M  =: -— — ,         \,z=.io"-:         d'où         ML-T"-= — -— - 

gbio  '  9,8i 

Il  suffit,  pour  avoir  les  nouvelles  valeurs,  de  multiplier  les  valeurs  (8) 
par  ce  nombre,  qui  est  à  peu  près  égal  à  io~*.  Gela  nous  vérifie  immé- 
diatement les  ordres  de  grandeur  des  nombres  trouvés  ci-dessus. 

Galculons  maintenant  P  par  la  formule  (3).  Nous  devons  prendre 
t^io.  En  prenant  les  valeurs  de  E  et  de  E'  en  joules,  nous  obtenons 
les  puissances  en  watts  : 

(9)  P  =  672o,         ?'=  0,491. 

En  kilowatts,  les  puissances  sont  looi»  fols  plus  petites,  soit  6.-i 
et  4  -9'  X  io~^. 

Les  puissances  en  chevaux  s'obtiennent  en  divisant  les  énergies 
évaluées  en   kilograramètres  par  75^1=750,   ce  qui   donne  P::=9,i   et 


I  .JOO 

Les    puissances    en    poncelets    s'obtiennent    en    divisant    les    mêmes 

nombres  par  100/  :=  1000,  ce  qui  donne  P  =  6,8  1  et  P'=: 

'  2000 

Le  couple  G  nous  est  ensuite  donné  parla  formule  (|),  en  prenant 

—  =:  20  ,*)  et  =  O02  ,0. 

2  2 

En  prenant  les  valeurs  (8),  on  obtient  les  couj)les  en  (>,  G.  S.,  c'est- 
à-dire  en  e/A'.v  •" 

(10)  G  =  284x10%        G'=Si.O(M.. 

En  AL  T.  S.,  c'est-à-dire  en  Idiojoules.  il  faut  diviser  par  10'",  ce  qui 


i38 
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donne  •2.S-'\  et  8,  i5  X  io~''.  En  M.  K.  S.,  cesl-à-dire  en  kilograniniètres. 
il  sufTit  de  partir  des  valeurs  de  E  et  de  E'  en  kilogrammèlres,  ce  qui 
donne  C  =:  290  et  C':=  8,3  X  lO~*. 

Enfin,  appliquons  la  formule  f5).  en  prenant,  en  C  G.  S., 

(11)  a:=i35,         ,r'=ir(),9. 

Nous  avons,  en  dynes  : 

(12)  F  =  2ixio',         F'=rii8oo. 

Les  valeurs  en  sthènes  sont  10*  fois  plus  petites,  soit  2.  i  et  1 ,  18  x  10-*. 
Enfin,  les  valeurs  en  kilogrammes  peuvent  se  déduire  des  couples  en 
kilogramraètres,  x  et  ic'  étant  évalués  en  mètres,  soit 

(i3)  .  ^:=i,35  et         .r'=:o,o69. 

On  obtient  ainsi 

(i4)  F=r2i4''S,  F' =z  o*^-^'.  012  =r  12  grammes-poids. 

Au  lieu  de  prendre  le  système  C.  G.  S.  comme  système  fondamental. 
on  aurait  pu  prendre  le  système  M.  K.  S.  Faisons,  par  exeni[)le,  le  calcul 
direct  de  E  en  kilogrammèlres.  On  a 


F-  = 


I  ()( )( »  d 


7800 
9^ 


R  =  o,i5. 


La  formule  (i)  donne 
(i5)  I  =  Gi5. 

Perlant  dans  (2),  on  trouve 


(16) 


Er=684o, 


c'est-à-dire  la  même  valeur  que  tout  à  Theure. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Vérifier  l'iiomogénéité  des  formules  (32)  et  (34)  du  Chapitre  V, 

(ûj,  (7),  (9)>  ('4),  iiG),   (33),  (02).  (70),   (-5),   (80),  (9..)  du   Cha- 
pitre M. 

■  .  .  .1 

2.  Calculer  les  symboles  de  dimensions  de  la  fré(|uence  d'un   mou-     ^ 

veinent  vibratoire,   des  coefficients  k  et  a  de  ré(|uation  (06,)  du  Cha-     i 
pilre  M.  V 
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3.  Calculer  les  dimensions  de  la  constante/ de  la  gravitation  (n°  [)'.]), 
Sachant  que/=r6,()5  x  lo-»,  en  C.  G.  S.,  calculer  les  valeurs  dans 

les  syslèmes  M,  T.  S.  et  M.  K.  S.,  ainsi  que  dans  le  système  qui  consiste 
à  prendre  pour  unité  de  longueur  la  dislance  de  la  Terre  au  Soleil, 
soit  149^5  X  lo'"'  km.  pour  unité  de  temps  l'année  julienne  et  pour  unité 
de  masse  la  masse  de  la  Terre.  (On  donne  la  densité  moyenne  de  la 
Terre  :  5 , 5.) 

4.  Lne  tige  cylindrique  de  longueur  /  et  de  section  s  s'allonge  de  la 

longueur  ^  quand  on  la  soumet  à  une   traction  P.  On  appelle  module 

.   .   ,  .  P  l 

d^élasticilé  la  quantité  E=  — •  Calculer  son  symbole  de  dimensions. 

SJC  ■' 

Sachant  que.  pour  un  fil  d'acier,  E=  28000,  si  5  est  évalué  en  milli- 
mètres carrés  et  P  en  kilogrammes,  calculer  la  valeur  de  E  dans  les  sys- 
tèmes C.  G.  S..  M.  T.  S.  et  M.  K.  S. 

o.  Une  poutre,  de  longueur  /,  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  sou- 
mise à  une  charge  uniformément  répartie  égale  à/)  par  unité  de  longueur, 
fléchit  en  son  milieu  de  la  quantité 

''  ~  384  El  ' 

E  désignant  son  module  d'élasticité  {cf.  Exercice  précédent)  et  I  le 
moment  d'inertie  de  sa  section  droite  par  rapport  à  un  axe  passant  par 
son  centre  de  gravité  et  perpendiculaire  au  plan  de  flexion,  en  supposant 
la  densité  superficielle  égale  à  i.  Vérifier  Ihomogénéité  de  cette  formule. 
Calculer  la  flèche  dune  poutre  en  chêne,  de  4'"  de  long,  dont  la  sectioii 
droite  est  un  rectangle  de  iS*^™  et  20""  de  côtés,  le  petit  côté  étant  per- 
pendiculaire au  plan  de  flexion,  la  charge  totale  étant  de  rooo'^s.  On 
donne  le  module  d'élasticité  du  chêne  Ezz:ii-u,  l'unité  de  longueur 
étant  le  millimètre. 

{).  L'allongement  d'un  lessort  à  boudin  est  donné  par  la  formule 

57rn  Pr^ 

où  n  désigne  le  nombre  de  spires,  r  le  rayon  du  cylindre  qui  contient 
les  centres  de  gravité  des  sections  droites  du  ressort,  P  la  traction  et 
l  \q  inomenl  d' Inertie  polaire  de  la  section  droite,  c'est-à-dire  le  moment 
d'inertie  de  l'aire  de  cette  section  par  rapport  à  son  centre  de  gravité,  la 
densité  superficielle  étant  supposée  égale  a  1.  \crifier  riiomogènéité  de 
cette  formule.  Calculera:  pour  un  ressort  de  10  spires  constitué  par  un 
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fil  cylindrique  en  acier  de  6'"™  de  diamètre,  le  ravon  /•  étant  égal  à  35'"'" 
et  la  traction  P  égale  à  4o''s.  (E:=  28000,  si  l'unité  de  longueur  est  le 
millimètre  et  l'unité  de  force  le  kilogramme.) 

7.  Si  le  re-sort  de  l'exercice  précédent  est  soumis  à  un  couple  de 
torsion  égal  à  C,  l'angle  de  torsion  est,  en  radians, 

Vérifier  l'homogénéité  de  cette  formule.  Calculer  Tangle  de  torsion  en 
degrés  pour  l'application  numérique  de  l'exercice  précédent,  en  suppo- 
sant que  le  couple  C  est  produit  ])ar  une  force  perpendiculaire  à  l'axe 
du  ressort,  située  à  lo*""'  de  cet  axe  et  égale  à  lo""?. 

8.  Quelles  sont  les  dimensions  du  coefficient  /.  de  la  formule  (10)  du 
Chapitre  VI '?  Calculer  sa  valeur  en  C.  G.  S.  et  en  M.  T.  S.  en  partant 
des  valeurs  numériques  données  au  n°  78. 

9.  Ecrire  la  formule  (i)  de  l'Exercice  résolu  n°  2  du  Chapitre  V  suc- 
cessivement dans  les  systèmes  C  G.  S..  M.  T.  S.,  M.  K.  S. 

10.  On  admet  que  les  résistances  passives  pour  une  automobile  de 
poids  P  en  kilogrammes,  de  surface  normale  à  la  vitesse  égale  à  S  en 
mètres  carrés  et  enfin  de  vitesse  v  en  mètres  par  seconde,  ont  une  résul- 
tante égale  à  o,oo2r)P  r  +  0,09 Se-.  Une  voiture  de  16  chevaux  pèse  gSo'^f^'. 
Sa  surface  S  =  !'"%•?,.  Calculer  sa  vitesse  en  palier  et  dans  une  rampe 
de  8  pour  100,  en  kilomètres  à  l'heure. 

11.  Le  piston  d'une  machine  à  vapeur  a  21.")"^"'  de  diamètre  et  420""" 
de  course.  La  pression  moyenne  de  la  vapeur  dans  le  sens  du  mouvement 
est  en  excès  de  a'^s^S  par  centimètre  carré  sur  la  pression  exercée  sur 
l'autre  face  du  piston.  Sachant  que  la  manivelle  fait  l'iT)  tours  par 
minute,  calculer  la  puissance  de  la  machine  en  chevaux  et  en  kilowatts. 

12.  La  puissance  en  chevaux  d'un  navire  de  T  tonnes  dont  la  \  itesse 

«5-1  de  II  nœuds  est  donnée  par  la  formule  empirique  P  ==:  AI'-' «•', 
J{  étant  une  constante  à  peu  près  égale  à  o,c)o42i.  Quelles  sont  les  dimen- 
sions de  celte  constante'?  Que  devient-elle  si  l'on  évalue  P  en  kilo\\atts 
et  n  en  kHomètres  à  l'heure?  (La  vitesse  de  i  nœud  est  de  i  mille  marin 
à  l'heure;  le  mille  marin  a  aut  1855"".) 

13.  i*our  mesurer  la  puissance  d'une  machine  à  vapeur,  on  se  sert  du 
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diagramme  indicateur  de  Watt^  obtenu  eu  portant  en  abscisse  la  course 
du  piston  et  en  ordonnée  la  pression  effective,  c'est-à-dire  la  diUérence 
de  pression  sur  les  deux,  faces  du  piston.  On  mesure  l'aire  comprise 
entre  l'axe  des  x  et  le  diagramme,  à  l'aide  d'un  planimètre  et  l'on 
trouve  1465™"^'.  Quelle  est  la  puissance  de  la  macliine,  sachant  que  la 
manivelle  fait  iio  tours  par  minute,  que  le  diamètre  du  piston  est 
de  ySo""™  et  que  les  échelles  du  diagramme  sont  de  i'"""  pour  i'^'"  de 
course  et  de  2  ""  pour  une  pression  de  l'^s  par  centimètre  carré. 

li.  Calculer  l'énergie  cinétique  due  au  mouvement  de  translation  de 
la  Terre  autour  du  Soleil,  l'énergie  cinétique  due  à  son  mouvement 
de  rotation  sur  elle-même  et  enfin  son  énergie  cinétique  totale  (théorème 
de  Kœnig,  Chap.  VII,  Exercice  proposé  n"  13).  On  évaluera  les  résultats 
en  kilogrammètres,  en  kilojoules  et  en  kilowatts-heure.  (Pour  les  données 
numériques,  voir  Exercice  n"  3.) 

1.5.  Le  pied  anglais  vaut  environ  SoV"*"  et  la  livre  vaut  environ  453^,6. 
Le  pied  étant  pris  pour  unité  de  longueur  et  la  livre-poids  pour  unité 
de  force,  calculer  g,  la  constante  /  de  la  gravitation,  la  constante  A  de 
la  résistance  de  l'air  [cf.  Exercice  n°  8),  le  module  d'élasticité  E  de 
l'acier  {cf.  Exercice  n°  4),  le  kilogrammètre,  le  joule.  Sachant  que  le 
cheval  anglais  (HP)  vaut  55o  livres-pieds,  calculer  sa  valeur  en  kilo- 
fframmètres. 
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STATIQUE. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.  Une  hélice  à  axe  vertical  tourne  autour  de  son  are  avec  une 
vitesse  angulaire  constante.  Un  point  pesant  peut  glisser  avec  frotte- 
ment le  long  de  cette  hélice.  Trouver  la  condition  d'équilibre  relatif. 

Nous  commencerons  par  observer  que  la  condition  cherchée  est, 
a  priori^  indépendante  de  la  position  M  du  point  sur  l'hélice,  car  si 
l'on  change  cette  position,  les  forces  gardent  la  même  grandeur  et  la 
même  position  par  rapj^ort  à  l'hélice.  Pour  faciliter  les  calculs,  prenons 
pour  axe  des  ;:  l'axe  de  l'hélice  orienté  vers  le  bas.  pour  axe  des  x  le 
rajon  du  cylindre  rectifiant  qui  aboutit  en  M  et  un  axe  des  y  perpen- 
diculaire. 

Par  rapport  à  un  Irièdre  de  référence  invariablement  lié  à  l'hélice, 
les  forces  appliquées  au  point  M  sont,  outre  la  réaction,  son  poids 
(o,  o,  nig)  et  la  force  centrifuge  (mco^U,  o,  o),  en  appelant  R  le  rayon 
du  cylindre  rectifiant.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  résultante  de  ces  deux  forces  fasse  un  angle  inférieur  à  l'angle  de 
frottement  a\ec  le  plan  normal  ou,  ce  (|ui  revient  au  même,  un  angle  a 

supérieur  à o  avec  la  tangente.  < )r,  les  cosinus  directeurs  de  cette 

résultante  sont 

(0 


oj2R  g 


\/^y'W'  +  g'  \Uy'W'-^g-^ 

Ceux  de  la  tangente  sont  n,  sinV,  cos\,  en  appelant  V  Tangle  constant 
sous  lequel  l'hélice  coupe  les  génératrices  de  son  cylindre  rectifiant.  (  )n 
a  donc 

i;  cosV 
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La  condition  d'équilibre  est 

cosa  <:  cos(  —  —  9  )  =  sincp, 

i 

-      .A'-'-cos-^V  p 

i  1,0 ~;  <^  — ' — ?;> 


ou,  en  résolvant  par  rapport  à 


ÙO, 


(3)  oy>-^(^—:^ snvV 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  \  itesse  angulaire 
dépasse  une  certaine  limite.  Cette  limite  est  d'autant  plus  grande  quey 
est  plus  petit.  Quand  il  n'y  a  pas  frottement,  elle  est  infinie  et  l'équilibre 
est  impossible;  ce  qui  est,  du  reste,  évident  a  priori^  car,  la  force  cen- 
trifuge étant  normale  à  l'hélice  et  la  pesanteur  lui  étant  obli([ue,  il  est 
impossible  que  la  résultante  soit  normale. 

La  condition  (3)  est  remplie  quel  que  soit  oj,  si  tangV>>  -•  En  parti- 
culier, cette  dernière  inégalité  est  la  condition  d'équilibre  lorsque 
l'hélice  ne  tourne  pas.  Elle  est  analogue  à  la  condition  d'équilibre  du 
plan  incliné. 

'2.  Un  plan  P  tourne  uniformément  autour  de  la  verticale  O5,  avec 
laquelle  il  fait  V angle  0.  Tromper  la  région  d''équilibre  relatif  d''un 
point  pesant  M,  qui  glisse  avec  frottement  sur  ce  plan. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  rencontre  de  P  avec  l'ave  0-3,  lequel 
est  supposé  orienté  vers  le  haut,  le  plan  des  zx  étant  par  ailleurs  per- 
pendiculaire à  P,  de  sorte  que  ré([uation  de  ce  dernier  plan  est 

(i)  J7  ==  ::  tang9. 

Gomme  dans  l'exercice  précédent,  nous  allons  écrire  (jue  la  résultante 
de  la  force  centrifuge  et  de  la  pesanteur  fait  avec  la  normale  à  P  un 
angle  inférieur  à  l'angle  de  frottement.  Soient  (a;,  >',  z)  les  coordonnées 
de  M.  Les  composantes  de  la  résultante  sont,  au  facteur  ni  près,  w-.r, 
c.)-  K,  —  g-  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  sont  cosô,  o, 
—  sinô.  La  condition  d"é(|uilibre  est  donc 

(c)-^  cosÔ -f- ,:,' sinÔ)-  r 


o/*(x'--i-/0^^'  '-+-/' 


i44 
ou 
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(2)        w^[.î:-(sin=(5  — /2  cos-9)  +  j-]  —  2(1  -h  f-)t.o^gcc  ^iu9  cosQ 

+  g-^{cos-9—psin-d)  <  o. 

Celle  inégalité  nous  définit  la  projection  horizontale  de  la  région 
d'équilibre.  La  courbe  limite  est  une  conique  C.  «lui  admet  pour  axe  0.z', 
les  sommets  A  et  A'  de  cet  axe  avant  pour  coordonnées 


(3) 


g   (i +/-)  sin  5  cosO  ±/ 


La  conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant 
que  tang(3  >/,  <;/ou  =/.  L'origine  appartient  à  la  région  d'équilibre, 

si  tang6'>-  ->  ce  r|ui  est.  du  reste,  évident  a  priori,  car,  en  ce  point,  la 

force  centrifuge  est  nulle  et  l'on  retombe  sur  l'équilibre  ordinaire  d'un 
point  pesant  sur  un  plan  incliné.  On  peut  remarquer  aussi  que  le  point 
à  l'infini  sur  Oy  n'appartient  jamais  à  la  région  d'équilibre,  ce  qui  est 
non  moins  é\  ident  a  priori,  car  la  résultante  des  deux  forces  est  dirigée 
suivant  cette  ligne  el,  par  suite,  se  trou\e  dans  le  plan  P,  quand  M  est 
dans  celte  position,  et  cela  est  incompatible  avec  l'équilibre,  si  graiitl 
que  soit  le  coefficient  de  frottement. 

En  nous  bornant  au  cas  où  le  coefficient  de  frottement  est  <C  i  •  b' 
figure  25  nous  montre  la  région  d'équilibre  (en  projection  horizontale, 
région  non  hachurée)  dans  les  quatre  principaux  cas. 


Signalons  encore  les  cas  particuliers  suivants  : 

I  :  /'=zo.  —  L'inégalité  (2)  s'écrit 

(4)  (o)2.r  sin  0  —  gco-^O)--]-  oj'j-^o. 
L'égalité  seule  peut  a\oir  lieu,  pour 

tr 

(5)  y  =  o,         X-  z=  —  coiO. 

II  n'y   a   qu'une    seule  position   d'équilibre,   située   sur  la   projection 
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de  O:  sur  P.  Il  était  d'ailleurs  facile  de  l'obtenir  directement,  en  écri- 
vant que  la  résultante  des  deux  forces  est  perpendiculaire  au  plan. 

II  :  6=  — •  —  Autrement  dit.  V  est  perpendiculaire  à  (Jz.  L'inéga- 
lité {■2)  de\  ient 

(6)  roi(j^2_^_y-2)_   „y2<„_ 

La  région  d'équilibre  est  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  '—^,  ce  qu'il 

fi)' 

serait  également  très  facile  de  trouver  directement. 

3.  On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  C,  formant  un  triangle  équi- 
laléral  de  côté  1  et  trois  points  libres  M,  i\,  P  qui  s'attirent  niutael- 
lenient  suivant  une  force  égale  à  la  distance.  De  plus,  A,  B,  G  attirent 
respectivement  M,  j\,  P  suivant  des  forces  égales  aux  distances  AM, 
Bj\,  CP.  Trouver  la  position  d^ équilibre  du  système.  Dire  si  elle 
est  stable.  {Certificat  de  Mécanique  rationnelle,  Glermont-Ferrand, 
juin  1914;  extrait  du  Calcul  pratique.) 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  milieu  de  AB,  Taxe  des  .r  sui- 
vant OA  et  l'axe  des  y  suivant  OC.  Soient  (-^i.jKi)!  ("^"21/2)5  (-^s^JK-i)  '^^ 
coordonnées  inconnues  de  M,  .\.  P.  Ou  peut  obtenir  les  équations  d'équi- 
libre, en  écrivant  que  la  résultante  des  forces  appliquées  à  chacun  des 
trois  points  a  ses  deux  projections  nulles.  On  obtient  ainsi  six  équations, 
desquelles  on  peut  tirer  ensuite  les  six  inconnues  .r,,  ...,  v';j.  On  peut 
aussi  remarquer  que /e^ /o/'ce?  appliquées  au  système  dérivent  d'une 
fonction  de  forces, 

L  =  —  i  ( A iVP  +  B N-  +  CP^  +  NP^  +  PM2  +  MN^ ) 


(r)      U=:-  l[{x,-ir--^y\-^{x,-^iY-\-yl  +  xl-\-{y,-\JlY 

+  (a-3— J"2)'+(  Js  — ^Vo)-+(j:,  —  .rj)- 

On    a  les  six   équations   d'é(iuilibre    en    annulant   ses   six    dérivées    par- 
tielles par  rapport  à  a:,,  .  ,  .,  y^.  On  obtient  ainsi  le  système 

(2)  3^1  —  a;',  — ^;j  — 1  =  0,      Zx^  —  x^  —  ,r,4-i=o,      3.rj  — ,/•,  —  x.^-=i'\ 

(3)  3r,-r,  — /3=o,       3j,— r,— /,  =  o.       3,r,-y,-7,— \/3  =  0. 
En  ajoutant  les  écjuations  (2),  on  a 

(4)  j;, -H  J?.2 -H -z-j  =r  o  ; 

Haag.  —  Exercices,  III.  '•• 
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puis,  en  ajoulanl  (4)  successivement  à  chacune  des  trois  équations  (2), 
il  vient 

I  1 

(5)  j-i=y,  x,=  —  -J1  a;3=ro. 

4  4 

En  opérant  de  même  sur  le  système  (3),  on  trouve 

v/3  \/3  \''3 

(6)  y^-T'     y-'=-T'     y'=T' 

4  4^ 

Nous    avons    finalement    les' coordonnées   des   positions  d'éijuilibre.   Le 

point  P,  par  exemple,  se  trouve  sur  Oj  et,  en  appelant  G  le  centre  de 

gravité- de  ABC,  on  a 

1         I 

GP    _  2  ~  3  _  I 

GG   ~  ,  _1~-+ 

3 

Si  Ton  tient  compte  des  symétries  évidentes  de  la  question,   on  conclut 
de  là  que  /a  position  d'équilibre  du  triangle  MNP  est  homothélique  et 

concentrique  au  triangle  ABC.  le  rapport  d'Iioniolhétie  étant  -• 

4 
Il  est  facile  de  voir  que  l'équilibre  est  stable.   En  effet,  si  Ton   fait  le 
chansfement  de  variables 


=  î+"" 

I 

4 

-   «2, 

x:,z= 

f-" 

4 

2 

la  fonction  U  devient  un  polynôme  en  «,,  .  .  .,  ('3  qui  ne  renferme  plus 
de  termes  du  premier  degré,  car  ses  six.  dérivées  du  premier  ordre 
doivent  s'annulei-  pour  //,=r //om  ...  =  (-3==  o;  il  est,  au  surplus,  très 
facile  de  s'en  assurer  par  un  calcul  direct,  (^uanl  aux  termes  du  second 
degré,  ils  constituent  une  forme  quadratique  définie  (*)  négative  (t.  1, 
n°  300).  Il  suit  de  là  que  U  est  maximum  lorsque  les  nouvelles  variables 
sont  toutes  nulles.  Par  conséquent,  l'équilibre  est  stable,  en  veitu  du 
théorème  général  du  n°  120. 

fie/narque.  —  L'équation  (4)  et  l'équation  analogue  en  y  auraient  pu 


(';  La  foinie  quadnilique  esL  définie,  car  sou  discriitiinanl  n'est  pas  nul,  sans  quoi 
le  systf-me  (2),  (3),  olilenu  en  annulant  les  dérivées,  aurait  été  incompalilile  nu 
iridélerminé,  c-  qui  n'ii  |);is  111  lieu. 
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être  obtenues  directement,  en   écrivant   que   les   forces   extérieures  ont 
une  somme  géométrique  nulle. 

k.  On  donne  un  dièdre  droit  XOY,  dont  l'arête  O  est  horizontale  et 
dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut.  Dans  ce  dièdre,  on  pose 
deux  sphères  pesantes  et  l'on  cherche  à  les  placer  en  équilibre  de  telle 
manière  qu'elles  soient  tangentes  entre  elles  et  que  chacune  d'elles  ne 
sait  tangente  qu'à  une  seule  face  du  dièdre.  Cet  équilibre  est-il 
possible  et.,  s'il  Vest,  est-il  stable  ?  On  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottement. 

Montrons  d'abord,  ainsi  qu'on  le  devine  par  raison  de  symétrie,  que 
les  centres  C  et  D  {Jig.  26)  des  deux  sphères  sont   nécessairement  dans 
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un  même  plan  perpendiculaire  à  l'arête  O  du  dièdre.  En  effet,  la  sphère  C, 
par  exemple,  est  soumise  à  son  poids  I^,  à  la  réaction  A  de  la  face  OX  et 
à  la  réaction  N  de  la  sphère  D.  Ces  trois  forces  doivent  avoir  une  somme 
géométrique  nulle.  Or,  les  deux  premières  sont  perpendiculaires  à  0, 
donc  aussi  la  troisième.  Comme  cette  dernière  est  dirigée  suivant  la 
normale  DC,  celte  droite  est  bien  perpendiculaire  à  O. 

Prenons  dès  lors,  le  plan   ACDB   comme  plan   de   figure   et  prenons 

comme  inconnue  l'angle  5=:\0X,  DCJ.  Cet  angle  étant  calculé,  on  en 
déduira  facilement  les  positions  des  deux  sphères,  car  si  R  désigne  le 
rayon  d"e  C  et  R'  celui  de  D,  les  coordonnées  des  centres  sont 


(C) 
(D) 


.z  =R'— (H -H  R')cosÔ,     R; 
R',     ri=R— (R  +  R')sin{), 


ainsi    qu'on    le    voit   en    projetant    sur    les    axes    les    contours    OBDC 
et  OACD. 

Cela  posé,  on  peut  employer  diverses  méthodes  pour  trouver  la  posi- 
tion d'équilibre. 
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Première  méthode.  —  Calculons  N  en  projetant  les  forces  appliquées 
à  C  sur  OX.  de  manière  à  éliminer  la  réaction  A.  Nous  avons 

COS  Q> 

(1)  NC0S9  —  PC0S0:=0,  Nr^rP  1. 

^    '  '  COS  d 

En  opérant  de  même  pour  la  sphère  D,  on  trou\e 

(2)  N'sin9  — Qsinco^o,         N'=  Q  ^^. 
^    '  ^         '  sin  U 

Or,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  léaction.  ou 
doit  avoir  N'-i-  rs=  o;  d'où 

_  coso        ,^  sinca 

^    '  COS  9  sin  7 

d'où  l'on  lire 

(4)  tango  = — yj- tango. 

Telle  est  la  valeur  de  &  qui  correspond  à  la  position  d'éqiiililtre. 

Deuxième  méthode.  —  Appliquons  le  théorème  des  travaux  virtuels 
en  écrivant  que  la  fonction  des  forces  est  maximum  (n°  120).  Si  :;  et  ;;' 
désignent  les  cotes  de  C  et  de  D,  cette  fonction  est 

Or, 

z::=  X  COS 9  +  R  sincp  =  (l{  +  li')  COS0  coso  +  const., 

:;'rr  H' coso  4-  j'sino  =r —  (R  H-  R')  sin  0  sin  o  +  const.; 
d'où,  en  négligeant  des  constantes  additives, 
(.5)  U  1=  (R4-  !'«')  (QsinOsino  — Pcos(9coso). 

Ln  annulant  —— -,  on  retrouve  (A). 
dO  ^     ' 

Cette  métliode  a  l'avantage  de  nous  renseii^ncr  immédialemeiit  sur 
la  stabilité.  Il  suffit  de  voir  si  U  est  maximum  ou  minimum,  en  se  ser- 
vant, par  exemple,  de  la  dérivée  seconde,  U' := — U.  En  tenant  compte 
de  (4  ),  on  tiouve 

l]"=-V=-  H  ■^, ( K  4-  H' ). 
sm  7 

Comme,  d'après  (4),  0  est  négatif,  on  en   conclut  que  U",>  o  et,  par 
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suite,  U  passe  par  un  minimum  (t.  I,  n°  i'ih-).  Donc,  Véquilibre  csL  ins- 
table. 

Pratiquement,  cet  équilibre  est  impossible  à  réaliser.  Si  l'on  clierche 
à  le  produire,  Tune  des  sphères  glisse  sous  l'autre  et  vient  reposer  dans 
le  fond  du  dièdre,  dont  elle  louche  alors  les  deu\  faces. 

Calcul  des  réactions  des  plans  OX  et  OY.  —  Si  l'on  projette  les 
forces  appliquées  à  la  sphère  G  sur  la  perpendiculaire  à  DC,  on  a 

A  ces  9  —  P  bin  (  o  —  5  )  m  o  ; 
d'où 

^^^pSin(c9-6) 

COSÔ 

On  calcule  de  même 

sin  (©  —  B) 


B^-Q 


ÀnB 


Comme  vérification,  la  somme  algébrique  des  projections  de  ces  deux 
réactions  sur  la  perpendiculaire  à  O;  doit  être  nulle,  en  vertu  des  con- 
ditions universelles  appliquées  au  système  des  deux  sphères.  Cela  se 
traduit  par  l'égalité 

Acoscp  —  Bsincp=:o. 

En  remplaçant  V  et  B  par  les  valeurs  ci-dessus,  on  retombe  sur  l'équa- 
tion (3). 

5.  Sur  un  plateau  dUuie  balance,  se  trouve  un  vase  contenant  un 
liquide  au  repos  jusqu'à  une  certaine  hauteur.  Sur  l'autre  plateau, 
on  met  une  tare.,  de  manière  que  raiguille  soit  au  zéro.  On  plonge 
dans  le  liquide  un  corps  solide  S  et  l'on  rétablit  l'équilibre  avec  des 
poids  marques.  Dans  quel  plateau  doivent-ils  être  placés  et  quelle  doit 
être  leur  somme? 

Soit  P  le  poids  total  du  vase  et  du  liquide,  donc  de  la  tare.  Dans  les 
nouvelles  conditions,  ce  poids  P  doit  former  un  système  nul  avec  les 
réactions  B  du  plateau  et  B'  du  solide  S.  Or,  en  \ertu  du  principe 
d'Archimède  (•),  les  réactions  B'  ont  une  résultante  verticale,  dirigée  de 


("  '  )  Voici  la  déiiionslratiûii  de  ce  princific.  La  pression  eu  chaque  point  de  la 
surface  S  de  S  ne  dépend,  si  le  liquide  est  en  équilibre,  que  de  la  dislance  de  ce 
point  à  la  surface  libre.  Donc,  si  le  solide  n'existait  pas  et  si  la  surface  libre  restait 
la  même,  la  distribution  des  pressions  sur  2  ne  serait  pas  modifiée.  Mais,  si  l'on 
applique  les  conditions  universelles  d'équilibre  à  la  masse  de  liquide  intérieure  à  il, 
on  trouve  que  ces  pressions  ont  une  résultante  égale  et  opposée  au  poids  ]>,  ce  qui 
est  le  principe  d'Archimède. 
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haut,  en  bas  el  égale  au  poids  p  du  liquide  déplacé  par  S.  Il  s'ensuit  c]ue 
les  réactions  R  du  plateau  ont  une  résultante  verticale,  dirigée  de  bas 
en  haut  et  égale  à  P  -h/?.  Les  réactions  du  vase  sur  le  plateau  ont  une 
résultante  opposée  à  la  précédente.  C'est  cette  résultante  qui  doit  être 
égale  au  jjoids  toial  placé  dans  le  deuxième  plateau.  Donc,  ce  poids  doit 
être  augmenté  de  /j.  et  cela  donne  la  réponse  à  la  ([uestion  posée. 

6.  Une  table  repose  sur  un  plan  horizontal  par  quatre  pieds  A,  B, 
C,  D,  formant  un  rectangle.  Elle  supporte  une  charge  P,  appliquée 
en  un  point  quelconque.  Calculer  les  pressions  des  quatre  pieds,  en 
supposant  que  chacun  d'eux  se  raccourcit  proportionnellement  à  la 
pression  qu'il  supporte  et  que  la  table  reste  plane. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  du  rectangle  ABCD 
{Jig.  2")  el  soient  (j-,  y)   les  coordonnées  du   point   M   où   le   poids   P 

Fis.  27. 


B 

H 

,'/ 

A 

M^\ 

E 

G 

X 

'2 

F 

D 

(•[ue  nous  supposons  être  le  poids  total  de  la  table  et  des  objets  qu'elle 
supporte)  perce  le  plan  horizontal.  Appelons  A,  B,  G,  D  les  pressions 
des  pieds  représentés  par  les  mêmes  lettres.  Le  système  de  ces  quatre 
forces  verticales  doit  être  équivalent  à  la  force  unique  P.  On  a  donc 
(t.  Il,  n°  1:27) 


(I) 
(3) 


P  =  A  +  B  +  C  +  D, 
P.r=  (A  — B  — G  +  D)^, 
Pr  =  (A4-B  — C  — D)/a 


Naus  avons  quatre  inconnues  et  seulement  trois  é([uations.  Les  liaisons 
sont  hyperstatiques  (n°  143)  et  les  équations  universelles  d'équilibre 
sont  insuffisantes  pour  nous  donner  la  répartition  des  pressions.  Faisons 
alors  intervenir  l'hypothèse  supplémentaire  de  l'énoncé.  Soient  oc,  [3,  y,  ô 
les  raccourcissements  des  pieds  A,  B,  G,  D.  Ils  ne  sont  pas  indépendants, 
du  fait  que  la  table  reste  })lane.  On  pourrait  exprimer  cette  condition 
au  moyen  des  coordonnées  des  extrémités  supérieures  des  quatre  pieds, 
en  se  servant  de  la  formule  (34)  du  n°  91  du  Tome  H.  Mais  il  est  plus 
simple   d'exprimer  que  les   milieux    des    diagonales  AG  et   BD   restent 
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confondus,  c'est-à-dire  qu'ils  s'abaissent  de  la  même  quantité.  Cela  nous 
donne  immédiatement  la  relation  cherchée 

a  +  7  =  ^  4-  ô. 

Comme  les  pressions  sont  proportionnelles  aux  raccourcissements,  on 
en  déduit 

(4)  A  +  C  — B  — D  =  o. 

Nous  avons  maintenant  quatre  équations  et  Ton  en  tire,  par  un  calcul 
simple, 


4 


a         l> 


Ce  calcul  n'est  valable  que  si  les  quatre  pressions  trouvées  sont  posi- 
tives, si  Ton  suppose  que  les  pieds  de  la  table  sont  simplement  posés 
sur  le  plan  horizontal,  sans  y  être  attachés.  Ceci  se  traduit  par  quatre 
inégalités  du  premier  degré  en  ^s  j»^  qui  s'interprètent  comme  il  a  été 
expliqué  au  n°  36  du  Tome  II.  On  reconnaît  sans  peine  qu'elles  ne  sont 
toutes   satisfaites  que  .9/'  M  est  intérieur  au  losange  EFGH  {fig.  27). 

Si  M  se  trouve,  au  contraire,  dans  le  triangle  AEH,  par  exemple,  on  a 

1 T<o.  C<o. 

a        0 

On  conclut  de  là  que  le  pied  C  ne  presse  pas  sur  le  sol  et,  par  consé- 
quent, qu'en  réalité,  la  table  fonctionne  comme  un  trépied,  les  points 
d'appui  étant  A,  B,  D.  Nous  devons  alors  reprendre  les  équations  uni- 
verselles (i),  (2),  (3)  et  y  annuler  G.  Nous  n'avons  plus  que  trois 
inconnues  et  un  calcul  facile  nous  donne 

(«)  ■-?(f-l>    B4(.-f>    o4(.-f). 

Ces  pressions  doivent  encore  être  positives.  Cela  est  bien  réalisé  si  M 
est,  comme  nous  l'avons  supposé,  intérieur  au  triangle  AEH.  Si  M  était, 
au  contraire,  à  l'extérieur  du  rectangle,  par  exemple  dans  la  région 
(.37  >  a,  o  <Cy  <.h),  B  deviendrait  négatif,  le  pied  B  se  soulèverait  en 
même  temps  que  C,  la  table  basculerait  autour  de  la  ligne  AI).  Si 
l'on  a\  ait  j;  >  f/ et  y  >- ^,  B  et  D  deviendraient  négatifs,  les  trois  pieds 
C,  B,  D  quitteraient  le  sol;  la  table  pivoterait  sur  le  pied  A. 
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7  (').  Dans  le  but  de  mesurer  la  ritesse  initiale  d'un  projectile,  on 
se  propose  de  lui  faire  entraîner  un  fil  de  longueur  indéfinie  et  dont 
une  ejotrémité  comporte  une  boucle  qui  coiffe  l'obus  à  sa  sortie  du 
canon.  Calculer  la  tension  'du  fil.  Calculer  la  vitesse  à  partir  de 
laquelle  se  produit  la  rupture,  en  supposant  que  la  tension  de  rup- 
ture est  de  -^^  par  niilli mètre  carré  et  que  la  densité  du  fil  est  de  i,3. 

Au  temps  t,  une  certaine  longueur  de  fil  a  pris  la  \  ilesse  c  du  projec- 
tile. Si  nous  supposons  cette  vitesse  uniforme  et  si  nous  négligeons  !e 
poids  du  fil  et  la  résistance  de  l'air,  le  iil  est  rectiligne  el  a  une  ten- 
sion T  uniforme  (n°  liG).  i^our  calculer  cette  tension,  appliquons  le 
théorème  des  quantités  de  mouvement  au  fil  qui  suit  un  point  quel- 
conque A  de  la  portion  déjà  entraînée.  Pendant  le  temps  dt,  une  lon- 
gueur V  dt  de  ce  fil  passe  de  la  vitesse  o  à  la  vitesse  <•.  Si  tn  désigne  la 
masse  de  i''"  de  longueur  de  fil.  la  quantité  de  mouvement  est  augmentée 
de  mç  dl.v  ^^  nn'-dt,  dans  la  direction  de  la  vitesse  de  l'obus.  D'autre 
part,  les  forces  extérieures  se  réduisent,  avec  les  approximations  suppo- 
sées ci-dessus,  à  la  tension  T  appliquée  en  A.  Ceci  nous  prouve  d'abord 
que  cette  tension  doit  être  parallèle  à  la  vitesse  du  projectile  et,  par 
conséquent,  que  le  fil  prend  la  direction  de  cette  \  itesse,  comme  cela 
paraît  bien  é\ident  a  priori.  En  outre,  T  doit  être  égal  au  quotient  de 
l'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement  par  dt,  soit 

(i)  T  =  mr^ 

Si  S  désigne  la  surface,  en  centimètres  carrés,  de  la  section  droite  du 
fil,  si  D  désigne  sa  densité  et  si  enfin  c  est  évalué  en  centimètres  par 
seconde,  on  a 

(2)  T  =  DSc^dvnes  =z  —- kilogrammes-poids. 

^    ^  •'  981000  '■ 

Si  R  désigne  la  tension  de  rupture  par  millimètre  carré,  la  \  itesse  de 
rupture  est  donnée  par 


DS  <•"  ^  /o ,  q8  1 H  .     «  , 

(3)  -=  looRS,     V  =  loooo  t  /  — -, centimètres  par  seconde 

^    •    (,81000  V'^         '^ 


ou 


/o,q8 I R      ,  , 

(4)  V  =  100  t  /  — mètres  par  seconde. 

Si  l'on  prend  I'.  =  7  et  D  =:  i,!^,  on  trouve  f  =  23o"'  par  seconde. 


C'j  Cet  exercice  se  rattache  aussi  jjirn  au  Clia|iilrc  VII. 


I 
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8.  On  pose  un  cvlindre  de  révolution  sur  un  plan  incliné^  la  géné- 
ratrice de  contact  faisant  l'angle  y.  ai'ec  la  ligne  de  plus  grande 
pente.  Calculer  la  limite  que  ne  doit  pas  dépasse/'  cet  angle  pour  que 
le  cylindre  ne  roule  pas.  Dans  quelles  conditions  le  cylindre  peut-il 
lester  entièrement  en  équilibre  ? 

Soient  R  le  rayon  du  cylindre,  P  son  poids  et  i  l'angle  du  plan  incliné 
avec  le  plan  horizontal.  Le  couple  de  frottement  de  roulement  a  un 
moment  égal  et  opposé  au  moment  du  poids  P  par  rapport  à  la  généra- 
trice de  contact  G.  Pour  évaluer  ce  moment,  nous  remarquons  que  le 
moment  de  P  par  rapport  à  la  projection  O  sur  G  du  centre  de  gravité 
du  cylindre  est  horizontal  et  égal  à  PRsin/,  Sa  projection  sur  G  est 
PRsinisina.  D'autre  part,  la  composante  normale  Xr^Pcosi.  La  con- 
dition de  non-roulement  est  donc  (n"  135) 

PR  sin  /  sin  a  <;  A  P  cos  i 
ou 

•h 

(i)  sina<-r- .• 

^  '  Rtangi 

Si  elle  est  remplie,  le  cylindre  ne  peut  pas  rouler;  mais  il  lui  est 
peut-être  encore  permis  de  glisser.  Pour  qu'il  reste  totalement  en  équi- 
libre, il  faut  et  il  suffit  que  Tangle  i  soit  inférieur  à  l'angle  '-p  de  frotte- 
ment de  glissement  (n"^  160,  II). 

La  condition  (i)  est  remplie  quel  que  soit  a.  si 

(2)  R<Acoti. 

Sinon,  l'angle  a  doit  être  inférieur  à  une  certaine  limite  3  donnée  par 

(0)  Sinp=     r- ;• 

^    ^  "^        Rtangi 

En  résumé,  si  l\  S  h  coli,  le  cylindre  ne  roule  jamais:  si  '-9,  il 
glisse:  si  i <C  o,  il  reste  au  repos. 

Si  W<ih  coti,  le  cylindre  roule  pour  a  >  3  ;  pour  a  -<  |3,  //  glisse, 
si  ito\  il  reste  au  repos ^  si  i <io. 

¥ 

Application   numérique.  —   Pour  un  cylindre  de  bois  roulant  sur  un 

plan  en  bois,  on  peut  prendre,  en  unités  M.  K.  S..  A  :=  0,002  et  /rrr  0,6. 

Supposons,  par  exemple,  que  «  =  o  =:  3i°en\  iron.  Le  rayon  limite  h  coli 

,  ,  0,002         .     ,    I  .     .  ,.  1     " 

est  égal  a  — ->  soit  3  de  centimètre.  Pour  un  rayon  de  0™",  on  trouve 

que  Vangle  limite  3  = -jS°.  Pour  un  rayon  de  25"""',  on  trou\  e  ^3  =3  46'. 
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n.  Ln  cadre  AB  s'appuie  en  B  contre  un  mur  vertical  Oz.  Il  est, 
d'autre  part,  attaché  à  ce  mur  au  t?ioY^fi  de  la  ficelle  OC.  Étudier 
son  équilibre. 

Fis.  2S. 


Posons  BG=:a,  BC  =  Z^,  00  =  /.  Appelons  a  l'angle  ^OC  el  |3 
l'angle  OBC.  Chacun  d'eux  est  compris  entre  o  et  t..  Ils  sont  liés  par  la 
relation 

(i)  l  sin  a  =1  b  sin  [3. 

Si  l  <i  b,  a  peut  varier  de  o  à  i:;  j3  reste  aigu  el  <  ji',  tel  que 


V 


Si  l'^b.,  on  a  des  conclusions  analogues,  en  échangeant  les  rôles 
de  a.  el  ^i. 

Equilibre  sans  frottement.  —  Appliquons,  par  exemple,  le  théorème 
des  travaux  virtuels,  en  écrivant  ([ue  la  cote  z  du  centre  de  gravité  G 
est  maximum  ou  minimum.  Cela  aura  l'avantage  de  nous  renseigner 
sur  la  stabilité,  qui  n'existe  que  lorsque  z  est  maximum  (n°  120).  Nous 
avons,  en  projetant  OCG  sur  Os, 

(2)  z^-  Icosy.  -^  {b  —  fl')cos;3.  , 

Dérivons  par  rapport  à  c/.  : 


dz 


d3 


-7—  =  —  i  sin  a  -(-  (  a  —  o)  sin  ,i  -j-  ? 
dy.  dy. 

)u,  en   tenant  compte    de    (i)    et    du    la  formule   qu'on  en    déduit    par 
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dZ         l  cos  a 


(lérivalion, 

dy.        b  cos-i 
dz        h  ^ 

(4)  77^  ^^  7'  ■  '^^"oy  ('C0S3C — /'coSj3), 

en  posant 

(5)  ''=r^- 


Celte  dérivée  s'annule  pour 

(6)  /  cosa  =  ^' cos,3. 

Elevons  au  carré  (i)  et  (6)  et  ajoutons;  nous  obtenons  la  valeur  de  3 
qui  correspond  à  la  position  d'équilibre 

(7)  tan§^5.=  l^. 

Cet  angle  n'existe  que  si  /  est  compris  entre  b  et  l .  Si  h  >  a,  L'  est 
négatif  et  supérieur  à  b  en  valeur  absolue.  Si  6  <;  a,  V  est  positif;  il 
est  >  6,  si  2^  >  a.  -\ous  avons  dès  lors  à  distinguer  les  cas  suivants  : 

1°    b  <i  -  •   —  o  <i  l' <i  b.  Si  l  <i  L' ,    3i   n'existe   pas,   l'équilibre  est 
2  i  i  1 

impossible.  D'ailleurs,  pour  a  rr  3  =  o,  la  parenthèse  de  (4)  est  néga- 

.  dz  .       •  1   ■  I 

tive;  on  en  conclut  que——  est  constamment  négative,  car  L  étant  <C.b, 

|3  reste  aigu  et  sa  tangente  reste  positive.  Comme  z  tend  toujours  à 
augmenter,  on  voit  que  a  diminue  quand  on  abandonne  le  cadre  dans 
une  position  quelconque. 

Si   l'<il<^b,   ^3,    existe;    d'après   (6),   l"angle   a,    correspondant    est 

aigu.  Pour  a  <;  aj,  -j-  >>o;  donc  g  est  maximum  pour  la  position  d'équi- 
libre, laquelle  est  une  position  di'équilibre  stable. 

Si  l'>  b,  {j|  n'existe  pas  ;  on  \  oit  sans  peine  ([ue  -^  est  toujours  >  o. 

Il  n'v  a  pas  de  position  iV équilibre  et  j3  tend  toujours  à  augmenter, 
quelle  que  soit  la  position  du  cadre. 

1°  -  <i  b  <Ca.  —  l' '>  b.  Si  l  <.  b,  6,  n'existe  pas;  il  n'y  a  pas  de  posi- 
tion d'équilibre  et  a  tend  toujours  à  diminuer. 

Si  b  <Z  l  <.  l\  ,3,  existe;  la  formule  (6)  montre  d'ailleurs  (|u'il  est  aigu. 
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Pour  a<;a,,  -r--<o'.  tlonc   3   passe   par  un   minimum.   Véquilibie  est 
de. 

instable. 

Si/^l\  l'équilibre  est  impossible  et  3  tend  toujours  à  augmenter. 

3°  b'^  a.  —  /'<C  o,  —  /'  :=  /  >  b.  Si  l  <i  b,  V équilibre  est  impossible. 
y.  tend  toujours  à  diminuer. 

Si  b  <C  l  <C  l \  5i  existe  et  il  est  obtus  après  (6).  On  voit  encore 
que  z  est  minimum;  l'équilibre  est  instable. 

Si  l"^  l'\  l'équilibre  est  impossible  et  |3  tend  toujours  à  diminuer. 
On  voit  (|u'il  n'v  a  qu'un  seul  cas  où  il  existe  une  portion  cVéquilibre 
stable. 

11  nous  resterait  encore  à  examiner  les  cas  intermédiaires.  Signalons 

seulement  celui  où  ^  =:  -  et  /  =  Z>.   La  formule  (2)  donne  alors  ;  =  o, 
1 

en  remarquant  ([ue  a  =  3.  Le  cadre  est  en   équilibre  dans   n' importe 

quelle  position. 

Equilibre  avec  frottement.  —  Soient  iN  et  F  les  composantes  normale 
et  tangentielle  de  la  réaction  du  mur  sur  le  cadre  en  B,  T  la  tension  de 
la  ficelle  et  P  le  poids  du  cadre.  Toutes  ces  forces  doivent  former  un 
système  nul.  En  prenant  le  moment  par  rapport  à  O,  on  a 


(8) 


N^p^ii^, 


en   posant  x  z^  OB.  En  prenant   ensuite   le  moment  par  rapport  à  G,  il 
vient 

(9)  F^;sini3  +  .\/>cos,3  +  P(&  — «)sin|3  =  o. 


En  éliminant  F  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  une  équation  qui 
[a  —  b)  X  —  ab  cos [3 


donne  le  rapport  —  =1  y 


^  absin^ 

ou,  en  remplaçant  x  par  l  cosa  -f-  b  cosj3, 

l{a  —  b)  cos  a  —  b-  cos  jS  (a  —  ^)(/cosa  —  /'  cos  (3  ) 


(10)     y  = 


absin^^j  a/^sinS 


Pour  l'équilibre,  ce  rapport  doit  être  compris  entre  f  et  f.  Avant 
d'aller  plus  loin,  il  est  intéressant  de  rapprocher  la  formule  (10)  de  la 
formule  (4).  On  voit  ([ue,  si  (5  reste  aigu  (  /  <;  b),  y  a  toujours  le  signe 
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de -^  et  s^ annule  en   même  temps.  Ceci  nous  prouve  que  les  positions 

d'équilibre  sans  frottement  trouvées  précédemment  seraient  également 
obtenues  en  annulant  y,  ce  qui  était  évident,  puisque  cela  revient  à 
écrire  que  la  réaction  est  normale.  En  outre,  si  y  est,  par  exemple, 
positif,  la  force  de  frottement  en  B  est  dirigée  vers  le  bas;  donc,  si  on 
la  supprime,  B  tend  à  remonter  et,  par  suite,  y.  tend  à  augmenter;  donc 

aussi  z.   puisque  -r^  >  o.   Cela   est  bien  conforme  au  fait  utilisé  précé- 
*       dy. 

demment  que  le  centre  de  gravité  tend  toujours  à  descendre.  On  aurait 

des  conclusions  analogues  dans  le  cas  où  c'est  y.  ([ui  reste  aigu  {l>  b)\ 

mais  on  considérerait  alors  la  dérivée  -7^,  déduite  de  (4)  et  de  (3). 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  Les  régions  d'équilibre.  Si  Ton  essaie 
de  trouver  directement  les  positions  de  démarrage,  en  égalant  j  à/ 
ou  à  — /,  ou  a  des  calculs  compliqués,  qui  conduisent  à  une  équation 
du  quatrième  degré.  En  outre,  en  admettant  qu'on  ait  obtenu  une  telle 
position,  on  ne  sait  pas  de  quel  côté  est  la  région  d'équilibre  qu  elle 
limite.  Il  n'est  pas  certain  (et  nous  verrons  même  que  cela  peut  être 
faux)  que  cette  région  soit  du  côté  opposé  à  celui  vers  lequel  se  produit 
le  démarrage  et  il  est  absolument  nécessaire  de  résoudre  la  double 
inégalité 

(•0  -f<y<f 

A  cet  eflet,  nous  allons  {cf.  n°  132)  construire  la  courbe  (a,/)  ou 
(•3,  r),  suivant  que  c'est  a  ou  3  qui  peut  varier  de  o  à  't..  Varc  d'équi- 
libre sera  la  portion  de  cette  courbe  qui  est  comprise  entre  les  droites  D 

etD'  : 

(D)    j=/,        (D')    y  =  -f. 

Pour  faire  celte  construction,  nous  utiliserons  soit  la  formule  (10), 
soit  la  formule  équivalente,  d'après  (i), 

(  «  —  b){l  cos  a  —  /'  cos  8  ) 

(12)  y= J-. 

^      '  -^  atsina 

Dérivons  cette  dernière  par  rapport  à  a;  nous  avons,  en  tenant  compte 
de  (3)  et  de  (5), 

_  /(a  _  6)  -4-  ôsinasinS./ ;;•  4-  Z^'^cosacosp 

dy  cos,:j 

dy.  rt/sin'a 
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OU,  en  tenant  compte  de  (i), 

.  dv {a  —  6)(/'cosa  —  /cosjS) 

\  '  ^  )  ~J~  — ■  1    '•    ~t  ■-  ' 

dy.  al  sin-a  cosp 

En  tenant  compte  de  (3)  et  (i),  on  a  ensuite 

dv («-^  ^)  ( /' cosa  —  /cos3) 

dp  «/^  sin"-[3  cos  a 

Ces  dérivées  s'annulent  pour 

{i5)  Z'cosa  :=  /C0S|J. 

On  retrouve  i'équalion  (6),  à  l'échange  près  de  /  et  de  /'.  En  la  com- 
binant avec  (i),  comme  on  a  fait  pour  (6),  on  trouve 

(i6)  tano^^o^z  — ^j— ^^  =-  -lang-[3,. 

On  voit  que  la  dérivée  de  y  s^ annule  quand  j  ne  s^annule  pas,  et 
vice  versa. 

Calculons  les  valeurs  remarquables  de  r. 

Pour  a  =  j3  z=  o,  j  devient  infini  avec  le  signe  de  («  —  ^)  (^  —  ^')  ; 

Pour  a  =  o,  3  =  TT,  y  devient  infini  avec  le  signe  de  {a  —  b)  {l  -h  l')  ; 

Pour  a  =  TT,  (3  ^  o,  j  devient  infini  a\  ec  le  signe  de  (^  —  a){i-i-l'). 

Ceci  suppose  toulefois  que  les  trois  produits  ci-dessus  sont  difl'érents 
<le  zéro. 

Si  a  :=  h,  la  première  forme  de  la  formule  (lo)  nous  donne 

(17)  yrz:— cot(5 

dont  les  variations  sont  évidentes. 

Si  l  =:  l' ,  on  a 
,   ,, ,  h  cosa  —  cosô 

a  siHjj 

Si  a   et   ^   sont  infiniment  petits,  leurs  |)arlies  principales  sont  liées, 

,,      ,  ,         ^  .       .  i  f       fy'\b 

d  après  (1  ),  par  i y.  =  b^  et  y  est  asymptotique  a  ^  (  1  —  TT  )  ~* 
On  verrait  de  même  (jue,  si  1  =  —  l',  y  est  asymptotique  à 

_       b       [  b 

lorsque  ^  =  r  —  £. 


^n'"7^" 
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II  nous  est  maintenant  très  facile  de  discuter  les  di/Térentes  formes 
(jue  peut  alFecter  notre  courbe.  Elles  sont  représentées  sur  les  figures  9.9 
à  33.  Au  sujet  de  leur  interprétation,  nous  ferons  l'observation  suivante. 
On  peut  quitter  un  arc  d'équilibre  en  traversant  D  ou  D'.  Dans  le 
premier  cas,  j-^J\  la  force  de  frottement  est  dirigée  vers  le  bas; 
donc,  le  glissement  du  point  B  a  lieu  vers  le  haut  et  il  est  facile  de 
vérifier  que,  dans  tous  les  cas.  celui  des  deux  angles  qui  sert  d'abscisse 
se  met  à  augmenter.  Autrement  dit.  le  point  représentatif  M  va  vers  la 
droite.  Dès  lors,  si,  au  point  de  sortie,  la  pente  de  la  courbe  est  positive, 
M  s'éloigne  de  la  région  d'équilibre;  nous  dirons  que  l'équilibre  est  ins- 
table. Si,  au  contraire,  la  pente  de  la  courbe  est  négative,  M  tend  à 
rentrer  dans  la  région  d'équilibre;  nous  dirons  que  l'équilibre  eslstable. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  région  d'équilibre  est  celle  vers  laquelle  se  pr'o- 
duit  le  démarrage,  contrairement  à  ce  que  l'on  admet  habituellement. 
•  [uand  on  résout  les  problèmes  de  Statique  avec  frottement  en  se  bor- 
nant à  chercher  les  conditions  de  dém'arrage. 

Pour  la  sortie  à  travers  D',  on  aboutit  aux  mêmes  conclusions. 

Sur  les  figures  29  à  33,  nous  avons  indiqué  par  les  lettres  I  et  S  les 
extrémités  instables  et  stables  des  arcs  d'équilibre. 

Les  cas  à  considérer  sont  les  mêmes  que  tout  à  l'heure  lorsqu  il  n'y 
avait  pas  frottement. 


l  :  b  <-■  —  Figure   29.   (a)  :  l<  /'.Si  le  coefficient  de  frottement 

Fig.  29. 


é- 


m 


ra./ 


est  assez  grand,  il  y  a  un  arc  d'équilibre,  instable  pour  la  limite  infé- 
rieure et  stable  pour  la  limite  supérieure  (').  Le  cadre  tend  toujours  à 
descendre. 


(•)    Nous    appelons    limite   supérieure   cclli>    pour   laquelle  le  iioinl  15  csl  it-  yW^ 
élevé. 
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(b)  :  1=^1'.  Arc  d'équilibre  limité  à  l'origine,  stable  pour  la  limite 
supérieure. 

(c)  :  l'<Zl<ib.  Arc  d'équilibre  comportant  une  position  d'équilibre 
sans  frottement  (rapprocher  de  la  première  partie)  et  stable  aux  deux 
limites. 

{d)  :  l=zb.\vc  d'équilibre  limité  à  la  position  d'équilibre  sans  frot- 
tement, qui  est  perpendiculaire  au  mur  et  que  le  cadre  ne  peut  pas 
dépasser. 

{e)  :  b<,l.  Arc  d'équilibre,  si  /  est  assez  grand,  stable  pour  la  limite 
inférieure  et  instable  pour  la  limite  supérieure.  Le  cadre  tend  toujours 
à  monter. 

Cl 

W:  b=i  —•  —  Figure  So,  On  a  les  mêmes  conclusions  que  précédem- 

Fk'.  3o. 


^ 


(e) 


ment,    sauf  que  le  cas  (c)   n'existe   pas  et  ([ue,  dans  les  cas  (  b)  et  (ci), 
qui  se  confondent,  il  y  a  équilibre  indifférent  sans  frottement. 


III  :  -  <i  b  <i  a.  —  Figure  3i.  (a)  :  l  <i  b.  Gomme  1,  {a). 

Fig.  3i. 
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(b)  :  l^b.  Comme  1,   (flf),  sauf  f[ue  la  limite  inférieure  est  instable, 
tandis  qu'elle  était  stable  tout  à  l'heure. 
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(c)  :  b<l<l'.    Gomme   1,   (c),  sauf  ([ue  l'équilibre  est  instable  aux 
deux  extrémités. 

(d)  :  1=  L' .  Comme  I,  [h),  sauf  ([ue  la  limite  supérieure  est  instable. 

(e)  :  l  <^l.  Comme  I,  (e). 

\S  :  a  z=i  b.  —  Figure  o\>..  Mêmes  conclusions  que  pour  II i,  avec  celle 

Fiff.  32. 

y  D        \iJ   0 


y  D 


^0 


particularité  que  /'  est  infini,  de   sorte  que  les  cas  (r/)  et  (e)  n'existent 
pas.  En  outre,  la  courbe  possède  un  élément  de  symétrie. 

V  :  a  <  6.  —  Figure  33.  {a)  :  l  <ib.  Comme  1,  {a). 

Fiç.  33. 


(a.) 


{b)  :  l—b.  Comme  111,  {b). 
(c)  :  b<l<l\  Comme  III,  (c). 

{d)  :  l—r.  Arc  d'équilibre  limité  à  ;3  =  71  (cadre  face  contre  le  mur 
la  limite  Inférieure  étant  instable. 
(e)  r<,  l.  Comme  I,  {a). 


EXERCICES  PROPOSES. 

1.    Un  poids  P  de  iiS"^-  est  attaché  aux  extrémités  de  deux  cordes  AT 
et  RP,  ayant  respectivement  pour  longueurs  2™  et  3", 20,  et  fixées  en  A 
Haag.  —  Exercices,  III.  " 


lG2 
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et  en  B.  le  point  B  étant  placé  à  So"'"  au-dessus  de  A  et  à  une  dislance 
horizontale  de  ce  point  égale  à  i'",9o.  Calculer  les  tensions  des  deux 
corJes. 

2.   Un  ballon  pesant  Sco'^s  a  une  force  ascensionnelle  de  loo't-'.  Il  sup- 
porte un  trapèze,  au(|uel   est   suspendu   un   gymnaste  pesant  66'^^'.  (Jael 


elTort    doivent    supporter  les   bras  de  ce  dernier? 


Introduire   la    force 


d'inertie  du  gymnaste.  L'elfort  sur  chaque  bras  est  de  33  (  i 


i3o 
866 


3.  Un  train  est  animé"  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Un 
pendule,  dont  une  extrémité  est  attachée  à  Pinlérieur  d'un  wagon, 
s'écarte  de  28°  de  la  verticale.  Calculer  l'accélération  du  Irain. 

k.  Un  train  pesant  i  10',  non  compris  la  locomotive,  se  compose  de 
18  wagons  ayant  sensiblement  le  même  poids.  Le  train  démarre  d'un 
mouvement  accéléré  tel  que  la  vitesse  atteigne  4o'^'"  à  l'heure  au  bout  de 
2  minutes.  Sachant  que  les  résistances  passives  sont  en  moyenne  de  4''^ 
par  tonne,  calculer  les  tensions  des  attelages  reliant  chaque  wagon  au 
précédent  et  le  premier  wagon  à  la  locomotive. 

5.  Un  train,  pesant  en  tout  120',  descend  une  pente  de  5  pour  k^o.  Les 
résistances  passives  sont  de  7"^=  par  tonne.  Le  train  comprend  un  wagon- 
citerne,  contenant  un  certain  liquide.  En  supposant  ce  liquide  en  équi- 
libre relatif,  calculer  l'angle  que  fait  sa  surface  libre  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

6.  Un  point  mobile  M  est  soumis,  de  la  part  de  n  points  lixes,  à  des 
attractions,  dont  chacune  est  proportionnelle  à  la  masse  du  point  attirant 
et  à  sa  distance  à  M.  Quelle  est  la  position  d'équilibre  de  M?  L'équilibre 
est-il  stable?  En  serait-il  de  même  si  les  attractions  étaient  remplacées 
par  des  répulsions?  (La  résultante  des  attractions  est  h^cmème  (|ue  si  les 
points  attirants  étaient  confondus  en  leur  centre  de  gravité.) 

7.  On  donne  //  points  fixes  en  ligne  droite  M,,  AL.  ..•,  M«,  de 
masses  m^,  m.^,  .  .  .,  /n„.  Un  point  libre  M  est  attiré  par  ces  points  fixes 
suivant  la  loi  de  .\ewton  (n^OS).  Démontrer  (ju'il  y  a  une  position 
d  é(|uilibre  sur  cha(|ue  segment  limité  par  dcwx  points  attirants  consé- 
cutifs. iVouver  qu'elles  sont  toutes  instables. 

(La  résultante  croît  de  — ce  a  -hœ,  quand  M  va  de  M/  au  point  sui- 
vant M,vi.  l'our  l'instabilité,  prendre  la  jmsition  d'équilibre  pour 
origine  et  développer   la   fonction  des   force*  suivant  les  puissances  des 
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coordonnées  .r,  y,  -  de  M.  On  trouve  que  L\,— L"  a  le  signe  de 
2.r- — y- —  z'-.  Donc,  U  n'esl  pas  maximum  en  O,) 

8.  On  reprend  les  points  précédents;  mais  on  les  sup[)ose  dislri])ués 
d  une  manière  quelconque  dans  l'espace.  Démontrer  que,  pour  <|u\ine 
position  d'équilibre  O  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  droite  quel- 
conque OA  issue  de  O  fasse  avec  OM,,  OM,,  ...,  0M„  des  an;:les  5,, 
0-2,  ....  5,,,  tels  que  Ton  ail 

(0  3  2;7:icos-^5,-27f>^' 

/',  désignant  la  dislance  OM,.  Lorsque  tous  les  points  sont  dans  un  même 
plan,  celte  condition  peut  s'interpréter  de  la  manière  suivante.  On  porte, 
suivant  une  direction  quelconque  de  ce  plan,  des  longueurs  OP,  propor- 


in. 


tionnelles  à  -^'  Ou  prend  le  symétrique  OQ,   de   chaque   vecteur  OP/ 

|>ar  rapport  à  OM,.  Puis   on   fait   la   somme    géométrique  OQ  des  OQ,-. 

Pour  la  stabilité,  il  faut  et  il  suffit  que  la  longueur  de  OO  soit  inférieure 

au  tiers  de  la  somme  des  longueurs  OQ,.  En  déduire  que  si  le.->  masses 
attirantes  sont  égales  et  situées  au\  sommets  d'un  polygone  régulier,  le 
centre  de  ce  polygone  est  une  position  d'équilibre  stable. 

[Développer  U  suivant  les  puissances  de  x^y,z,  en  s'arièlant  au 
second  ordre.  En  écrivant  que  les  termes  du  second  degré  ont  une  somme 
négative,  quels  que  soient  x,y,  z,  on  trouve  la  condition  (i).  Dans  le 
cas  où  les  points  sont  dans  un  même  plan,  évaluer  les  angles  6,  au  moyen 
de  l'angle  polaire  6^  de  OA.  On  arrive  à  une  inégalité  de  la  ferme 

A  cos5  +  B  sin  5  +  0  >  o, 

(|ui  doit  être  vérifiée  quel  (|ue  soit  5,  ce  qui  exige  C->.A*-i-B-.  A  et  !^> 

sont  les  composantes  de  0<^).  Dans  le  cas  du  polygone  régulier,  <)  est 
eu  O.] 

9.  Un  fil  élastique  a  pour  longueur  naturelle  i™.  Il  s'allonge  de  38"^"" 
sous  Taclion  d'un  poids  de  loo».  On  fixe  ses  deux  exlrëmilés  en  deux 
points  A  et  B,  situés  sur  une  même  horizontale,  à  i'",25  l'un  de  l'autre. 
Au  milieu  P  du  fil,  ou  attache  un  poids  de  jSo».  Calculer  la  distance  de 
la  position  d'équilibre  à  la  droite  AB,  à  i*""  près. 

10.  On  reprend  le  fil   précédent  et   un   autre  fil  identique,  dont   une 
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extrémité  est  fixée  à  2'"  au-dessus  du  milieu  de  Alî  el  l'autre  extrémité 
attachée  au  point  P.  Position  d  équilibre. 

11.  Un  jioint  pesant  I^  est  attaclié  à  n  (ils  élastiques,  dont  les  autres 
extrémités  sont  fixes.  Démontrer  que  toute  position  d'équilibre  est 
stable.  (Prendre  cette  position  pour  origine  et  développer  la  fonction 
(les  forces  suivant  les  puissances  de  œ^  y,  z,  comme  dans  l'Exercice  n°8. 
Les  termes  du  second  degré  sont  toujours  négatifs.) 

12.  Un  point  M  est  mobile,  sans  frottement,  sur  un  cercle.  11  est 
attaché  à  deux  fils  élastiques,  fixés,  d'autre  part,  en  deux  points  A  el  A' 
diamétralement  opposés  du  cercle.  Les  coefficients  d'élasticité  étant  sup- 
posés égaux,  mais  les  longueurs  naturelles  /  et  /'quelconques,  trouver  la 
position  d'équilibre  pour  laquelle  les  deux  fils  sont  tendus.  Montrer 
quelle  n'existe  que  si  /-  -^  /'-<<  4  I^"-  Est-elle  stable  ? 

13.  Positions  d'équilii»re  d'un  point  pesant  pouAanl  «ilisser  avec  frot- 
tement sur  un  cercle  dont  le  plan  est  incliné. 

14.  Même  question,  le  cercle  étant  remplacé  par  une  hélice  circulaire. 
(La  direction  des  tangentes  aux  extrémités  des  arcs  d'équilibre  peut  être 
obtenue  par  l'intersection  de  deux  cônes  de  révolution.) 

l.'J.  Mrme  question  avec  une  parabole  dont  la  tangente  au  sommet  est 
horizontale  et  dont  l'axe  est  incliné. 

10.  Un  cercle,  dont  le  plan  est  horizontal,  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  w  autour  d  un  axe  vertical,  (|ui  passe  à  la  distance  a 
de  son  centre.  Positions  d'équilibre  relatif  d'un  point  pesant  pouvant 
glisser  avec  frottement  sur  ce  cercle.  (Sirt<;KsinQ,  o  désignant  l'angle 
de  frottement,  l'équilibre  est  indifférent,  quel  que  soit  o).  Si  a  >  H  sincp, 
l'équilibre  est  indifférent  tant  que  <o  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite. 
Au  delà  de  cette  limite,  il  va  deux  arcs  d'écjuilibre,  a\ant  respectivement 
pour  milieux  les  points  le  plus  éloigné  et  le  plus  rapproché  de  l'axe.) 

17.  Equilibre  relatif  d'un  point  pesant  pouvant  glisser  avec  frottement 
sur  un(!  parabole  qui  tourne  uniformément  autour  de  son  axe  supposé 
vertical.  (  Les  distances  des  positions  limites  à  l'axe  sont  données  pai-  une 
équation  du  second  degré.) 

18.  I]qiiilibre  avec  frottement  d'un  point  pesant  sur  un  ellipsoïde 
ayant  un  axe  vertical. 

lî).   Même  question  avec  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  incliné. 
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20.  Quand  un  point  est  en  équilibre  à  la  surface  de  la  Terre,  son  poids 
est  la  résultante  de  l'attraction  de  la  Terre  et  de  la  force  centrifuge  due 
à  la  rotation  de  celle-ci  autour  de  la  ligne  des  pôles.  Montrer  que  la  ver- 
ticale   est    déviée,    par    rapport    au    ravon    terrestre,    d  un    angle    égal 

.    sin>.  cos).     .    ,  ,     ,      •       ,  ,.        ...       ■         II 

j   A  étant  la  latitude,  et  que  1  accélération  de  la  pesanteur  est 
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.      ,     .        /          sin2>. 
égale  a  i»-     i — 


j)  ^désignant  sa  valeur  à  léqualeur. 


'21.  Un  corps  solide  est  terminé  par  une  calotte  sphérique,  par  laquelle 
il  repose  sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli.  Quelle  est  la  condition 
pour  qu'il  puisse  se  tenir  en  équilibre  stable? 

'22.  Un  corps  solide  pesant  est  suspendu  par  deux  fils  AB,A'B'. 
Démontrer  que,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  \er- 
ticale  du  centre  de  gravité  rencontre  AA'  et  passe  par  le  point  de 
rencontre  des  deux  fils. 

23.  Une  poutre  de  4™  de  long  et  pesant  34o''s  est  suspendue,  par  ses 
extrémités,  à  deux  chaînes  de  12™  de  long  fixées  à  deux  points  situés  sur 
une  même  horizontale  à  5™, 00  lun  de  l'autre.  Calculer  les  tensions  des 
deux  chaînes. 

2i.  La  ligne  des  gonds  d'une  poite  fait  langle  i  avec  la  verticale. 
Q)uelle  force  faut-il  appliquer  normalement  à  la  porte  pour  la  maintenir 
dans  une  position  faisant  langle  o  avec  la  position  d'équilibre  stable? 
(Prendre  la  ligne  des  gonds  pour  axe  des  z  et  la  position  d'équilibre 
pour  plan  des  zjc.  ) 

25.  Une  table  repose  par  trois  pieds  A,  B,  C  sur  le  plan  horizontal. 
Elle  supporte  un  poids  P  (y  compris  celui  de  la  table),  appliqué  en  un 
point  projeté  horizontalement  en  un  point  M  dont  les  coordonnées  trili- 
néaires  normales  (t.  II,  n°  loo)  par  rapport  au  triangle  ABC  sont  .r,y,z. 
Calculer  les  pressions  des  trois  pieds.  (Prendre  les  moments  résultants 
par  lapport  aux  côtés  du  triangle.) 

20.  La  table  précédente  est,  en  outre,  soumise  à  une  force  horizon- 
tale F,  de  cote  h,  et  projetée  horizontalement  suivant  la  bissectrice  de 
langle  A,  le  triangle  ABC  étant  supposé  équilatéral.  Cliercher  les  condi- 
tions d"é(|uilibre,  en  supposant  un  même  coefficient  de  frollenieniy  pour 
les  trois  pieds.  Dans  quel  cas  la  table  bascule-t-elle  et  dans  quel  cas 
glisse-t-elle  sur  le  plan  horizontal?  (Calculer  les  pressions  des  pieds. 
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27.  Un  corps  solide  pesant,  de  poids  1',  peut  tourner  autour  dun  axe 
liorizontal.  Cliercher  ses  positions  d'équilibre  limite,  en  tenant  compte 
du  flottement  des  louiillons.  {Cf.  n"  l'i-2.) 

28.  Un  volant  de  4'  tourne  à  la  vitesse  de  1 10  tours  par  minute.  Son 
centre  de  gravité  se  trouve  à  l'^^'de  l'axe.  Calculer  les  pressions  sur  les 
paliers,  en  supposant  ceux-ci  équidistants  du  plan  de  symétrie  du  volant 
et  en  supposant  l'axe  horizontal.  Que  deviennent  ces  pressions  si  Ton 
double  la  vitesse  et  si  le  centre  de  gravité  est  à  10'"'"  de  Taxe?  (La  pres- 
sion sur  chaque  palier  est  de  22-o''S  dans  le  premier  cas  et  de  i.i8o(>''^ 
dans  le  s^econd  cas.) 

29.  (^iieJ  contrepoids  faul-il  placer  à  2'"  de  l'axe  pour  équilibrer  le 
volant  précédent?  (  2()''g  ou  2<>o''n.  ) 

39.  Une  poutre  horizontale,  de  poids  /?,  repose  sur  trois  appuis  équi- 
distants. I]lle  supporte  une  charge  P  placée  à  la  distance  x  du  milieu. 
Calculer  les  réactions  des  trois  appuis,  en  supposant  que  chacun  d'eux 
fléchit  dune  quantité  proportionnelle  à  la  pression  cju'ii  supporte  et  <|ue 
la  poutre  reste  rectiligne.  (C/.  Exercice  résolu  u"  (5.) 

31.  Une  trappe  en  fer,  de  2'"  de  long,  i"",  20  de  large  et  4'°™  d  épaisseui-, 
est  maintenue  soulevée  de  langie  6,  au  moyen  d'une  chaîne  dont  une 
extrémité  est  attachée  au  milieu  du  bord  o]>posé  à  la  charnière  et  dont 
l'autre  extrémité  est  fixée  en  un  point  situé  à  r",35  au-dessus  du  sol  et 
à  o™,2o  en  arrière  de  la  charnière.  Calculer  la  tension  de  la  chaîne,  ainsi 
que  les  réactions  des  deux  gonds,  pour  des  valeurs  de  h  échelonnées 
de  10°,  depuis  0°  jusqu'à  90°.  ("onstruire  le  graphique  indi(iuant  les 
variations  de  la  tension  de  la  chaîne. 

32.  Deux  tiges  CA  et  CB,  de  longueurs  ia  et  26  et  de  poids  yy  et  rjr, 
sont  soudées  en  C,  de  manière  à  former  un  angle  20.  Aux  extrémités 
A  et  B,  on  attache  des  poids  P  et  (  K  On  place  le  s^'stème  ainsi  obtenu 
sur  une  sphère  parfaitement  pobe,  de  telle  manière  que  les  deux  tiges 
soient  tangentes.  Chercher  la  position  d'é([uilibre  et  dire  si  elle  est 
stable.  (Le  centre  de  gravité  G  doit  être  sur  la  verticale  du  centre  O  de 
la  sphère.  Les  diamètres  aboutissant  aux  points  de  contact  forment 
quatre  angles  ;  pour  qu'il  puisse  y  avoir  é([uilil)re  stable,  il  faut  et  il 
suffit  r|ue  G  soit  dans  celui  ([ui  est  opposé  par  le  soinuiet  à  l'angle  qui 
contient  C.  ) 

33.  Jùjuilibre  d'une  échelle  appuyée  sur  un  sol  horizontal  et  contre  un 
mur  vertical,  les  coefficients  de  frottement  étant  /  sur  le  sol  et/' sur 
le  mur. 


i 
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[On  peut  se  borner  à  cliercher  l'inclinaisou  de  l'échelle  au  moment  du 
démarrage  el  admettre  ([ue  les  positions  d'équilibre  sont  celles  pour  les- 
quelles l'inclinaison  est  moindre  que  cette  inclinaison  limite.  Si  l'on  veut 
traiter  la  question  en  toute  rigueur,  il  faut  suivre  la  méthode  générale 
du  n°  132.  Appelons  x  et  v  les  rapports  de  la  réaction  tangentielle  à  la 
réaction  normale  en  A  sur  le  sol,  et  en  B  sur  le  mur.  En  éliminant  les 
composantes  nornaales  CDlre  les  trois  équations  d'équilibre,  on  arrive 
à  I  équation 


(0 


x{by  -+-:;)-+- 


en  appelant  a  et  6  les  distances  du  centre  de  gravité  G  à  A  et  à  B  el 
posant 

z  :={a  -\-  h)  tangs;, 

a  désignant  l'angle  de  léchelle  avec  le  plan  horizontal.  En  outre,  pour 
que  les  réactions  normales  soient  positives,  il  faut  et  il  suffit  que  x  soit 
négatif.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  el  il  suffit  que  Ion  puisse 
trouver  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  — /et  une  valeur  de  j' com- 
prise entre  — /'  et/'  satisfaisant  à  l'équation  (i).  11  est  commode  d'in- 
terpréter géométriquement,  en  considérant  j"  et  y  comme  des  cooi- 
données.  L'équation  (i)  représente  une  hyperbole  équilalere,  qui  doit 
avoir  au  moins  un  point  à  l'intérieur  d'un  certain  rectangle.  On  trouve 
facilement  que  la  condition  pour  qu  il  en  soit  ainsi  est 


(2) 


-> 


/>/•/' 


./■ 


Si  elle  est  rem.plie,  il  y  a  tout  un  arc  donnant  des  valeurs  acceptables 
pour  ^' et  r.  La  détermination  des  valeurs  eflectives  que  prennent  ces 
<pianlités  dans  l'équilibre  ne  peut  se  faire  qu'en  faisant  intervenir  l'élas- 
ticité de  l'échelle.  Cj.  n°  IV^.] 


3i.  L'échelle  précédente  étant  placée  dans  une  position  ([uelconque,. 
on  la  fixe  au  moyen  d'une  corde,  qui  relie  un  de  ses  points  C  au  point  O 
commun  au  sol,  au  mur  el  au  plan  de  svniétrie  de  l'échelle.  Calculer  la 
tension  de  la  corde,  en  supposant  d'abord  qu'il  n'y  a  pas  frottement, 
puis  que  l'échelle  est  sur  le  point  de  glisser,  soit  dans  un  sens,  soit  dans 

l'autre.      Lorsqu  il  n'v  a  pas  frottement,  la  question  est  très  simple:  on 

trouve  que  C  doit  être  dans   la  moitié   inférieure  de  l'échelle,  pour  f[ue 
la  tension  soit  positive.  Quand  il  v  a  frotleineril,  on  trouve,  en  adoptant 
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les  notalioMS  de  Texercice  précédent, 

m  xy  cosa  -f-  .r  sin  a 


'ï  —  ¥ 


BG 

en    posant   t^— 

JdA 


y  cosa  coso  —  x  sin  a  sin  es  4-  sin  (  a  —  o  ) 
A  G 


'    AB 


=  n,  AOC  =  (p,  et  appelant  P  le  poids  de 
Téchelle.  Il  ne  reste  plus  ensuite  quà  remplacer  dans  celte  formule 
X  par  — y  et  V'  par  f  ou  bien  x  par/"  et  y  par  — f. 

35.  On  suppose  que  le  cadre  de  TExercice  résolu  n"  9  est  allaclié  au 
mur  par  deux,  ficelles  OC  et  OA.  Calculer  les  tensions  de  ces  ficelles  et 
examiner  dans  quelles  conditions  elles  sont  positives. 

36.  Une  échelle  double  AOB  repose,  par  ses  pieds  A  et  B,  sur  un  sol 
horizontal.  Ses  deux  parties  sont  reliées  par  une  corde  horizontale  A'B', 
de  masse  négligeable.  On  appelle  P  le  poids  de  OA,  appliqué  à  la  dis- 
tance p  du  sommet  O  et.  de  même,  Q  le  poids  de  OB,  appliqué  à  la 
distance  q. 

1°  Calculer  la  tension  de  la  corde,  en  négligeant  les  frottements. 

1°  Déterminer  les  positions  d'é<iuilibre  de  l'échelle,  en  tenant  compte 
des  frottements  en  A  et  B  et  en  supposant  que  la  corde  n'existe  pas  et 
que  OA  =  OB. 

Ecrire    les    conditions    universelles    pour  Féchelle    complète;    puis, 

prendre  les  moments  par  rapport  à  0  pour  OA  et  OB  séparément,  en 
introduisant  les  angles  avec  la  verticale.  Pour  2",  si  x  et  /  désignent  les 
rapports  de  la  force  de  frottement  à  la  réaction  normale  en  A  et  B,  la 
force  de  frottement  en  chaque  pied  étant  comptée  positivement  vers 
l'autre  pied,  ou  Iroine  qu'on  peut  poser 

^A,         y  =  /B, 


(0 


(    A  =P(rt-/^)-+-Q(«-Hry),  Br=P(«+/0+<.M«-7). 


On  trouve  ensuite,  eu  posant  AOB=:v«a, 
,  AB 


i2in"a  =  I 


P(a— /;)+  Q(«-v 


f         f  . 

Dés  que  /  atteint  V  *^"  17'  '^  P'ed  A  ou  B  glisse. 


37.  Calculer  le  couple  de  pivotement  (no  1)50),  en  supposant  que  Paire 
de  contact  est  un  cercle  et  que  la  pression  e^t  uniforme. 
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38.  Même  question,  en  supposant  que  laiii;  de  contact  est  une  ellipse 
et  que  la  pression  p  en  M  est  une  fonction  du  rap[)ort  t^=  — rj  j  P  dési- 
gnant l'extrémité  du  demi-diamètre  O.M. 

I  Considérer   l'ellipse   comme  la  projection   d'un  cercle,  pour  évaluer 

l'aire    élémentaire    abldtdo,   o  désio;nant    l'anomalie    excentrique.    Le 
couple  élémentaire  correspondant  au  secteur  d'ouverture  6^c;  est 


.dC  =1  fabo  do  j    pl^  dl, 


ç  désignant  le  demi-diamètre  OP.  Le  couple  total  se  ramène  au  calcul  de 
l'intéirrale 


/        s/ Cl'  cos-  o  -+-  b-  sin-  o  do, 


qui  est  égale  à  la  longueur  de  l'ellipse,  comme  on  le  voit  en  changeant  o 
en    o  -r  • 


39.  Pour  faire  rouler  horizontalement  un  madrier  de  poids  P,  on  le 
pose  sur  /*  rouleaux  perpendiculaires  au  madrier,  de  rayon  commim  K 
et  de  poids  commun  p.  Calculer  la  force  horizontale  F  avec  laquelle  il 
faut  tirer  sur  le  madrier,  connaissant  les  coefficients  de  frottement  de 
roulement  h  el  h'  de  chaque  rouleau  sur  le  madrier  et  sur  le  sol.  Appli- 
cation numérique  :     • 

P  =  3oo'^s,  n  =  3,  /^  =  i8''if.  R  =  8'"', 

[Appelons  Y  el  Y'  les  réactions  normales  du  sol  et  du  madrier  sur  un 
rouleau,  X  et  X'  les  réactions  tangenlielles  évaluées  positivement  dans  le 
sens  de  F,  C  et C  les  couples  de  roulement  exercés  par  le  sol  et  par  le 
madrier  sur  le  rouleau.  Ecrire  les  trois  conditions  universelles  pour  le 
rouleau  et  les  équations  C  =  AY,  C'=r  A' Y' ;  puis,  éliminer  X',  Y',  C,  C. 
On  obtient  ainsi  une  équation,  que  l'on  ajoute  à  toutes  les  équations 
analogues  données  par  les  n  rouleaux.  En  tenant  compte  des  équations 
universelles  appliquées  au  madrier,  on  obtient 

•2KF  =  P(//  ^/t')-h  np/i'.] 
ko.   Une  tige  est  posée  sur  un  plan  incliné  sur  lequel  elle  peut  glisser, 
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avec  frolleinent,  en  pivotant  autour  d'une  de  ses  extrémités  O.  Déter- 
miner ses  positions  d'équilibre,  en  admettant  que  la  pression  (ju  elle 
exerce  sur  le  plan  est  répartie  uniformément.  [Prendre  les  moments  par 
rapport  à  O.  On  trouve  que  Pangle  de  la  tige  avec  la  ligne  de  plus  grande 
pente  ne  doit  pas  dépasser  arc  sin(/coti),] 

kl.  En  cJia<jue  point  M  dun  corps  solide,  on  applique  une  force  F,  de 
direction  et  de  grandeur  déterminées.  Chercher  les  conditions  aux- 
quelles doivent  satisfaire  toutes  ces  forces  pour  qu'elles  se  fassent  équi- 
libre, quelle  que  soit  l'orientation  du  corps  solide  {équilibre  asta- 
iicjue). 

(I^rendre  un  Irièdre  fixe  Oxyz-  et  un  trièdre  0 x' y' z'  lié  au  corps 
solide.  Si  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  F  suivant  Oxyz.,  on  doit 
avoir 

(i)  iX=:o,  l\  =  o,         lZ=zo; 

puis,  en  apj)liquant  les  formules  du  changement  de  coordonnées, 

(2)      blx'Z+ù'ly'Z  -4-  b"lz'Z  =  clx'Y  +  c'ly'Y  +  c"lz'\\ 

et  les  deux  formules  analogues.  Ceci  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit 
l'orientation  de  Ox' y'z'.  Des  conditions  évidemment  suffisantes  sont 
que  les  neuf  quantités 

ix'X,     ly'X,     Iz'X, 

Ix'W     ly'.Y,     ^z'Y, 
Ix'Z,     ly'Z,     Iz'Z 

soient  toutes  nulles.  On  démontre  qu'elles  sont  nécessaires,  en  prenant 
d'abord  Ox' y'z'  suivant  Oxyz,  puis  en  le  faisant  tourner  de  r.  autour 
ileOz.) 

h'I.  Trouver  la  figure  d'équilibre  d\in  fil  ilexible  honiogènc  pesant, 
suspendu  par  ses  deux  extrémités.  (Admettre  que  c'est  une  ligne  plane. 
.Si  l'axe  des  ./:  est  horizontal  et  l'axe  des  y  vertical  et  dirigé  vers  le  haut, 
on  a,  en  appelant  a  l'angle  polaire  de  la  tangente, 

T  cos  X  -=  a,         T  si n  a  =  p  ^'■.9, 

a  désignant  une  constante  et  0  la  densité  linéaire.  En  éliminant  T,  on  est 
lanjené  au  Chapitre  XXIV  du  Tome  11.) 

ï'.i.  On  suppose  «lu'un  fil  llexible  liomogè-ne  est  en  éciuilibre  sous  l'ac- 
tion  de  certaines  forces.  On    le   fait   glisser  sur  lui-mètne,  de  manière 
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([iiil  dessine  toujours  la  même  courbe  dans  Te-pace,  cliacun  de  ses  poinls 
avant  une  vitesse  constante  r.  Montrer  que  ['(([uilibre  relatif  persiste,  la 
tension  en  chaque  point  étant  simplement  augmentée  de  la  quantité  con- 
stante pc-,  p  désignant  la  densité  linéaire. 

[Prendre  les  équations  intrinsèques  (n'iiS),  en   ajoutant  aux  forces 
données  les  forces  d'inertie.   La  force  d'inertie  appliquée  à  chaque  élé- 

ment  est  —  oy  ds.  Ses  composantes  intrinsèques  sont  données  par  le  n"  8. 
On  peut  aussi  calculer  l'accroissement  de  tension,  en  appliquant  le  théo- 
rème de  la  projection  des  ([uantilés  de  mouvement  (n°  05)  à  une  portion 
quelconque  du  fil.] 
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APPLICATIONS    DE    LA    STATIfH  T. 


EXERCICES  RESOLUS. 


1.    On  considère  le  dispositif  de  V Exercice  proposé  n" 'ii  du  Cha- 
pitre III  [fia-  34).  On  applique  un  couple  G  à  la  roue  (G  ),  un  couple  G' 


Fiï.  3^ 


à  la  roue  (G')  et  un  couple  A  au  porte-saLellile  (A). 

1°  Trouver  les  conditions  d'équilibre,  en  négligeant  les  frottements. 
Calculer  l'effort  V  sur  chaque  dent. 

1'-  On  suppose  que  le  système  tourne  uniformément,  h'valuer  le 
rapport  x  entre  le  travail  absorbé  par  le  frottement  du  satellite  sur 
son  axe  et  le  travail  utile,  en  supposant  <[ue  l'on  fixe  une  quelconque 
des  pièces,  les  deux  autres  devenant  l'une  motrice  et  Vautre  résistante. 

3°  On  rend  A  solidaire  de  la  roue  arrière  d' une  bicyclette,  G  étant 
fixé  au  cadre  et  G'  au  pignon  moteur.  Calculer  F  et  x,  en  supposant 
que  le  poids  total  de  la  bicyclette  est  F  et  qu'elle  monte  une  pente  p, 
avec  une  faible  vitesse. 

4°  On  fixe  A  au  cadre,  G'  à  la  roue  et  G  au  pignon  moteur.  Faire 
les  mêmes  calculs  que  dans  3". 

Application  numérique  :  V  =  loo^f-',  p  r=  o,  i6;  U'=:  :>.  R  nr  35'"'"  ;  dia- 
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mètre  de  la  roue  arrière  :  -o""";  diamètre  de  Vaxe  du  satellite  :  6'"™; 
coefficient  de  frottement  du  satellite  sur  cet  axe  .•  o,  i. 

1°  Appliquons  le  ihéorènie  des  travaux  virtuels.  Soient  c,  c'  et  a  les 
vitesses  angulaires  des  trois  pièces.  Elles  sont  liées  par  la  relation  {cf, 
exercice  précité)  : 

(i)  Rc  +  R'c'— (R  +  R')rtz=o. 

Un  déplacement  virtuel  quelconque  compatible  avec  les  liaisons  donne 
lieu  à  des  vitesses  virtuelles  satisfaisant  à  cette  équation.  Les  travaux 
virtuels  correspondants  sont  proportionnels  à  Ce,  Cc',K(t.  La  somme 
tle  ces  travaux  devant  être  nulle,  on  doit  avoir 

(2)  Cc  +  G'c'+ Ar/  =  (, 

et  cette  équation  doit  être  vérifiée  pour  tout  système  de  valeurs  de  c, 
c',  a  satisfaisant  à  (j).  Il  revient  au  même  de  dire  que  les  équations  (i) 
et  (2)  doivent  être  équivalentes  par  rapport  aux  variables  c,  c',  a. 
Autrement  dit,  leurs  coefficients  doivent  être  proporlionnels  : 

,0,  ^^       G'  -A 


R  ~  R'       R  -+-  R' 

Telles  sont  les  conditions  d''équilibre.  Elles  donnent  deux  des  couples, 
connaissant  le  troisième. 

Soit  maintenant  F  la  réaction  de  C  sur  S,  que  nous  supposerons  tan- 
gente à  G,  pour  simplifier.  En  annulant  le  moment  résultant  des  forces 
appliquées  à  C  par  rapport  à  Taxe  0,  nous  avons 

(4)  Cr:=FR. 

De  même,  la  réaction  F'  de  C  sur  S  est  donnée  par 

(5)  C'=F'R'. 

Enfin,  la  réaction  F"  du  satellite  sur  son  axe  satisfait  à  Téquation 

(6)  ■  A=-Pîi^. 

En  annulant  maintenant  le  moment  par  rapport  à  O' et  la  somme  géomé- 
trique des  forces  appliquées  au  satellite,  il  vient 

F" 

(7)  F-F'=-- 
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En  portant  dans  (4)  et  (5),  on  retrouve  (3).  Quant  à  l'efTorl  F,  il  est  égal 

à  la  valeur  commune  des  trois  rapports  (3).  S'il  v  a\'ail  /»  saleNites, 

F 

l'effort  sur  chacun  d'eux  serait — j  en  supposant  tous  ces  eftorts  é^aux. 

/;<  '  ' 

Tous  ces  résultats  sont  valables,  quand  les  dilTérentes  pièces  tournent 
uniformément  (n"  121  ). 

?,°  Si,  comme  cela  a  lieu  dans  la  pratique,  le  coefficient  de  frottement 
du  satellite  sur  son  axe  est  petit,  la  réaction  normale  est  sensiblement  F' 
et  la  force  de  frottement /F"  fn"  156).  Si  .v  désigne  la  vitesse  angulaire 
du  satellite  et  r  le  rayon  de  l'axe,  le  travail  absorbé  par  le  frottement 
pendant  V unité  de  temps  est  fV" r{s  —  r/),  car  le  travail  total  des  forces 
intérieures  est  indépendant  du  trièdre  de  référence  (  n"  102)  et  on  peut 
le  calculer  en  prenant  ce  trièdre  solidaire  de  A.  On  a,  d'autre  part, 

(8)  {s  — a)  ^  ~  ^^  —  R'(c'— r/)=z  — H(c—  a). 

2 

Les  formules  (7)  et  (3)  ne  sont  plus  tout  à  fait  exactes,  car  le  moment 
de  F"  par  rapport  à  O'  n'est  pas  tout  à  fait  nul  ou,  si  l'on  \eut,  le 
travail  total  des  couples  C,  C ,  A  n'est  pas  tout  à  fait  nul,  puisqu'il  est 
égal  au  travail  du  frottement.  Toutefois,  on  peut  pratiquement  conti- 
nuer à  les  ap[)liquer,  pour  l'évaluation  du  rapport  Jt-,  car  ce  rapport  est 
proportionnel  à  /et,  par  suite,  ne  peut  pas  être  connu  avec  une  grande 
précision.  Il  est  donc  sans  importance  de  le  modifier  légèrement,  en 
faisant  l'approximation  ci-dessus. 

Premier  cas  :  on  fixe  C.  — -  <  )ii  a,,  en  tenant  compte  tie  (  S), 

iWa 

(9)  c  =  o, 

onc 

^^^  ''  w -  w        4  AH 

(10)  ~-  - 


~  K'  —  i\ 

Le  travail  utile  est  \.a.  Donc 

iWa 


A  a  —R'-^—lV 

en  tenant  conq)te  de  (6)  et  ne  s'occupant  (|ue  des  valeurs  alsolucs. 
Deuxième  cas  :  on  fixe  G'.  — On  a,  en  utilisant  (8), 

(11)  c  ==  1».  .V  —  1/  = 


Le  traxail  utile  est  encoi-e  A  a.  Donc 
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Troisième  cas  :  on  fixe  A.  —  On  a,  en  se  servant  de  (8). 


(l3)  ^  rt=:o,  ^—  «—  i^/_l^ 

Le  travail  utile  est  Ce'.  Donc 

„_   /F'/-.2RV'    _     4//- 
^  "^^  "^  ~  G'c'^R'— K)  ~  K'-H' 

en  tenant  compte  de  (7)  et  (5). 

En  comparant  (10),  (12),  (14),  on  voit  que 


(i5) 


R  ~  K'  "  R  +  R' 
On  a  donc 

(16)  x<ix'<,x\ 

ce  qui  permet  de  comparer  les  rendements  des  trois  dispositifs. 

3°  Le  travail  utile  pendant  l'unité  de  temps  est  k.a.  Ce  travail  élève  !e 
poids  P  d'un«  hauteur  égale  à  pK" a,  en  appelant  R"  le  rayon  de  la  roue 
arrière.  On  a  donc 

(17)  \a  =  Vp  R"  n,         A  =  V  p  R". 
S(jil  R'  =r:/iR.  On  a,  d'après  1°  et  2"  (premier  cas), 

A  ,.        n      R" 

Daprès  (1),  le  rapport  des  vitesses  angulaires  de  la  roue  et  du   pignon 

moteur  est  —  =r  .  La  dcmulliplicaLion  est 

c         n  -\-  \ 

(20)  Y)=z^-~-,^— 

c  /i  -H  l 

A\ec  les  données  numéri(|ues,  on  trouve 

(2O  FrzrlOo'^'B,  .r=:  0,028,  ''^—  V 

4"  Le  tra\ail  utile  est  Ce'.  On  en  déduit,  comme  ci-dessus, 
(22)  C=:P/)R"; 
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doù,  en  ulilisanl  1°  el  2°  (troisième  cas), 


(23) 
(24) 

La  démultiplication  est 

(25) 


Pp 


1  U' 


D 


mais,  il  faut  remarquer  que  c  et  c'  sont  de  signes  contraires;  par  consé- 
(|uenl  il  faut  rétropédaler. 

Avec  les  données  numériques,  on  trou\e 

(26)  F:=i5o''",         0:"=:  3:r  =:  0,068,         D=^-- 

Dans  la  pratique,  on  emploie  trois  ou  quatre  satellites;  l'efTort  sur 
chacun  d'eux  est  alors  de  SS""»  ou  25'^s  dans  le  premier  cas  et  de  5()'^s 
ou  37''s,5  dans  le  second  cas. 

La  perle  de  travail  est  de  un  peu  plus  de  2  pour  100  a\ec  le  premier 
dispositif  et  de  presque  7  pour  100  avec  le  second.  Elle  est  suffisamment 
appréciable  pour  justifier  remploi  de  roulements  à  billes'dans  les  satel- 
lites. 

2.  Equilibre  de  la  bicyclette.  —  Il  s'agit  d'un  équilibre  relatif,  par 
rapport  au   trièdre  de  référence  Oxyz  {/ig.  35),  dont  l'axe  Oy  est  la 

Fis.  35. 


"F 


(a,J 

trace  horizontale  du  plan  du  cadre,  orientée,  par  exemple,  en  sens 
in\erse  de  la  marche;  ()z  est  vertical  etdiiigé  vers  le  haut:  ().r  est  per- 
pendiculaire -AyOz;  enfin,  l'origine  O  est  le  point  de  contact  de  la  roue 
arrière  avec  le  sol,  qui  est  supposé  horizontal.  Ce  trièdre  est  animé  d'un 
mou\einenl  plan  (n°  41);  soit  l  :;  son  axe  instantané  de  rotation.  Su[tpo- 
sons  cet  axe  fixe  et  la  vitesse  angulaire  constante;  autrement  dit,  le 
cycliste  effectue  un  mrage,  de  rayon  10  ::^  R,  a\ec  une  vitesse  uni- 
forme c  ■:=.  Ho). 
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Les  forces  relalixes  au  irièdre  Ojyz  sont  les  forces  de  pesanteur,  les 
forces  centrifu;;es  et  les  réactions  du  sol.  Les  forces  de  pesanteur  ont 
pour  résultante  le  poids  total  P.  appliqué  au  centre  de  gravité  G,  que 
nous  supposerons,  pour  simplifier,  dans  le  plan  du  cadre.  Si  le  rayon  R 
est  assez  grand  par  rapport  aii\  dimensions  de  la  bicyclette,  on  peut 
admettre,  sans  erreur  sensible  (n°  138),  que  les  forces  centrifuges  ont 

également  une  résultante  appliquée  en  G  et  égale  à  mco-FG,  /n  désignant 

P 

la  masse  totale  — •  On  peut  confondre  pratiquement  la  distance  PG  avec  R 

et  la  force  centrifuge  est  alors  égale  à  — —  •  (^)uant  aux  réactions  du  sol, 

elles  sont  appliquées  aux  points  de  contact  des  deux  roues.  L'un  de  ces 
points  est  O;  l'autre  est  toujours  à  une  distance  très  faible  de  Oy\  nous 
pouvons  donc  considérer  les  réactions  comme  appliquées  en  des  points 
de  Oy.  La  condition  d'équilibre  s'obtient  alors  en  annulant  le  moment 
résultant  du  poids  et  de  la  force  centrifuge  par  rapport  à  Oy.  Or,  ce 
moment  est,  en  appelant  h  la  distance  de  G  à  Oy, 


(i)  M  =  6P(sin/ — t; — cosi 

La  condition  d'équilibre  est  donc 

(2)  tang?  — — -. 

-  Ro- 

si elle  est  remplie,  les  deux  forces  admettent  une  résultante  dirigée 
sui\ant  la  perpendiculaire  GG'  à  Oy  et  les  deux  réactions  du  sol,  qui 
doi\  ent  former  un  système  nul  a\  ec  cette  résultante,  ont  la  direction  G  G. 
Pour  qu'il  n'y  ait  pas  glissement  des  roues  sur  le  sol  {dérapage).,  il  faut 
et  il  suffit  que  Tangle  «soit  inférieur  àlangle  de  frottement,  c'est-à-dire 
que  Ion  ait 

L'équilibre  n'est  donc  possible  que  si  la  \itesse  ne  dépasse  pas  une 
certaine  vitesse  critique,  qui  est  d'autant  plus  petite  que  R  est  plus  petit, 
c'est-à-dire  que  le  \irage  est  plus  court.  Si  cette  \itesse  est  dépassée,  il 
y  a  dérapage. 

L'équilibre  est  instable.  En  eflfet,  si  i  de\ient  plus  grand  que  la 
\aleur  /'  donnée  par  (2),  la  formule  (1)  montre  que  le  moment  M  de\  ient 
positif;  donc,  i  augmente.  De  même,  si  /<  i' ,  M  est  négatif,  /  diminue. 
Dans  les  deux  cas  on  s'éloigne  de  la  position  d'équilibre. 

Haag.  —  Exercices,  III.  12 
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On  peut  remarquer  que  M  est  [iroportionnel  à  />  ;  donc,  on  diminue 
rinstabiliLé  en  abaissant  le  centre  de  gravité. 

Vsage  du  guidon.  —  Voyons  maintenant  quelle  est  rinfluence  du 
guidon  sur  l'équililire.  Soit  AB  la  trace  horizontale  de  la  roue  a\anl, 
A  étant  le  point  de  contact  {fig.  ^5,  h).  La  figure  0A13  tourne  autour  du 
point  1.  Déplus,  comme  chaque  roue  roule  sans  glisser  sur  le  sol  (si  elle 
ne  dérape  pas),  elle  est  tangente  à  la  trajectoire  de  son  point  de  contact. 
Il  s'ensuit  (n°  42)  que  les  normales,  en  O  à  OA  et  en  B  à  Al>  passent 
par  I.  (Nous  Taxions  déjà  admis  implicitement  pour  la  normale  en  O.  ) 
On  a  dès  lors,  dans  le  triangle  rectangle  lOA, 

(4)  tang5=r:^, 

en  appelant  (i  la  distance  constante  OA. 

Cette  formule  nous  montre  ({ue  cest  l'angle  dont  a  tourné  le  guidon 
qui  détermine  le  rayon  de  courbure  du  virage.  Gomme  ce  rayon  de 
courbure  joue  un  rôle  fondamental  dans  l'équilibre,  il  en  est  de  même 
pour  le  guidon. 

l'éliminons  H  entre  (4  )  et  les  formules  (1)  et  (2)  : 

(5)  •  M=:/>P(sinf tango  cos/): 

gn 

(6)  laiig/:=  —  tang^. 

^    '  ®         g(i        " 

Il  est  facile  de  comprendre  maintenant  comment  il  faut  manœuvrer 
pour  rétablir  l équilibre,  lorsque  celui-ci  est  rompu.  Supposons  que.  le 
cycliste  roulant  en  ligne  droite,  le  cadre  s'incline  accidentellement  \ers 
la  gauche  d'un  certain  angle  ;„.  Le  moment  M  devient  positif  puisque  S 
est  nul.  Donc,  si  le  cycliste  ne  réagit  pas.  il  tombe  \ers  la  gauche.  S'il 
tourne  son  guidon  \ers  la  droite,  comme  le  font  les  débutants,  il  ne  fait 
(|u'augmenler  M;  il  accélère  sa  chute.  Si.  au  contraire,  il  tourne  son 
guidon  vers  la  gauche,  il  diminue  M  et.  s'il  le  tourne  assez  rapidement,  il 
arrive  à  le  rendre  négatif  a\anl  que  le  dérapage  se  soit  produit.  A  partir 
de  ce  moment,  la  vitesse  de  chu»e  se  ralentit;  elle  finit  par  s'annuler  et 
la  bicyclette  se  redresse;  la  chute  est  évitée. 

La  formule  (5)  montre  que,  pour  une  \aleur  donnée  de  !).  M  diminue 
d'autant  plus  que  v  est  plus  grand  et  a  plus  petit.  Donc,  les  motnenients 
du  guidon  pour  rétablir  C équilibre  doivent  être  d'autant  plus  petits 
que  la  vitesse  est  plus  grande  et  la  bicyclette  plus  courte.  La  première 
propriété  est   bien  connue   des   cyclistes,   qui  savent   que  les  écarts  du 
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guidon  sont  toujours  très  faibles  aux.  grandes  vitesses.  C'est  ce  qu'on 
exprime  aussi  (•[ueI({uefois  en  disant  que  la  bicyclette  est  d'aulat»l  plus 
slable  qu'elle  va  plus  \  ite.  Ceci  est  parfaitement  exact,  à  condition  que 
le  guidon  soit  manié  a\ec  une  grande  souplesse.  Supposons,  en  eflet, 
que,  la  bicvclelte  roulant  en  ligne  droite  à  grande  vitesse,  le  guidon 
prenne  brusquement  un  écart  accidentel  assez  grand  (pro\oqué,  par 
exemple,  par  un  caillou),  vers  la  gauche,  pour  fixer  les  idées.  D'après 
la  formule  (5),  M  prend  une  grande  valeur  négative  et  la  bicyclette 
s'incline  rapidement  vers  la  droite.  Pour  rétablir  son  équilibre,  le 
cycliste  tourne  brusquement  son  guidon  à  droite.  Mais,  s'il  dépasse 
la  mesure.  M  prend  une  grande  valeur  positive  et  la  machine  s'incline 
rapidement  vers  la  gauche.  Après  quelques  oscillations,  le  cycliste 
se  redressera,  s'il  dirige  avec  souplesse  et  ne  perd  pas  son  sang-froid; 
sinon,  il  finira  par  être  projeté  violemment  sur  le  sol,  soit  d'un  côté, 
soit  de  l'autre. 

En  résumé,  aux  faibles  vitesses,  la  bicyclette  est  instable  par  rapport 
à  la  pesanteur,  les  chutes  étant  occasionnées  par  une  inclinaison  acci- 
dentelle du  cadre,  comme  pour  une  chute  au  repos.  Aux  grandes  vitesses, 
au  contraire,  la  bicyclette  est  instable  par  rapport  à  la  force  centri- 
fuge^ les  chutes  étant  occasionnées  par  une  trop  grande  déviation  du 
guidon. 

3.  La  grue  représentée  par  la  figure  36  doit  soulever  une  charge  O 
de  lo'.  Le  câble  s'enroule  sur  le  tambour  T,  passe  sur  la  poulie  fixe  A, 
puis  dans  un  palan  de  six  poulies  et  enfin  vient  s'attacher  à  l'extrémité 
de  AB.  La  charge  Q  est  suspendue  à  la-  moufle  inférieure  du  palan. 
L'enroulement  sur  le  tambour  T  se  fait  par  l'intermédiaire  d'un  train 
d'engrenages.  La  roue  R,  solidaire  de  T.  engrène  avec  r,  laquelle  est 
solidaire  de  l\  .  qui  engrène  avec  r' ;  enjin,  r'  est  solidaire  de  la  mani- 
velle m,  à  r  extrémité  de  laquelle  s'exerce  normalement  la  force  P. 

1°  Calculer  la  force  P  nécessaire  pour  élever  Q  d'un  mouvement 
uniforme,  en  négligeant  les  frottements. 

2°  Les  barres  OA,  AB,  CD,  AE  étant  supposées  articulées  en  O.  A, 
C,  D,  E,  calculer  les  réactions  aux  articulations.  Calculer  l'effort  de 
tension  ou  de  compression  subi  par  chaque  barre  et  calculer  l  aire 
minima  que  doit  avoir  sa  section,  sachant  que  la  charge  pratique  de 
sécurité  est  de  ôoo'^s  par  centimètre  carré. 

3°  Quelle  charge  doit-on  répartir  uniformément  sur  la  longueur  UE 
pour  que  la  grue  ne  bascule  pas  autour  du  point  O  ? 

On  négligera  les  poids  des  barres,  poulies,  câble,  etc. 

Les  dimensions  sont  les  suivantes  :  OA  =  S"",  AB  z=  C",  AD  =:  ^"\5, 
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AG  =  3™.5,  CD  =  7'".  0E  =  4"»;  diamèlre  du  tambour  T  :  So'^"' :  lon- 
gueur de  la  manivelle  :  4o"'";  les  roues  R  et  R'  ont  chacune  90  dents  et 
les  roues  r  et  r'  ont  chacune  i5  dents. 


Fi".  3G. 


1"  Appliquons  la  méthode  des  travaux  virtuels.  Nous  allons,  par 
exemple,  égaler  les  travaux  de  P  et  de  Q  pour  un  lour  complet  du 
tambour.  La  roue  /•  fait  6  tours  et/'  en  fait  36.  Le  travail  de  P  est  donc 
égal  à 

P  X  36  X  27;  X  40  kilogrammes  x  centimètre. 


La  longueur  de  câble  enroulée  est  de  3o7:cm,  C'est  la  diminution  totale 
de  longueur  des  six  brins  du  palan.  Chaque  brin  diminue  donc  de  5 -cm. 
Le  tra\ail  de  Q  est,  par  suite,  Q  x  5T:  =  5()Ooor.  On  a  donc  l'équation 

1*  X  36  X  27:  X  i{0  ■=  500007:; 
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d'où  Ton  lire 

2°  La  barre  CD  est  soumise  aux  rt'-aclions  des  points  C  et  D.  Comme 
nous  négligeons  son  poids,  ces  deux  réactions  doivent  former  un  système 
nul;  autrement  dit,  elles  doivent  être  égales  et  opposées  et  dirigées  sui- 
vant CD.  A.ppelons  R  la  réaction  de  D  sur  CD,  comptée  positivement 
suivant  le  sens  DC,  c'est-à-dire  si  la  barre  est  comprimée. 

Considérons  maintenant  la  barre  AH.  Elle  est  soumise  aux  tensions  des 
sept  brins  qui  aboutissent  en  B;  les  six  premières  ont  pour  résultante  le 

poids  Q;  la  septième  est  égale  à  ^  et  a  la  direction  BA.  La  barre  AB  est 

également  soumise  à  la  réaction  l\  de  CD  et  à  la  réaction  du  point  V. 
l^renons  le  moment  résultant  par  rapport  à  ce  point,  en  négligeant 
toujours  le  poids  de  la  barré,  ainsi  que  le  moment  de  la  tension  du 
brin  AB  (à  cause  de  la  peliiesse  du  r.iyon  de  la  poulie  A)  (  '  )  : 

Q  xBH=:Rx  AF; 

d"où 

Celte. réaction  est  positive;  donc  la  barre  CD  est  comprimée. 

Ecrivons  maintenant  que  la  somme  géométri([ue  des  forces  appliquées 
à  AB  est  nulle;  cela  nous  donne  les  composantes  X  et  Y  (suivant  les 
axes  indiqués  sur  la  ligure)  de  la  réaction  de  A  sur  cette  barre  : 

(  'i  )       A  r=  —  K  SI  Q  C  -h  -^  SI  n  A  =  —  (H  — —  — 


6  ^\AC  6 

(3j        ^  = —  R  cosC  -4-  -^^  cosA  4-  Q  :=:<  )     I  H ; 7--COIC 

6  \  b  AC 

en   désignant  par  C  et  A  les  angles  ACD  et  IIAB  et  en  tenant  compte 
de  (I)  et  de  la  relation  évidente 

(\\  AF  =  ACsinC. 


P)  \i)us  admettons  (|ue  le  inoiiient  de  la  rùailimi  du  [k  iiil  A  est  nul;- ceci  csl 
pertiiis,  parce  que  nous  supposons  que  la  barre  AB  est  arliculée  en  A,  c'est-à-dire 
qu'elle  peut  tourner  librcinenl  autour  rie  ce  point.  Si  elle  était,  au  contraire,  encastri'C 
dans  ()A,  les  réactions  clasliques  dcvcloi)pcraieiit  un  couple  de  flexion,  qui  de\iMit 
entrer  dans  notre  équation  des  moments. 


lo)  CllAIMTRE    X 

Si  nous  considérons  maintenant  la  barre  AE,  elle  subit,  en  A  et  E,  des 
réactions  égaies  et  opposées,  ainsi  quon  le  voit  en  répétant  le  raisonne- 
ment fait  pour  CD.  Soit  T  la  réaction  en  A,  comptée  positivement  sui- 
vant EA.  cest-à-dire  si  la  barre  est  tendue.  Appliquons  les  équations 
universelles  au  système  formé  par  toute  la  grue,  à  rexcP])l!on  de  la 
barre  AE.  Prenons  d'abord  les  moments  par  rapport  à  O,  en  remarquant 
que  la  réaction  en  O  a  un  moment  nul,  puisque  nous  avons  une  articu- 
laliou  : 

(^>  X  Bll^TxOî; 

doii 

^•-^?;^■    • 

Nous  obtenons  un  résultat  positif;  donc  la  barre  AE  est  tendue. 

Si  nous  projetons  maintenant  sur  Ox  et  Or,  nous  obtenons  les  c  tn- 
posanles  de  la  réaction  de  O  sur  OA  : 

(6)  x'=TcosE  =  Q.^, 

(7)  V^Q  +  TsinEr^of.  +  J^j. 

Il  nous  reste  à  calculer  les  tensions  des  tiges  AB  et  OA, 
Sur  I)B,  nous  ai'ons  une  compression,  ([ui  est  la  somme  des  projec- 
tions des  tensions  du  câble  sur  BD,  suit 

(8  )  C  =  O  cos.\  +  ^• 

b 

Sur  AD,  nous  avons  la  force  précédente,  diminuée  de  la  projection  de  K 
sur  AB;  cela  nous  donne  une  tension 

(q)  T'=  HcosD  — OcosA  — -^• 

Comme  vérification,  elle  doit  être  égale  à  la  projection  de  la  réac- 
tion (X,  Y)  sur  DA,  soit  —  X  sin  A  —  Y  cos  A.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
constater,  en  observant  que  A  —  C  r^  D. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  barre  ^Jâ  n'est  pas  seulement  sou- 
mise à  des  ejforts  longitudinaux,  mais  aussi  à  des  efl'orts  tranchants  et 
à  des  moments  fléchissants  {cf.  Exercice  proposé  n"  45). 

La  compression  sur  AC  est  la  somme  aljrébri([ue  des  projections 
sur  AC  de  la  tension  T  de  AE,  de  la  réaction  de  AB  et  de  la  réaction  de 
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la  poulie,  soit 

(lo)    C'  =  TsinEH-Y  +  ^(i  — cosÂ)  =  gx  rT7  +  '^  +  ^(i_cosA;. 

La  compression  sur  TC  esl  égale  à  la  inécédente  augmenlée  de  la 
projeclion  de  R,  soit 

iii)  C"=  C'-i- R  cosC. 

Enfin,    la  compression  sur  OT  est  égale  à  (V ^,  car  la  réaction  du 

tambour  T  a  pour  cooiposante  verticale  la  tension  du  brin  AT;  nous 
négligeons,  d'autre  part,  la  force  appliquée  à  la  manivelle.  Comme 
vérification,  cette  dernière  compression  doit  être  égale  à  la  compo- 
sante Y'  de  la  réaction  en  O.  C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  aisément, 
en  se  servant  des  formules  (i),  (3),  (-). 

Piemarquons  enco,re  que,  dans  ses  diflerentes  parties,  O  V  esl  soumis  à 
des  efforts  tranchants  et  à  des  moments  fléchissants. 

Nous  avons  maintenant  les  formules  donnant  les  efforts  demandés;  il 
ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  les  calculs  numériques. 

Le  triangle  ACD,  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  nous  donne 

cosAr=^   """'^  ~;^'?    :=o,524.         sinA  =  o,85'i,         A  =  58°.>V: 
•2X3,5x4,0 

puis 

BH  =  6  sin  A  ::=  j  ,  1  I  ; 
puis 

sin  C  =  sin  A —^  =  0,548,         C^So'^iS',         cosC  =  o,83j; 

AF  =  3,5  X  o ,  548  =  I  ,  g-i. 


K  =:  10000 =  :ib70o"?. 


Portant  dans  (i),  il  vient 

=:  10000 

26'- 
La  section  de  CD  doit  donc  a\oir  une  aire  au  moins  éiiale  à  — r^  =:  /iS*^"'. 

"=  b 

Les  formules  (2)  et  (3)  nous  donnent  ensuite 

X  =  —  10 000  (  1.46  —  o ,  1 4  0  =  —  '3  •îoo'^P, 
Y  =  —  22400  +  870  -f-  10 000  =  —  II  Soo'^p. 

Le  triangle  rectangle  <>AE  nous  donne  ensuite 

•>.o  '.o 

V  16  H-  20         V4* 
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PorlaiU  dans  (5),  on  trouve 

rr  5,iiXV''4'  ,.  ,      ,... 

1  =  loooo =  ib^oo'^-. 

■20 

I  fi  '' 
La  section  de  AE  doit  èlre  de  — r-  =  28^^'"'. 

b 

Les  formules  (6)  et  (7)  donnent  ensuite 
5    I  r 

X'nriOOOO— ^z — =:r  IO?.Oo'^S,  Y'=  22  Soo'^S. 

D 

La  formule  (8)  nous  donne  0=^:6900'^?.  La  section  de  DB  doit  avoir  au 
moins  12*"''. 

L'angle  D  =  A  — C  =  25°  II'; 

COsD=:  0,905.  R  COSD  r=  24  100,  T'^ri^aoo. 

La  section  de  AD  doit  avoir  au  moins  29'"'"', 

Ces  deux  sections  devraient  d^ailleurs  cire  augmentées,  surtout  au 
voisinage  du  point  D,  pour  tenir  compte  des  efforts  de  flexion. 

I^es  formules  (10)  et  (11)  nous  donnent  ensuite 

C'=2ioo'^5,  C"=245oo'^5; 

et  enfin  la  compression  sur  OT  est 

C"'=22  8ooH'  =  Y'. 

Les  aires  des  sections  doivent  être  au  moins  égales  respectivement  à  4""', 
4i'^'"\  38''"'.  Elles  devraient  d'ailleurs  être  majorées  pour  tenir  compte 
des  efforts  de  flexion. 

3"  Le  moment  de  la  charge  S  demandée  par  rapport  à  O  doit  être  égal 
au  moujent  de  Q.  Donc 

2S  =  5,iiQ,         S=:256oo'<s,         soit  26  t. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Une  soupape  de  sûreté  a  65"'™  de  diamètre  et  pèse  2''e,5.  (^)uand  la 
pression  dépasse  "y^^  par  centimètre  carré,  elle  doit  soule\er  un  levier 
horizontal  pesant  6'^?,  dont  le  point  fixe  O  est  de  60"""  à  droite  du  centr(t 
de  la  soupape  et  dont  le  centre  de  gravité  est  à  So"""'  à  gauche  de  U. 
Quel  poids  doit-on  fixer  au  levier,  à  70""  à  gauche  de  O? 

2.  Le  pèse-lellre  représenté  par  la  figure  87  est  constitué  par  un  le\ier 
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coudé  ABC,  dont  le  point  fixe  est  B.  Le  plateau  Iv  est  solidaire  de  la 
lige  AF,  qui  demeure  verticale,  grâce  au  parallélogi-ainme  articulé  AI'IIB. 
Le  levier  entraine  un  arc  de  cercle  CD,  terminé  par  la  masse  E  et 
portant  une  graduation,  qui  se  déplace  devant  l'aiguille  /  fixée  au  sup- 


port BL.  Quand  le  plateau  est  vide,  l'aiguille  est  au  zéro.  Quand  on  met 
un  poids  P,  l'aiguille  se  trouve  devant  la  division  P,  telle  que  l'angle  OBP 
soit  droit.  Connaissant  ce  poids  P,  peut-on  graduer  l'appareil  ?  Etablir 
la  formule  générale  qui  donne  l'angle  OBp  en  fonction  du  poids  p.  Cal- 
culer la  sensibilité  du  pèse-lettre  en  fonction  de  p  et  étudier  ses  variations 
quand  p  croît  de  o  à  P.  Déterminer  la  constante  de  l'appareil  jîour  ([ue 
la  sensibilité  soit  la  même  aux  deux  extrémités  de  la  graduation. 
Montrer  que  la  graduation  est  alors  symétrique  par  rapport  à  son 
milieu. 

Si  9  désigne  l'angle  OBp,  on  a  col5  r=  A  h >  A  et  B  désignant  deux 

—  AP 

constantes.  La  sensibilité  est  —, r-; — -•  Pour  ([u'elle  ait  la  même 


/?--!- A- (P—/>|- 
valeur  poury>r=o  et  pour /?  :zr  P,  i!  faut  prendre  A 


—  I .  On  a  alors 


cot^ 


P 


■■)  ce  qui  met  la  symétrie  en  évidence. 


3.  Etudier  la  stabilité  et  la  sensibilité  de  la  balance  romaine.  [Soient  «', 
b\  c'  les  distances  des  points  du  levier  où  sont  appliqués  les  poids  P, 
Q,  <y  à  la  parallèle  au  levier  menée  par  O,  ces  distances  étant  comptées 
positivement  vers  le  bas.  Si  la  balance  s'incline  de  l'angle  0  du  côté 
de  Q,  le  moment  par  rapport  à  O  est  • 

M  =  (Q6  +  Q'f  —  P«)  cos^—  (IVh-  Oh'+q'c')  sin9. 
Pour  la  stabilité,  il  l'aul  ([ue  le  coefficient  de  sin{)  soit  positif.  La  posi- 
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lion  d'équilibre  s'obtient  alors  en  annulant  M.  La  sensil)ilité  est  la 
dérixée  de  la  valeur  correspondante  de  0  par  rapport  à  Q.  On  pourrait 
aussi  la  déduire  de  la  formule  générale  (7)  du  n"  152.] 

k.  On  appelle  c  la  dislance  du  couteau  15  de  la  balance  du  n°  loi  à  la 
ligne  OA  qui  joint  les  deux  autres  couteaux,  cette  dislance  étant  comptée 
positivement  si  B  se  trouve  du  même  côté  que  G.  Soit  x  la  surcbar^f 
qui  fait  dévier  Taigullle  d'une  division.  Jiltablir  la  formule 

(i)  x  =  a:,+  V  —  . 

al 

l  désignant  la  longueur  de  l'aiguille,  évaluée  en  prenant  la  longueur 
d'une  division  pour  unité. 

Soit  maintenant  y  la  division  marquée  par  l'aiguille,  quand  on  met  le 
même  poids  P  dans  les  deux  plateaux,  en  supposant  que  l'aiguille  soit 
au  zéro  quand  les  plateaux  sont  vides.  Etablir  la  formule 

(2)  ^T=:1V, 

a 

en  posant  v  =  i  4- /. 
b 


Les   nombres  —  —  a,  —  —  (3   et  f  doivent  êlre   supposés  assez  petits 
pour  que  leurs  produits  soient  négligeables.  1 

0.  L'aiguille  d'une  certaine  balance  se  déplace  d'une  division,  pour 
une  surcharge  de  i™*^,  quand  les  plateaux  sont  vides.  Quand  il  y  a  100" 
dans  chaque  plateau,  la  même  surcharge  ne  donne  plus  qu'une  déviation 
de  \  de  division.  Calculer  la  distance  e  de  l'exercice  précédent,  en  sup- 
posant qu'une  division  vaut  ^  de  millimètre,  que  la  longueur  du  (léau 
est  de  So"^'"  et  la  longueur  de  l'aiguille  de  iS'"  (e  =  0^^,675). 

G,  On  reprend  la  balance  précédente  et,  afin  de  conlrùler  sa  justesse, 
on  place  loos  dans  chaque  plateau.  On  constate  que  l'aiguille  marque  la 
division  38.  Puis,  on  échange  les  deux  poids  et  l'on  obtient  la  divi- 
sion —  22.  l'évaluer  le'  nombre /de  l'Exercice  4-,  ainsi  que  la  difTérence 
des  deux  poids  utilisés  (/:=i:ioooo;  la  différence  de  poids  est 
de  oi'',o37o). 

7.  Dans  le  but  d'étudier  la  sensibilité  et  la  justesse  d'une  balance,  on 
fait  les  opérations  suivantes.  On  place  des  poids  marqués  égaux  P  dans 
les  deux  jjlaleaux.  On  lit  la  division  n  marquée  par  l'aiguille.  On  ajoute 
sur  le  plateau   de  gauche  une   surcharge  de  iK;  on  lit  la  nouvelle  di\  i- 
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sion   II'.  On    recommence  ropéralion,  après  avoir  échani^é  les  poiri>;  on 

obtient   ainsi   les   divisions   ni  et   m',  l.e  Tal)leau  ci-dessous  donne  les 

résultats  : 

1'.  n.  n'.  m.  m'. 

O o  2  1  o  20 

5o O  1 5  I  19 

1 00 5  20  —  I  14 

i5o —  2  i3  7  19 

200 — 10  3  i3  27 

25o 8  23  — 2  1 1 

3oo — 13  o  21  3i 

35o 9  17  — 4  7 

400 18  28—8  —I 

4.5o —  6  4  14  20 

5oo —  2.  6  II  21 

600 o  9  10  20 

700 17  23  — 4  5 

8"o I  7  9  17 

900 —  3  3  i5  24 

1000 —  4  2  18  0.3 

Sachant  qu'une  division  vaut  i'"™,  que  la  longueur  de  l'aiguille  est 
égale  à  i5'=™,  et  que  la  longueur  du  fléau  est  de  23'=™,  calculer  la  dis- 
tance e  et  le  nombre /de  l'Exercice  n°  k. 

[On'construira  la  droite  représentée  par  l'équation  (i)  dudit  exercice, 
en  marquant,  sur  du  papier  qnadiillé,  les  points  correspondant  aux 
diilerentes  expériences  et  traçant  une  droite  passant  le  plus  près  pos- 
sible de  tous  ces  points.  On  calculera  ensuite  les  diverses  valeurs  de/, 
au  moyen  de  la  formule  (2)  et  l'on  en  prendra  la  moyenne.] 

8.  Une  poulie  a  25'='°  de  diamètre.  Son  axe  a  45"""  de  diamètre.  Le 
coefficient  de  frottement  entre  l'axe  et  la  poulie  esto,i4.  Avec  quelle 
force  faut-il  tirer  sur  un  brin  pour  élever  un  poids  de  4^''°  attaché  à 
l'autre  brin.  Calculer  le  rendement  de  la  poulie. 

9.  On  donne  trois  poulies  A,  15,  G,  de  même  rayon  r.  Les  deux  pre- 
mières sont  fixes  et  dans  un  même  plan  vertical.  La  troisième  est  mobile 
et  supporte  un  poids  P.  Une  corde  fermée,  de  longueur  /,  est  enroulée 
sur  les  trois  poulies.  Uonnaissant  la  distance  c  des  centres  A  et  B  des 
deux  premières  poulies  et  l'angle  aigu  a  que  fait  AH  a\ec  la  verticale 
ascendante,  déterminer  la  position  d'équilibre  du  centre  (]  de  la  troi- 
sième poulie.  Calculer  la  tension  de  la  cor<le  et  les  réactions  des  poulies 
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fixes  sur  leur?  axes.  On  néglige  les  frotlemenls  el  les  poids  des  poulies. 

Applicalion  niunérique  : 

c=2'";     a  =  Go";     /=:G^";     /•  =  io'^";     P  =  So^'s.     (K.C. ,  iqoo.) 

(On    est    ramené    à    résoudre    un    triangle,     connaissant     c,    a -\- b    et 

H  -I — -  =z  Cf..  La  condition  de   possibilité  est  ■',  c  <  / —  ir.r. 
2  ' 

10.  Le  travail  nécessaire  pour  courber  une  corde  sur  une  poulie  n'est 
pas  nul.  Il  en  résulte  que  la  tension  P  du  brin  menant  doit  dépasser  la 
tension  (^)  du  brin  mené  d'une  certaine  quantité  (abstraction  faite  du 
f^rotlement  de  la  poulie  sur  son  a\e),  qu'on  appelle  la  raideur  de  la 
corde  el  qui  est  donnée  par  la  formule  empirique 

A  +  RO 


1)       ' 

où  D  désigne  le  diamètre  de  la  poulie  et  A  et  li  deux  coefficients  numé- 

ri(jues,  qui  dépendent  de  la  corde  considérée.  Montrer  qu'il  revient  au 

même  d'admettre   que   le   brin  mené  se  raccorde  progressivement  à  la 

poulie   de   telle   manière  que  lorsqu'il  est  parallèle  au  brin  menant,  sa 

\  -J-  1"*0 
distance  au  centre  dépasse  le  rayon  de  la  quantité  h=i  V; 

Application  numérique.  —  Popr  une  corde  goudronnée  de  3o  fds, 
A  =  o,35o  et  B  Z3:  o,oi'.'.6,  <^>  et  R  étant  évalués  en  kilogrammes  et  i)  en 
mètres.  Calculer  la  distance  h  pour  une  poulie  de  So*^'"  de  diamètre  et 
pour  une  cliarge  Q  égale  à  ■.ïoo''i''.  (^)uel  est  le  rendement  de  cette  poulie, 
en  supposant,  en  outre,  que  son  axe  a  ^o™'"  de  diamètre  et  que  son  coef- 
ficient de  frottement  est  0,12? 

11.  Pour  freiner  un  arbre  qui  tourne,  on  enroule  sur  cet  arbre  une 
corde,  dont  une  extrémité  est  fixe  et  l'on  lire  sur  l'autre  extrémité. 
Calculer  le  niomenl  de  freinage.  Application  numérique  :  Le  diamètre 
de  l'arbre  est  de  20"=™;  on  lire  sur  la  corde  avec  une  force  de  25''"  elTon 
veut  obtenir  un  moment  de  freinage  égal  à  3  kilogrammètres.  Calculei- 
l'angle  d'enroulement.  Le  coefficient  de  frottement  est  o,25.  (On  suppo- 
sera successivement  que  la  corde  est  enroulée  dans  le  sens  de  la  rota- 
tion dt-  larbre,  puis  dans  le  sens  opposé.) 

12.  L!ne  poulie  tourne  à  la  vitesse  de  i3oo  tours  par  minute.  Son  dia- 
mètre est  de  20"".  i'>lle  entraîne  une  courroie  en  cuir  de  7"""  d'épaisseur 
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et  (le  (lensilé  1,1.  L'angle  d'enroulemenl  est  de  ij'i".  Le  coefficienl  de 
frottement  est  o.S.  La  puissance  transmise  est  de  i5  chevaux.  Calculer 
la  largeur  minimum  que  doit  avoir  la  courroie,  sachant  qu'elle  peut 
résister  à  une  traction  de  4o'''-'  par  centimètre  carré.  On  tiendra  compte 
de  la  force  centrifuge.  {Cf.  Exercice  proposé  n°  i3  du  Chapitre  IX. ) 

13.   Dans  un  palan,  la  mou  lie  supérieure  comprend  n  -i-  i  poulies  et  la 
moufle    inférieure    en    comprend    n.   Le   dernier  brin   de   la   corde  est 

P 

allaciié  à  la  chape  de  la  moufle  inférieure,  (.alculer  le  rapport  —  • 

li.    Un  palan  différentiel  est  constitué  par  une  poulie  fixe  A  k  deux 
gorges,  de  rayons  R  et  R'  très  voisins  {fig.  38)  et  par  une  poulie  mobile 

Fisr.  38. 


C 
B 


ordinaire  B.  l  ne  chaîne  passe  sur  les  trois  gorges,  comme  l'indique  la 
figure,  l^es  gorges  de  A  sont  munies  d'empreintes  pour  éviter  le  glisse- 
ment de  la  chaîne,  malgré  que  le  brin  C  ail  une  tension  négligeable,  qui 

résulte  de  son  propre  poids.  Calculer  le  rapport  --  en  négligeant  d'abord 

V 

le  frottement.  Puis,  calculer  les  limites  entre  lesquelles  il  doit  être 
compris  pour  que  le  palan  reste  en  équilibre,  en  tenant  compte  du  frot- 
tement de  A  sur  son  axe.  Quelle  valeur  doit  avoir  P  pour  que  15  monte? 
Quelle  est  la  condition  pour  que  le  palan  reste  en  équilil)re,  quand  on 
cesse  d'exercer  la  force  P,  tout  en  maintenant  (^)?  <  )uelle  est  la  limite 


supérieure  du  rendement  dans  cette  hypothèse? 
de  l'axe,  on  a,  en  gardant  les  notations  du  n"  Lo6, 

R  —  R' 


Si  r  désigne  le  rayoi 


/•  s  1  n  a 


() 


R  —  /sin  y. 


iqo 
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1^ 


B  monte  (K's  que  —  atleinl  la  valeur  olHenue  en  remplaçant  a  par  riiriele 
de  frottement  o.  L'arc-boiitement  a  lieu  si  R —  R'<;  i/'sincp.  La  limite 
supérieure    du    rendement    est-     i —  );  elle    est    un    peu    plus 

petite  que  -;  cf.   u°   i3'i. 


to.  Le  treuil  diUérenliel  est  constitué  par  deux  cylindres  de  même 
ave  et  de  rayons  R  et  R'  très  voisins,  sur  lesquels  la  corde  senroule  en 
sens  inverse,  chacune.de  ses  extrémités  étant  fixée  à  l'un  des  cylindres. 
L'ne  poulie  mobile  repose  sur  celte  corde  et  supporte  le  poids  Q  à  sou- 
lever. Trouver  la  condition  d'équilibre,  sans  frottement  et  en  tenant 
compte  du  frottement  des  tourillons.  (>hercher  la  condition  d'irréversi- 
bilité. {Cf.  Exercice  précédent.) 

IG.  Treuil  des  carriers.  —  Un  homme  monte  le  long  de  la  circonfé- 
rence de  rayon  R.  Le  poids  (^)  est  attaché  à  une  corde  qui  s'enroule  sur 
un  cylindre  de  rayon  IV.  Trouver  les  jiositions  d'équilibre.  Ouelle  est  la 
posilion   stable?  Chercher  l'arc  d'étjuilibre,  en  tenant  compte  du  frotle- 


Fig.  H. 


ment  des  tourillons.  .Montrer  que  sa  projection  sur  le  diamètre  hori- 
zontal a  pour  milieu  la  projection  de  la  position  d'é(juilibre  sans  frotte- 
ment.   [Si   5   désigne   Pan^le   r:OA,  on   a,  en    gardant  les  notations  du 

n-  1V2, 

OH'+  (P  -^  ())/'siiia 


sin(5 


PR 


Les  extrémités  de  l'arc  d'équilibre  sont  obtenues  pour  y. 
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17.  dlculer  le^  ivVactions  sur  les  tleux  lourillons,  dans  le  Ireiiil  ordi- 
naire. Puis  chercher  les  conditions  d'équilibre,  en  tenant  compte  du 
frottement.  Calculer  le  rendement  ({uand  le  poids  i)  monte  d'un  mouve- 
ment uniforme.  Entre  quelles  limites  varie  ce  rendement  quand  la 
manivelle  fait  un  tour  complet?  Examiner  le  cas  où  le  treuil  est  actionné 
par  un  couple. 

18.  Un  treuil,  de  3o'="  de  diamètre,  doit  soulever  une  charge  de  6oo''b. 
Il  est  actionné  par  l'intermédiaire  d'un  engrenage,  comprenant  une  roue 
de  i"',o5  de  diamètre,  solidaire  du  treuil,  engrenant  avec  une  roue  de  1 5"" 
de  diamètre,  solidaire  de  la  manivelle.  Celle-ci  a  40*"™  de  long.  Calculer 
la  force  qui  doit  être  appliquée  normalement  à  son  extrémité,  eu  négli- 
geant les  frottements.  Calculer  également  l'effort  sur  les  dents  en  contact, 
ainsi  que  les  réactions  sur  les  tourillons,  en  supposant  que  la  corde  est 
à  70"^™  du  tourillon  de  droite  et  à  i"%3o  du  tourillon  de  gauche,  que  le 
plan  de  l'engrenage  est  à  20'^°'  à  gauche  du  tourillon  de  gauche  et  que  le 
contact  a  lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  grande  roue. 

19.  Un  volant  de  2'  tourne  à  i5o  tours  par  minute.  Son  centre  de  gra- 
vité est  à  8"""  de  l'axe.  Sachant  que  l'axe  est  horizontal,  que  les  louril- 
lons ont  10''"'  de  diamètre  et  que  leur  coefficient  de  frottement  sur  les 
coussinets  est  de  0,07,  calculer  la  puissance  perdue  par  le  frottement.  Où 
doit-on  placer  un  poids  de  loo*^?  pour  équilibrer  le  volant?  Que  devient 
alors  la  puissance  perdue? 

21).  On  applique  aux  roues  extrêmes  d'un  train  d'engrenages  des 
couples  C  et  C  Quelle  est  la  condition  d'équilibre,  si  l'on  connaît  la 
raison  ?  [Cf.  Exercice  proposé  n"  20  du  Chapitre  lll.) 

21.  Montrer  que,  dans  un  engrenage  conique,  la  condition  d"c(|uiiibre 
est  donnée  par  la  même  règle  (]ue  dans  un  engrenage  plan,  ainsi  que 
l'ellort  sur  les  dents. 

22.  Une  vis  sans  fin  engrène  avec  une  roue  de  rajon  H.  On  applique  à 
la  vis  un  couple  G  et  à  la  roue  un  couple  C.  Condition  d'équilibre,  en 
négligeant  le  frottement.  (Travaux  \irtuels.) 

23.  Un  cric  est  constitué  par  une  crémaillère  {Jig'-  ^o),  qui  engrène 
avec  une  roue  de  rayon  K'.  Cette  roue  est  solidaire  d'une  autre  roue,  de 
rayon  R,  qui  engrène  à  son  tour  avec  une  roue  de  rayon  U",  solidaire 
d'une  manivelle,  de  longueur  /.  Quelle  force  faut-il  appliquer  norinaK- 
menl  à  l'extrémité  de  la  mani\elle  pour  soulever  un  poids  donné  Q*  ? 
(Travaux  virtuels.  ) 
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•lï.  Ouelle  esl  la  charge  maximum  que  peut  traîner,  en  la  remontant 
sur  un  plan  incliné,  un  cheval  exerçant,  parallèlement  à  une  ligne  de 
plus  grande  pente,  une  traction  T?  Quel  est  le  poids  minimum  que  doit 


Fig.  4o. 


avoir  le  cheval?   On  appelle  ./"et  /'  les  coefficients  de  frottement  de  la 
charge  et  du  cheval  sur  le  plan.  Application  numérique  : 


T=rll()'^i?,  /z=o,o5,  f'=o,3, 


tang/f=  0,  «)3. 
(E.  G.,  1903.) 


2o.  Deux  poids  P  et  O  sont  posés  sur  un  même  plan  incliné.  Ils  sont 
reliés  par  une  corde  qui  passe  sur  une  poulie  fixe  dans  le  plan,  de  manière 
que  les  deux   brins  soient  parallèles   aux   lignes  de  plus  grande  pente. 

Condition  d'équilibre.   (  Si/et  /'  sont  les  coefficients  de  frottement,  on 
doit  avoir,  en  supposant  P  >>  Q,  tang/  <<  -^^ -y— 

•li).  Même  problème,  en  supposant  les  deux  poids  posés  sur  des  plans 
inclinés  diflerents  ayant  leurs  horizontales  parallèles,  la  poulie  étant 
placée  perpendiculairement  à  leur  intersection. 

'11.  Quelle  force  verticale  faut-il  exercer  sur  un  coin,  dont  Fangle  au 
sommet  est  de  00°,  pour  produire  une  force  horizontale  de  5oo''8,  sachant 
que  le  coefficient  de  frottement  est  de  o,4o? 

28.  Calculer  le  rendement  de  la  vis.  Etudier  ses  variations  avec  le  pas. 
Calculer  sa  limite  supérieure  pour  une  vis  de  serrage. 


APPLICATIONS    l)K    LA    STATIQUE.  IQÎ 

Avec  les  nolalions  du  ii"  l()î),  le  leiideinenl  est  lting<col(t  4- 9).  Sa 
dérivée  par  rapport  à  i  a  lé  signe  de  cos(2<  +  (p).  Pour  une  vis  de  ser- 
rage, /<9,  la  limite  supérieure   du    rendement    est  -(i  —  /"M.  Elle  est 

inférieure  à  -,  conformément  au  n°  134. 
2  J 

29.  Un  vérin  est  constitué  par  une  vis  verticale,  sur  rextrémité  de 
laquelle  appuie  une  charge  de  1'^  qu'il  s'agit  de  soulever.  La  vis  est 
actionnée  par  une  manivelle  de  4o'='"  de  long.  Quelle  force  doit-on  appli- 
quer normalement  à  son  extrémité?  (^uel  est  le  rendement  du  vérin?  Quel 
travail  faut-il  fournir  pour  soulever  la  charge  de  i™?  Le  pas  de  la  vis  est 
de  6"'".  Son  diamètre  est  de  40™™-  Son  coefficient  de  frottement 
est  0,12. 

30.  L'écrou  du  vérin  ci-dessus  a  3o™™  de  hauteur.  Calculer  la  charge 
maximum  qui  peut  être  soulevée,  sans  craindre  l'arasement  des  filets. 
On  suppose  que  le  filet  est  carré  et  a  pour  hauteur  la  moitié  du  pas.  Sa 
résistance  pratique  au  cisaillement  est  de  8"^='  par  millimètre  carré.  [On 
pourrait  employer  la  formule  (89)  du  no  109.  Il  est  plus  simple  et  prati- 
quement aussi  exact  de  considérer  la  charge  comme  répartie  uniformé- 
ment sur  une  surface  égale  à  la  moitié  de  la  surface  intérieure  de 
l'écrou.] 

31.  Un  rectangle  ABCD  glisse  entre  deux  glissières  G  et  G',  dont  la 
distance  est  un  peu  plus  grande  que  la  hauteur  BC  du  rectangle.  En  son 
centre  O  sont  appliquées  une  force  P,  parallèle  aux  glissières,  et  une 
force  Q,  faisant  l'angle  aigu  a  avec  la  direction  opposée  à  P  et  dirigée. 

P 

pour  fixer  les  idées,  du  côté  de  G.  A  partir  de  quelle  valeur  du  rapport  — - 

le  rectangle  se  met-il  en  mouvement  dans  le  sens  de  P?  Quelle  forme 
faut-il  donner  au  rectangle  pour  avoir  le  plus  petit  rappoit?  (Supposons 
que  AB  soit  voisin  de  G  et  ait  le  sens  de  P.  A  priori,  (pialre  cas  sont 
possibles,  le  contact  avec  les  glissières  pouvant  avoir  lieu  le  long  de  AB, 
le  long  de  CD,  en  A  et  C  ou  en  B  et  D.  Introduire  les  composantes  nor- 
males des  réactions.  On  peut  les  calculer,  dans  chaque  hypothèse,  ainsi 

P 

que  le  rapport  —  •  En  remarquant  que  les  réactions  normales  doivent  ètio 

positives,  on  constate  que   le  deuxième  et  le  troisième  cas  sont  toujours 
impossibles.    Le    premier  est   possible    siAB>/.BG,  et   le  quatrième 
quand  on  a  l'inégalité  contraire.  Le  premier  est  le  plus  avantageux.) 
Haag.  —  Exercices^  III.  >> 
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32.  Un  embrayage  à  cônes  est  conslitiié  par  un  cône  creux  A,  dans 
lequel  vient  s'eml)oîler  un  tronc  de  cône  B,  de  même  angle  au  sommet  2a 
que  A.  Un  ressort  pousse  B  vers  le  souimel  de  A  avec  une  force  F. 
Sachant  que  A  tourne  à  une  vitesse  de  a  tours  pai-  minute  et  transmet 
une  puissance  de  W  chevaux,  calculer  le  minimum  de  F  pour  que  A 
entraîne  B  sans  glissement.  Calculer  la  longuem-  /  de  l'arête  de  B  de 
manière  que  la  pression  moyenne  entre  les  deux  cônes  soit  p  kilogrammes 
par  centimètre  carré.  Application  numérique  : 

W:::=l5,  /=0,2,  a=^ll°,  «  :=  5oO,  j9=:I,5, 

rayon  moyen  de  B  =  iS*^ 


»cm 


(Calculer  le  moment  des  forces  de  frottement  par  rapport  à  l'axe  des 
deux  cônes,  à  l'instant  où  le  glissement  par  rotation  va  se  produire.  On 

„  -^,  225ooO  «îin  a  .  .       ^ 

trouve  h  =  VV  ;; j  /•  désignant  le  ravon  moyen  en  centimètres. 

T.  fin  ^  .  j  ■ 

n     ■        I  ITT      J  12600  .        ,  r.  n  1-  • 

ruis   /  r=  W  —T-i — en    centimètres.    I^oui-    I  application    numérique, 

on  trouve  F  =  1  3-'-*'',  /  ^r  5  1.""".  ) 

33.  Un  plateau  circulaire,  de  rayon  R,  mû  par  un  moteurdeW  chevaux, 
tourne  autour  de  son  centre  à  la  vitesse  de  n  tours  par  minute.  Un  galet, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plateau  et  dont  l'axe  est  fixe,  est 
appuyé  tangentiellement  à  la  circonférence  du  plateau,  avec  une  force 
normale  de  F  kilogrammes.  Calculer  le  minimum  de  F  pour  que  le  galet 
tourne  autour  de  son  axe  sans  glisser  sur  le  plateau. 

3'*.  On  considère  la  bielle  de  l'Kxercice  résolu  n"  3  du  Chapitre  111. 
Calculer  le  couple  moteur  appliqué  à  la  manivelle  en  fonction  de  la  pres- 
sion totale  P  sur  le  piston.  Calculer  également  la  tension  de  la  bielle. 
[Si  l'on  néglige  les  frottements,  appliquer  les  travaux  virtuels  ;  on  trouve 
immédiatement 

(Z^=\*—  =:  l'H  sin  «(i -H  e  cos  </), 

en  appliquant  la  formule  (7)  de  l'exercice  précité.  Si  l'on  appelle  y  le 
coefficient  de  frottement  de  la  coquille  B  du  piston  sur  les  glissières,  en 
supposant  (|u'on  se  trouve  dans  le  cas  favorable  de  l'Exercice  n"  31,  on  a 
un  couple  C  lié  au  j^récédent  par  la  formule 

„,       „  coscp  n  /     ,    r     ■       \ 

U  =  C '-:—. —  =  C  (  I  -h  /i?  si  iw/  ) , 

coscp  — y  sin  (^ 
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au  troisième  ordre  près.  La  tension  est 
—  I' 


igS 


/'si  II  9 


P  (  I  4-/t'  si  II  n 


Il  faut  prendre  //  compris  entre  o  et  ;:,  la  tension  étant  une  conipre:*sion 
quand  B  va  vers  O  et  une  véiitable  tension  dans  le  mouvement  opposé. 
On  a  négligé  le  poids  de  la  bielle.] 

33.  Une  chaudière  cylindrique  de  rayon  R  renferme  de  la  vaj)eur  à  la 
pression  de  p  kilogrammes  par  centimètre  carré.  Calculer  la  tension 
moyenne  du  métal  par  millimètre  carré  d'une  section  droite,  puis  d'une 
section  méridienne.  Si  la  chaudière  éclate,  comment  se  produira  vrai- 
semblablement la  rupture?  Quelle  épaisseur  faut-il  donner  à  une  chau- 
dière de  I™  de  diamètre,  si  Ton  veut  que  la  tension  moyenne  du  métal  ne 

dépasse  pas  S''»  par  millimètre  carré,  en  supposant  /?=;  2,5?  (  La  résul- 
tante des  tensions  du  métal  doit  être  égale  à  la  résultante   des  pressions 


de  la  vapeur.  Un  trouve  - —  et 

ie  e     ) 


36.  Établir  l'équation   d'équilibre   du   régulateur  de  Watt,  en  tenant 
compte  du  poids  du  collier  C. 

37.  La  figure  4  I  représente  le  régulateur  de  Farcot.  Les  articulations 


sont    en   A,  A',  B,  B',  M.    On    détermine    les    dimensions    des    tiges    de 
manière   que   la  vitesse  angulaire  d'équilibre  ait  un  minimum  égal  à  la 
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vitesse  de  régime  normal  de  la  machine.  Il  en  lésnlle  qu'au  voisinage  de 
celte  vitesse  normale,  la  vitesse  d'éqnilibre   du   régulateur  est  sensible- 
ment constante,  ce  qui  est  un  avantage  précieux  pour  certaines  machines. 
On  dit  que  le  régulateur  est  sensiblement  isochrone. 
[En  négligeant  le  poids  du  manchon  M,  posant 


AB=^rt,         AG 


OA  — c,         MDB  =  a, 


la  vitesse  d'équilibre  est  donnée  par 


(  />  >in  a  — c)  cos  a 

Le  minimum  de  oj^  a  lieu  pour  un  angle  [3  tel  que  cm  /;sin^[3;  il  est  égal 
à  02 — o —    •  Si  a  =  j3  H-  £,  on  a,  au  troisième  ordre  près. 

,,)'-■=  9J{\  +  3£-  tang^P).] 


h  cos"p 


38.   La  figure  42  représente  le  ré^iulateur  de  Bankine,  qui  est  rigou- 

Fig.  42. 


reusement  isochrone.  Les  articulations  sont  en  0  et  C,  qui  sont  fixes,  et 
en  E,  D,  D',  qui  sont  mobiles,  le  manchon  M  coulissant  le  long  de  Or 
et  I),  \)'  glissant  dans  des  rainures  pratiquées  dans  OA  et  OA'.  Lt^s 
boules  ont  des  poids  tels  rpi*;  leur  centre  de  gravité  est  en  O.  De  plus,  le 
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côlé  du  losange  CDED'  est  égal  à  la  dislance  OG.  (  On  trouve 


c^-2—     ASJlK^^  en  posant  OA  =  a,     OB  =  b,     OC  =  CD  =  c.) 

39.  Un  volant  tourne  avec  la  vitesse  angulaire  r»).  Calculer  la  tension 
que  donne  la  force  centrifuge  par  millimètre  carré  dVine  section  diamé- 
trale. Application  numérique  :  volant  en  fonte  de  densité  7,1,  de  dia- 
mètres extérieur  et  intérieur  2'",4o  et  2™.  Calculer  le  nombre  de  tours 
maximum  par  minute,  si  l'on  veut  que  la  tension  ne  dépasse  pas  2^^, 5. 

[La  résultante  des  tensions  sur  une  section  diamétrale  doit  équilibrer 
la  force  centrifuge  sur  la  moitié  du  volant.  En  négligeant  les  rayons  et 
supposant  le  volant  de  forme  cylindrique,  on  trouve  que  la  tension  par 
millimètre  carré  est 


3  000^ 


(R2+R'=+RR'), 


D   étant  la   den-^ilé   et  R   et  R'  les   rayons   en   mètres.  Avec  les  données 
numériques,  la  vitesse  ne  doit  pas  dépasser  5io  tours  par  minute.] 

40.  Déterminer  la  forme  d'équilibre  d'un  fil  dont  chaque  élément  est 
soumis  à  un  poids  proportionnel  à  sa  projection  horizontale. 

[Câble  d\in  pont  suspendu.  Si  p  désigne  le  poids  du  tablier  par  unité 

de  longueur,  on  a 

^/  (T  "^in  a) 

Tcos3(  ~  const.  —  a,  — ^ — =pcosûc. 

as 

En  éliminant  T  on  trouve  ds,  puis 

a  If         I 

r  =r  —  langa,  y  =  — 


p        "  2 /j  cos^a 

La  courbe  est  une  parabole.] 

VI.   On  considère  une  chaîne  constituée  {)ar  des  barres 
01 .      i;?,     23,      ...  ;     n  —  I ,     n, 

dont  chacune  est  articulée  avec  la  suivante  on  leur  extrémité  commune. 
A  chaque  articulation  (ou  nœud)  est  appliqué  un  poids  p.  De  plus,  les 
longueurs  des  barres  sont  choisies  de  telle  manière  que,  dans  la  position 
d'équilibre,  elles  aient  toutes  des  projections   horizontales  égales  à  une 
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même  constante  a.  Enfin,  on  suppose  que  rextrémité  n  de  la  chaîne  est 
au  même  niveau  que  rex.trémilé  o.  Calculer  les  coordonnées  du  sommet  t 
en  prenant  pour  axe  des  a;  l'horizontale  ow  et  pour  axe  des  y  la  verticale 
descendante  de  o.  On  néglige  les  poids  des  barres  vis-à-vis  de  p. 

[On  suppose  que  chaque  articulation  est  entièrement  libre,  c'est-à-dire 
que  l'axe  qui  relie  deux  barres  consécutives  exerce  sur  chacune  d'elles 
une  réaction  unique,  sans  aucun  couple.  Celte  réaction  est  la  tension  de 
la  barre.  Pour  chaque  barre,  les  deux  tensions  doivent  se  faire  équi- 
libre. En  chaque  nœud,  l'axe  d'articulation  doit  être  en  équilibre  sous 
l'action  du  poids  p  et  des  deuv  tensions.  Eu  écrivant  toutes  ces  condi- 
tions et  éliminant  les  tensions,  on  trouve  une  formule  de  récurrence 
entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  barres  consécutives 

/«/+i  —  /n,  =r- —  ni^ 

m  étant  une  constante.  On  en  déduit  «i^-,  puis  on   calcule  Xi  et  enfin  yj. 

On  trouve 

.,               /(/— I) 
Xizzz  la^  y/=  lu  —  ma , 

'^  2 

b  désignant  encore  une  constante.  Tous  les  nœuds  sont  sur  une  même 
parabole.  C'est  encore  le  problème  du  pont  suspendu.^ 


42.   On  considère  la   poutre  représentée  par  la  figure  43.  On  suppose 

Fig.  /,3.      . 


A, 


qu'en  chaque  nœud  les  quatre  barres  aboutissantes  sont  librement  arti- 
culées. Une  charge  uniforme  de  p  kilogrammes  est  appliquée  à  chacune 
des  barres  horizontales  supérieures.  Calculer  les  efforts  dans  les  diffé- 
rentes barres  et  dire  si  ce  sont  des  tensions  ou  des  compressions.  On 
néglige  le  poids  des  barres.  Application  numérique  :  tous  les  triangles 
sont  isoscèles  et  ont  chacun  o"',85  de  base  et  i'°,io  de  hauteur.  Il  y  a 
i3  nœuds  A  et  i4  nœuds  B.  Le  poids  p  est  de  i'.  Quelle  section  doit 
avoir  chaque  barre,  si  l'on  veut  que  l'effort  longitudinal  dans  chacune 
d'elles  ne  dépasse  pas  6''?  par  millimélre  carré?  [Chaque  barre  horizon- 
tale supérieure  exerce  sur  l'axe  d'articulation  qui  est  à  chaque  extrémité 
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une  force  égale  à  —  •  Aux  nœuds  exlrèmes  inférieurs  s'exercenl  les  réac- 
tions des  points  d'appui.  On  pari  du  nœud  B..  La  réaction  en  ce  point  se 
décompose  suivant  B, A,  et  B|  B.,.  On  passe  ensuite  à  A,;  sa  condition 
d'équilibre  donne  les  tensions  dans  AjB,  et  AjAj.  Puis  on  passe 
à  B,.  A,,  ....] 

43.   La  ferme  représentée  par  la  figure  44   supporte  une  charge  verti- 


cale de  3«  sur  chacune  des  poutres  AB,  BG,  CD,  DE.  Calculer  les  efforts 
longitudinaux  dans  chaque  poutre  et  les  , composantes  horizontales  et 
verticales  des  réactions  sur  les  appuis  A  et  E.  Refaire  le  même  calcul,  en 
supposant  qu'en  plus  des  forces  ci-dessus  on  ait  une  pression  normale  de 
20oo''8  sur  AB  et  de  Dooi^ssur  BC.  On  néglige  le  poids  des  poutres  et  Ton 
suppose  des  articulations  parfaites  en  A,  B,  C,  D,  É.  Données  numé- 
riques : 

ABzirBC^CD^  DE  =  3"';         BD^ô-^.So;  AK  =  9'". 

(Transporter  les  charges  aux  nœuds.  Calculer  les  réactions  verticales  en 
A  et  E.  Puis  écrire  l'équilibre  de  chaque  nœud  en  partant  de  A.) 

kk.   La   figure  f\5    représente   une  chèvre   constituée   par   deux    tiges 

Fig.  45. 


égales  OA  et  Oj  A,  de  6'"  de  long  et  dont  l'écartemenl  horizontal  00,  est 
de  2™, 5.  Elles  sont  reliées  par  un  tirant  CC,,  tel  que 


OC 


0,C,=  .' 


',  20. 
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L'inclinaison  du  plan  de  la  chèvre  est  45°.  Elle  est  maintenue  au  moyen 
d'une  corde  AB,  située  dans  le  plan  de  symétrie  et  faisant  25"  avec  le 
plan  horizontal.  Un  treuil,  ayant  pour  axe  CG,,  sert  à  enrouler  une 
corde,  qui  passe  sur  une  poulie  fixe  en  A,  puis  sur  une  poulie  mobile  P 
et  enfin  vient  s'attacher  en  A.  A  la  poulie  P  est  suspendue  une  charge 
de  8oo''K.  Calculer  la  tension  de  AB,  les  compressions  de  AC,  AC,,  OC, 
OjC,  et  la  tension  de  CC], 

45.   Une  poutre  est  soumise  à  des  forces  admettant  le  plan  ccOy  pour 
plan  de  symétrie  (  /iff.  \6).  On  considère  une  section  droite  quelconque  P 

Fig.  46. 


U 


de  celte  poutre.  Les  forces  extérieures  appliquées  sur  la  partie  PA  de  la 
poutre  peuvent  être  réduites  à  une  force  (X,Y)  appliquée  en  P  et  à  un 
couple,  de  moment  M.  Ces  forces  font  équilibre  aux  réactions  élastiques 
exercées,  le  long  de  la  section  considérée,  par  la  partie  OP  de  la  poutre 
sur  la  partie  PA.  La  composante  X  s'appelle  la  tension  en  P;  Y  s'appelle 
Veffort  tranchant  et  M  s'appelle  le  moment  fléchissant.  Démontrer  que 
l'effort  irancliant  est,  au  signe  près,  la  dérivée  du  moment  fléchissant 
par  rapport  à  la  dislance  OP  ^  .r.  (Ecrire  les  conditions  universelles 
pour  la  portion  de  poutre  comprise  entre  les  plans  jc  q\.  x  -V-  dx.) 

4-6.  On  démontre,  dans  la  Résistance  des  matériaux,  que  le  moment 
fléchissant  précédent  est  proportionnel  à  la  courbure  de  la  Jibre  neutre 
(lieu  des  centres  de  gravité  des  sections  droites)  en  P,  si  cette  fibre  est 
recliligne  à  l'état  naturel.  Calculer  la  forme  que  prend  la  poutre,  si  elle 
est  encastrée  en  O  et  si  elle  est  seulement  soumise  à  un  poids  P  appliqué 
en  A.  (On  a  sensiblement  M  =:  Kj".  Il  suffit  donc  de  calculer  iVI  en  fonc- 
tion de  X  et  d'intégrer  deux  fois.  L'encastrement  signifie  que  la  tangente 
en  O  est  O  x.) 


FIN. 


ERRATA 


ToMK  I  {Exercices j. 

Page  5S,  remplncer  la  ligne  i6  par  :  La  limite  deinari  lée  est  toujours 

Page  60,  ligne  5,  supprimer  la  troisième  fonction. 

Page  81,  ligne  i,  au  lieu  de  il  faut  varier,  lire  il  faut  faire  varier. 

Page  i4o,  lignes  i:>  et  18,  au  lieu  de  182,  lire  3  x  182. 

Page  i4o,  ligne  18,  au  lieu  de  428,  lire  ârj. 

Page  i55,  ligne  n,  au  lieu  de  4,  lire  —  et  au  lieu  de  2,  lire  -  ■ 

lu  (1 


To ME  II  (  Exe rcices ) . 

Page  34,  dernière  ligne,  au  lieu  de  A.  H'e  A. 

Page  61,  Exercice  11,  supprimer  les  bissectrices. 

Page  63,  ligne  4  en  rcmoniant.  au  lieu  de  18,  lire  38. 

Page  72.  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  o.ot.  lire  0.18;  au  lieu  de  9.34, 
lire  G. 3i5. 

Page  72,  dernière  ligne,  au  lieu  de  3, 06,  lire  o,56i. 

Page  7.5,  ligne  17,  supprimer  les  nK)ts  :  les  plans  perpendiculaires  à  OA,  OB,  OC, 
ainsi  que. 

Page  96,  ligne  i,  au  lieu  de  poljgones,  lire  polygones  plans. 

Page  169,  ligne  u,  au  lieu  de  7,  lire  6. 

Page  192,  lignes  i  et  2  en  remontant,  au  lieu  de  L'intervalle  de  variation   réduit 

se  compose  ...,  lire  L'intervalle  de  variation  réduit  est  (r-j  ~7"  )  • 

\-l         -4    / 

Page  197,  ligne  i3,  au  dénominateur  de  la  dernière  fraction,  au  lieu  de  {i-+-  2cos2(i)), 

lire  (i  -f-  2C0S  2w)-. 

1                          2 
Page  200,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  —^  lire  —• 

I  —  4  V/3  1—4  V  '^ 

Page  204,  la  figure  doit  subir  une  rotation  de  180". 

Page  2o5,  ligne  '>,  au  lieu  de  une  équation,  lire  un  trinôme. 

Page  207,  ligne  9,  au  lieu  de  20,  lire  10. 

Page  224-  ligne  19,  au  lieu  de  ex'',  lire  cy-. 

Page  224,  supprimer  les  lignes  22  et  28. 

Page  2S1,    ligne   5  en  remontant,  au    lieu   de  le   nouveau    plan    des   zx,    lire    le 

plan  y  =  -?. 


Page  3o3,  dernière  ligne,  au  lieu  de  Hx-  =  i,  lire  H  =  .r-. 
Page  326,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  proposé,  lire  résolu. 


Page  329,  ligne  23,  supprimer  Génératrices  doubles  et  inflexionnelles. 

Page  338,  ligne  2  en  remontant,  au  lieu  de  VIU,  lire  XIV. 

Page  38o,  supprimer  le  terme  \  dans  les  équations  (3)  et  (^)  du  n°  1  et  dans  les 
é(iualions  (3),  (4)  et  (8)  du  n"  1. 

Page  3g2,  ligne  4  en  remontant,  ajouter  en  prenant  A  =  1. 

Page  491;  ligne  24,  au  lieu  de  p-,  lire  p'^ur. 

Page  49',  ligne  29,  au  lieu  de  SM,  lire  SP. 

Page  496,  Exercice  7,  supprimer  la  deuxième  phrase. 

Page  496,  ligne  8,  supprimer  et  G  le  centre  de  courbure  correspondant. 

Page  496,  lignes  9  et  lo,  au  lieu  de  l'aire  du  triangle  OMG,  lire  la  moitié  de 
l'aire  du  triangle  rectangle  dont  OM  est  un  côté  de  l'angle  droit  et  dont  l'hypoté- 
nuse est  tangente  en  M  à  la  spirale. 
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